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so  dürfen  sie  bloss  imaginäre  Werthe  fär  x  geben,  d.  h.  es  mnss 

6*-ac<0,  o'*-aV<0; 

oder,  da  bP  und  6'2  positiv  sind,  es  müssen  a,  c  dasselbe  Vor- 
zeichen haben,  eben  so  a',  c',  und  zugleich  muss 

sein.   Zugleich  ist 

also  müssen  a  -|-  26a:  -f  cx1  und  jL  folglich  auch  c,  dasselbe  Vor- 
zeichen haben,  und  eben  so  die  Grossen  a!  +  Wx  -f  c'x2,  a',  c'. 
Da  aber  a+  lkx+cx'1  und  a*  +  Wx+c'xl  dasselbe  V^issicnen 
(positiv  oder  negativ)  haben,  so  haben  folglich  auch'  ä,  c,  ä',  c' 
dasselbe  Vorzeicnen;  «zugleich  darf  x  Immer  nur  so  gewählt  wer- 
den, dass  die  Grössen  a-{-%6x+cx2 »  a!-\Wx\c'x*  immer  inner- 
halb der  Gränzen  der  Integration  dasselbe  Vorzeichen  haben ,  wie 
o,  c,  a',  c'.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  diese  letztern 
Grossen  immer  als  positiv  betrachten  kann,  da  ja 

-(-^f *A*-c*i)  (~a'+Wx-Jx^=(a~W>x+cx*)  (a'-Wx+&x*) , 

und  wir  wollen  also  dies  annehmen  und  die  Gränzen  der  Integra- 
tion darnach  bestimmen.   Setzen  wir  nun: 


a  +  "lbx  +  cx*  ,  a  A"  q+2kr+caa  . 

-a'+Wx  +  c'x*'  f"±\  o'+io'^+c'** ' 

so  findet  sich 


worin : 


Demnach 


Da  aber 


i      ■  1  •  i  - 

i ■ » ♦  -  -  ... 


A  +  car—  (&'+c'.t)**=4:  VZ"- 


«  » 


(n'  +  26'a:  +  c'x*)z*  -  a  +  2bx + c#* 
so  ergiebt  sich: 

*.  Vi* 
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Funktionen. 

(Fortsetzung  des  Aufsatzes  Nr.  XL.  in  Tbl.  XI.  S.  395.) 


Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Ubier  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bürgerschule  sn 

Sinsheim  bei  Heidelberg. 


J  V A+Bx+Ca*+Dx*+Ea*  J  Vtfd 9 
so  siod  wieder  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 
I.   Die  Gleichung 

<p(x)=0 

Hat  vier  imaginäre  Wurzeln.   In  diesem  Falle  setze  man 
<p  (x) = (a  +  2&r  +  cx*)  (a!  +  26  'x  +  c'x*) , 


worin  a,  b9  c,  a',  6',  c*  reelle  Grössen  sind.   Damit  <p(x)  positiv 

wi,  da  yf  <p(&)  als  reell  vorausgesetzt  werden  muss,  müssen 
die  Grössen  a+26-x+cr*,  a'+26'x+c'x2  von  demselben  Vorzei- 
chen sein.    Löst  man  die  Gleichungen 


Von  dem 


§.  14. 


Hat  man  zu  integriren 


Thcil  XIII 


1 
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9 

so  dürfen  sie  bloss  imaginäre  Werthe  für  x  geben,  d.  h.  es  mu»s 

6*-ac<0,  6'*— aV<0; 

oder,  da  6ft  und  6'2  positiv  sind,  es  müssen  a,  c  dasselbe  Vor- 
zeichen haben,  eben  so  a',  c',  und  zugleich  muss 

ac>6*  a'c'>o'a 

sein.   Zugleich  ist 

also  müssen  a  -f  2bx  -f  cx1  und  jij  folglich  auch  c,  dasselbe  Vor- 
zeichen haben,  und  eben  so  die  Grossen  a!  -f  Wx  -f  c'x2,  a',  c'. 
Dar  aber  a  +  -26* -f^ac2  und  a'  -f  26'«?  +  c'x2  dasselbe  ^weichen 
(positiv  oder  negativ)  haben,  so  haben  folglich  auch '  äj  c\ä'9c' 
dasselbe  Vorzeichen;  'Zugleich  darf  x  immer  nur  so  gewählt  wer- 
den, dass  die.  Grössen  a+Vbx+cx2,  a'+26':r-fc,;r2  immer  inner- 
halb der  Gränzen  der  Integration  dasselbe  Vorzeichen  haben ,  wie 
a,  c,  a',  c'.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  diese  letztern 
Grössen  immer  als  positiv  betrachten  kann,  da  ja 

(_ a+Vbx-cx*)  (—a'+Wx-c'x^^ia-Zbx+cx*)  (a'-Wx+Jx*) , 

und  wir  wollen  also  dies  annehmen  und  die  Gränzen  der 
tion  darnach  bestimmen.   Setzen  wir  nun: 


22 


a  +  2bx  +  cx*  a  f  a+^bx+ca?  . 

"a'+Wx  +  c'x*'  r-±V  a'+Wx+c'x*' 


so  findet  sich 


-(b-b'z*)±V  Z 
c-c7!2  ' 


worin: 


Demnach 


Da  aber 


Z=(6- 6'z2)2—  (a— n'*2) (c-Vz2)  . 


b  +  cx—  (b'+c'x)t* = +  VZ"  • 


•  4  .  I 


\  ■ 


(a'  +  Wx  +  c'*2)*2 = a  +  2fcr + c*2 
so  ergiebt  «ich: 
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b+cx—(b'^,x)t*=(a'+Wx+c'x*)zK-=±  V  Z 

cx 


dz 

dz 


a.  h. 


Nun  ist 


und  da  Z  von  der  Form  der  in  §.  13.  betrachteten  Ausdrücke  ist, 
so  kann  unsere  Aufgabe  als  gelöst  angesehen  werden. 

II.  Die  Gleichung .^(£)äsö  habe  zwei  reelle  und  zwei  ima- 
ginäre Wurzeln.  Die  beiden  reellen  Wurzeln  seien  ungleich,  » 
nmi  \4i't  und  «War  sei  w>n' ;  der  reelle  Fabtor 1  des '  zweiten1  Wa- 
de» sei ;  a  +'lbx  -f-  Wdrfei  also '  ac  >  6*  sein  muss1.  'Zn^leich 
sieht  man,  das«  tt+26#H*ca:ft,  '«>  <?  dasselbe  Vorzeicheri  haben 
müssen,  das  man,  wie  oben,  immer  als  positiv  voraussetzen  kann. 
Hierbei  hat  man  wieder  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

II.  I.  Die  tntegrationsgränzen  seien  so  gewählt,  dass  a:  immer 
zwischen  n'  und  n  sei,  zugleich  sei 

■  •  ■  «il-  ■.'■!  :■: 

Null  für  ar=n'.   Alsdann  muss 

* 

(p(x)~(x—n')(n~x)(a+2bx  +  cx2) 


sein,  damit  <p(x)  positiv'««..  Seist  man  '  0t 

x — n' 


*  ~~  n  —x  \ 

so  bildet  sich  das  vorliegende  Integral  in  ein  anderes  von  der 
Form  in  $.  13.  um. 

n.  2.  Es  sei \  x<  n V  das  Integral  aber  wieder  Null  für  x=n'. 
In  diesem  Falle  muss 

.,  :/    „  : ..."  •     -  ;-  ;-•  .  .;■    •   •  =•       <  . 

9  {x)  =  (n'— tf)  (a + 26* + c*3) 

1* 
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sein.   Setzt  man  hier 

n'  —x 


2«  = 


so  erhält  man  wieder  eine  Form  des  §.  13. 

II.  3.  Endlich  sei  x>n,  und  das  Integral  sei  Null  för  *  = 
Alsdann  ist 

■ 

q>  (x)  =  (ar— n')  (a?— «)  (a  +  26ar  -f-  ca:*) , 
und  man  setze  S 

ar — »' 


x — n 


um  die  verlangte  Umbildung  zu  erhalten. 

III.  Die  Gleichung  <jp(a:)=0  habe  vier  reelle  Wurzeln  a,  b9 
c,  d,  welche  so  beschaffen  seien,  dass  rf^c>6>ra.  Nun  ist 
entweder  v 

<p(x)=z;{x— a)(x-~ b)  (a?— c)(x — d), 

oder         .» »    ■  ,  '  »  'jW..^:  <u\  «... 

9  (ar)  = — (x—a)  (x~4>)  (ar— c)  (x~d). 


Im  ersten  Falle  ist  tp(x)  nur  positiv.,  wenn  x  zwischen  6  und  e 
oder  ausserhalb  der  Gränzen  von  a  und  d  liegt;  im  zweiten  dage- 
gen nur,  wenn  x  zwischen  a  und  b,  oder  c  und  d  liegt, 


1*1.         1*4  lf. 


III.  1.  Sei 

1  •  ■  »  .  • 


y  (a:) = +  (a?-a)  (x—  b)  (ar-c)  (ar— <£) , 

»fl<    I    »     ,  l-  '  .:.».' 

•  r  • 

und  zwar 

a)  die  Integra tionsgränzen  so  gewählt,  dass  x  zwischen  6 und 
c  liege,  während  das  Integral  Null  sei  fär  ar=6.   In  die- 
Falle  setze  man 


_    x — 6  a — b 

22  —  . 


,  •  •  •  •  .  •  < 


ß)  x  ausserhalb  der  Gränzen  a  und  df  und  das  Integral  sei 
Null  für  x=d.    Alsdann  setze  man 

a    x—d  c  —  « 
x—a  d—c 

§  '  •  • 

III.  2.  Es  sei  - .  •  v.   i  ■•*! 

»  g>(a?)  o)(a>— 6)(ä>— c)(a?— d). 

c)  x  zwischen  a  und  6,  das  Integral  Null  für  a?=a.  Man 
setze  '  ^  '  v 
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.T-i-a  d — a 


'  b — x  dn*-b 

ß)  x  zwischen  c  und  d,  das  Integral  Null  för  x  =  c.  Man 

Ä      — c    c — a 


§.  16. 

Wie  in  §.  10.  kann  man  leicht  eine  Reihe  neuer  Formeln  ab- 
leiten, die  nach  Art  des  §.  13.  angewandt  werden  können. 

Setzt  man  nämlich  .  . 

(A»))a=*. 

worin  f(v)  eine  Modnlarfunktion  von  *  ist,  so  ergiebt  sich : 

Ist  also  z.  B. 

I.  f(v)=sn(v),  d.  h.  (snt>)*=*,  so  ist: 

C=2t/    snü.cnc.dnr-^2,/    V*(1-*)(1-wäf)  ' 
U.       =  cnv,  d.  h.  (cnr)*=a?,  so  ist: 

*    %J  V^(l-ar)(m'Hm««)' 
Ul.  /(ü)=tnt>,  d.  h.  (tnr)a=o:,  so  ist: 

1  p*  dx 

V-?Jö    \rx(l  +  xHl  +  m"xy 

IV.  /•(»)= ctnu,  d.  h.  (ctnt>)*=*,  so  ist: 

V.  /•(!?)=  dnt,  d.  h.  (dni>)*sr,  so  ist: 
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VI.  /*(t?)=tang.  f  2amr)'  d-  n-  (tang.^  am  so  ist: 


/*  ■  '  Bs   

V  a?+2(m,a — roa);ra-f-:r8 

o 


/w    sn(ilf— t?)  (sn(^f —!?))* 

VIII.  /,(r)  =  cn(ilf-r),  d.  h.  (cn(ilf-i>))a=:r,  so  ist: 

_i  rx____jx  

j.     16.  \     «!-.!'•  > 

•  4 

Schreiten  wir  weiter  zu  Integralformeln,  welche  Modular- 
funktionen  einschliessen.   Die  einfachsten  sind  feigende: 

Man  M-.(9*  W      ..  ✓  .m- 

3.amp_  , 


also  auch  •  I 


3.'am(a-frr)     ,  ' 

 jf— ^  =  dn(a+t>), 


folglich 


/■ 
dn  (a  -f  u)  3»  ==  atn(a  +  r)  — am  a , 


y    d  n  («— r)  dti  jp  am  a  —  am(<i -f) 


ami?==arc(siii2=9iii>>^=arc(eos=scnr)  u»;s.  f.,  ,  • 
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so  kann  man  in  diesen  Formeln  die  zweiten  Glieder  auch 
anders  ausdrücken,  wozu  übrigens  die  Formeln  in  §.5.  auch  dienen. 

Setzt  man  hier  M—a  statt  a,  so  ergiebt  sich  (§.  6.): 

°  \ 

cn  a  \  cn  («  +  v)  \ 

=arc(6l0=an^^w(8in=dT(S+^>  (2)- 

,  P*      Bo  .  .      cn(a  — r)\         .  .      cn  a\ 

m  J  d5^T> =«(•«»  =  K&ZS))  ~  arc  (8,n = STa) 


■ 


oder  auch: 


/'»     3e  ,.        etnri\      '  .  ctn(«+t>)\ 


/Op  „        ctn(g—  v)\  ctn(ö)\ 

dT^)  =arc(tang=— ^-j-arc(tang=  —r)  • 

o 

■  :  ■        » . 

Setzt  man  in  (1)  statt  des  Modulus  m  den  Modulus  ml  (f. 
und  zugleich  wa,  mi>  statt  a  und  v,  so  findet  sich: 


m ^  cn(a+r)ap=arc(tang=^g^^  (3) 

Vertauscht  man  In  (3)  die  Moduln  m  und  m',  setzt  m,  vi  statt 
a,  t>,  so  findet  sich  (§.  11.): 

(4) 

'dn(a-f-r)-|-ift'sn(a+t>)  dna— »tit'sna 


--•yo 


dn(a-f-p)T-m'sn(a+t>)  '  dna+m'sno 

Bekanntlich  ist 


) 


- 


Y  iTITf  1 

V  ^Vj5_J_     asn(J*-«)_  mW 

a*  a*    ~~~dÄ"  * 

Setzt  man  also  t=msn (ilf—  (a+r)),  so  erhält  man: 

.  i  „l/  l+mB*(M-a^v) _  P  dt 
Wogy  1^  sn(M— «-t>)        1  -7«  WfAJ-a—ü)* 

p    -- W2sn  (e-f  t>;3r        /*  _ 
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V 

also       ;  • 

(8) 

/*    /  .  »a      i    ai  /dna  +  mcna  dn(a  +  c)  —  mcn(a  +  t>)\ 

Da  t  nicht  =1  sein  darf,  so  darfauch  hier  nicht  a=0  sein. 

Vertauscht  man  in  (5)  die  Moduln  m  und  m',  setzt  ai,  vt 
statt  a,  r,  so  ersieht  sich  (§.  11.): 

i 

\a     i    4  /  /dn(a+r)+m  dnn— m'\     /fi  ■ 

Macht  man  hier  v  negativ  und  setzt  31 — a  statt  a,  so  erhält 

man  (£.  6.):  ... 

/*  *-/   .  xr»     •    4//l+dna  1— dn(a  +  t>)\  ^ 
^(«wa^iogy  (j^- .  Hdll(Hcj) ..  (7) 

Vertauscht  man  hier  m  mit  m',  ai,  vt  gecen  a,  r,  so  er 
folgt  (§.  11.): 

•  »  * 

/9_dv  4/  /cn a -f  dn  a  cn(a-j-p) — dnfo-fp)^  ^ 
sn(a  -+  ©)     °^  \  \cti  «'—dn  a  *  cn"(ä+»)  -|-dn(fi-|-o)/  "  '  ' 
„ 

Aus  den  gegebenen  Formeln  leiten  sich  eine  Menge  anderer  durch 
Zusammensetzung  ab.  Beispielsweise  mag  eine  einzige  gebildet 
werden.  • 

Da 

sn  (n-f  r)+  sd  (a — o)      sn  acn  rdne 

so  folgt  aus  (5) : 

/•»snacncdnpöfl    ,    A  / /dna -r-mcniT 


l— m'snAnr*""  0g\  \dna— mcnaj 


m 


s  ^  /  /dn (a+r)  -f  mcn (a+t>)  dn(a— p) — mcnf«— p)\ 
2      \  \dn  —mcn(a-\-v) '  dn  (o— c)  +tü  cn(a-f-r)/  * 


§.  17. 


• 

i 


Ehe  wir  weiter  gehen,  müssen  wir  der  Legendreschen  Be- 
zeichnungsweise kurz  gedenken.   Legen drc  bezeichnet  nämlich 
*n  Grosse 
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o  .  , 


so  das»,  nach  unserer  Bezeichnungsweise ,  da 

arg  fsn=*)=  /**  8jr_       =  />  ^ 

'  ^    V(l-^raXl-if3^  t/     V 1  — m^sinV 

=arg.(8n=sina>), 
F(q>) = arg .  (sn  =  sinqp) . 

Das  Legendre  sehe  F(a>)  ist  also  das  in  6.  8.  zu  <p  verlangte  v, 
und  da  Legendre  theilweise  Tafeln  ffir  F(q>)  berechnet  hat,  so 
ist  also  das  dort  Verlangte  in  gewisser  Beziehung  schon  ge- 


Es  ist  nicht  schwer,  die  oben  erhaltenen  Resultate  in  die 
Legendre'sche  ßezeichnungsweise  überzutragen.  Wir  wählen  als 
Beispiel  das  Resultat  in  §.  13. 


Dort  ist 


e=arg(cn=  f^ä) = arg  (cn=cos<jp)  , 


a—bz* 

Bezeichnet  man  den  Modulus  mit  m,  und  setzt  also 


/9  l 


=F(<p,m), 


fo  Vl-m^sin'V 

so  ist  demnach  das  dortige 

a  /  1  "Ct  i 
*>'V  -r)  a-bz* 

Ist  also 

1)  snf?=A:,  so  ist  c  =  arg  (sn = k) = F(<p,m) ,  sin  9 = A 

2)  cnt>=*,  „   „  t>  =arg (cn  =  k)  = F(g>,m) ,cosq>=k, 

3)  tnt>=*,  „   „  t>=arg(tn=A:)=  F(o>,m),tangqpr=Ä, 

4)  ctnv=k,  „   „  v=arg(ctn=Ar)=F(a>,m),cotge)=Ä, 

5)  dnt>=&,  „       0 = arg  (dn = = F(<p,m) ,  sin  9  =  — — — 
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Die  oben  gebrauchte  Grösse  M  \titF(^,m) 


Die  Formeln  des  §.  16.  können  auch  durch  cyklische  Funk 
tionen  ausgedrückt  werden.   So  ist,  wenn  <p=am.t>,  o=am.a: 


T  1— m2sinWm2<j> 


» ■  *  ■ 


»  • 


«  i 


I 

«  » 


•  .- 


: 


« 
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Das  Integral 

dn*t>0p  (1) 


soll  durch  E(v),  oder,  wenn  man  will,  später  auch  durch  E(v,m) 
bezeichnet  werden,  so  wie  man  überhaupt,  zu  grösserer  Deut- 
lichkeit, die  Modularfunktionen  durch 

■ 

sn(»,m),  cn(t>,m),  tn(t>,m),  ctn  (tyn),  dn(v.wi) 

bezeichnen  konnte.  Die  gebrauchte  Bezeichnungsweise  ist  aber 
einfacher,  und,  so  lange  die  Deutlichkeit  nicht  darunter  leidet, 
mag  sie  beibehalten  werden,  so  wie  auch  die  Bezeichnung  £(v) 
gebraucht  werdeo  soll.  Ist 

amt?=<p,  . 

*  ■  ■  — 

SO  ist  .  :         \  \ 

dnac=l  — m*sin*g>,  Bv=  —rs  ; 

_  'i 
also  ist  dann  '  „» 

■  - 

~-/*<p  , 

E(v)  =  I    V  i  —  m*  sin2  <p  fyp ,  95= 


amt> 


Legen dre  bezeichnet  dieses  Integral  durch  £(a>)  oder  E(<p,m), 
so  dass  das  hier  gebrauchte  E(v)  und  das  Legendre  sehe  E(<p)  ähn- 
liche Bedeutung  haben' und  für  amt?=qp  zusammenfallen. 

Eben  so  sei 


Hiernach  ist 


£(-„) =-£(0),  £(0)=0.  (2) 


Da 


1  -^dn^r  m'*  4-  dn2p 

8n*t>=     °°  P,  cn»e=-^— ^—  ;  (}.  2.) 


so  ist 
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o 

/v  1 
cn*  t?cü  =  — 5"  ( — m  ar+Jö(v)) . 


sn*üap  =  sr(tv-JS(i>)) 

(3) 


Setzt  man  in  (1)  M—v  statt  v,  so  erhält  man  (f.  6.) 


r 


m'2 


woraus  leicht : 


»      '  »-».Ii"       .*"       .    -  'i 


Man  findet  leicht: 

— §T^^^7+W    m  60  p' 

woraus,  wöpn  floan  iptegrirt,  und  die  vorstehenden  Formeln  be- 
acitet: 


<>  f 


also .  * -       v  :  -  • 


r  •! 


6t?      tnt><lnt>  +  m'*t>— /v(t>) 
SÄ    —  m*  '  <5) 


Da 


bo  erhall  naan 


f: 

0  I  t 

• .    ■  -  • 


M=^^^>.  (6) 
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! 


Setzt  man  a±v  statt v,  so  erhält  man  leicht:  * 

■ 


o 

r 


hieraus  '  *  ; 

'  [-dn2(a  f-r) +dn2(a~t>) ] 8t>=3£ (a)-E(a-f>)  - £f«+t>) 


Aus$.  5.  folgt  leicht: 

dn«(a-r)  -  dn2  (a+v)^(&n  (a-t>)  +  dn  (a+t>))  (dn(a  -  t>)-dn  (a±v)) 

4m2  snocnadnasnocn^dno 
Ä<      fl--m2sna  a  sn2  n)? 

=  2ctnadna.  — —  » 


also  .  i,  ... 


2cfnodna        ft  .  ■ 
(dn«  (a  -  «)  -  dn»  («  +  •)  fc^sa  -  2  ctn  «  du  o 


-•    *»  ■ 


2mgsnacnftdnasn2r 
-     l_mWasn2t>  ' 


also  endlich  ,  •  1 

i    .  2m2snacn<idnasn2t> 
2  £  (a)  -  E  (a-t>)  -  A  (a+t>) =  iZ^n^sTST" ' 

2m*  sn  a  cn  er  dnosn*  t? 
E  (o+ü)  +  JS  (a— v) = 2£  (o)  l-mHrPätoPv~ 

Vertauscht  man  hier  a  und  v,  so  ergiebt  sich  (2.  des  §.  17.): 

» 

2m2  sn2a  enc  sn©  dn«? 
£(a+t>)— E(a-v)=2E(v)  T^Hn*amH~ ' 

Durch  Addition  findet  sich  nun  leicht: 

£J(a+t>) =E(a)  +  wt2sna  sno  sn(a+v) .  (1)  i 
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Setzt  man  hier  a=  ML-f>,\o  ist: 

E(M)=E(M-*)  rE(v)-m*sn(M-v)Bnv 
1?  ( wt     \  i  jf  /  \      3  cimt  sc 


cnvsn?> 


.cncsnc 


u 


,  (3) 


£(»+»)  +  £(*-r)=2£(jtf).     ... .  .  (4) 

Setzt  man  in  (4)  M—v  statt  vi  . o 

V    £(2ylf+»)=£(r)+2£(ül);  5 

woraus  leicht: 

—  -  < 

E  (2m  jV +  w)  =  £(t?)  +  2»£  (üf ) , 
E&nM — i?) = — £(ty  +  2n  £(df) . 


(5) 


Setzt  man  hier  Ü#-f  t>  statt  t>,  so  ergiebt  sich,  mit  Berücksich- 
tigung von  (3): 

E((2n+i)M+v)  =  E(v)  +  (2n  +  l)E(M)  —  — I*SL£, 

(6) 


masni?cnc 


Dadurch  ist  die  Funktion  £(v),  so  lange  v  reell  bleibt,  bekannt, 
wenn  sie  es  innerhalb  der  Gränzen  0  und  M  ist. 


9  ■ 


§  20. 

Setzt  man  in  (1)  des  §.  18.  et'  statt  t>,  so  findet  sich:  , 

'        ,  v£>  «  .    ■  f 

» 

d.  h.  ..,.•«• 
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« 

/»-dn",       E(vi)     f*(  m«  .  .... 

0  .0 

woraus,  mit  Beachtung  der  Formeln  des  §.  18.: 

E  (vi)  =  i  [  t>— £'(t>) + tn'  v  dn'  v  ] .  (1) 

Setzt  man  hier  v=2nM',  so  erhält  man,  wenn  man  (5)  des  §.  18 
beachtet: 

E  (2nM'i)=z  i  [InM-ZnE'i  AT)] 
also,  wenn  man  in  (1)  §.  19.  *t=2nAf'<  setzt  und  §.  11.  beachtet: 
J5(a-f 2n  AT  t) = £  (a)  +2m  (M '—E'(M ')) .  (2) 

*  ■  \ 

Aehnliche  Formeln  lassen  sich  leicht  weiter  bilden. 

Bezeichnet  man,  wie  in  g.  12.;  den  Werth  von  E(v)  für  den 
1 

Modulus  —  durch  Ex(v),  so  ist: 

m  , 

o  o 

(™)  =  —   ' 


m 


£iW=  ^ 


(3) 


§.  21. 

! 

Zwischen  den  Grössen  M,  M\  E(M),  E'(M')  besteht  eine 
Gleichung,  die  nun  aufgesucht  werden  soll. 

Es  ist,  wie  sich  aus  §.  18.  und  $.  3.  ergiebt: 


E(M)= J**V  1— i^sin^a?, 


o 

71 


E\M'p=  rVw^a,,  =  E(M',m') 

0 

nach  der  m  J.  18:  noch  erwähnten  Bezeichnung.  Ferner: 

m-  r*  B(p    m'  f~  d<p  — 

J    V  '       "V    V  l-m'*sin*(p ' 

Hieraus  folgt : 
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cW__l  Pi  Sqp  _   1^  />*  dq> 

to~nj    (l-m*sin*9)V  1— m2sli72p  ""wJ;  VI— m2sin2g> 

O  0 


-.1  /**  8p  * 

dn*p     f»      mm'2  m* 


also 


£(üf)=m'»(üf+m^).  (1) 


Ganz  eben  so  findet  sich  durch  Differenziation  von  E(M): 


•      iH=JS(Jf)-m^.  (2) 

Hieraus : 

*'(in=«*<jr+«'g-). 

Da  aber  allgemeio 

* 

dR_dR  dm        dR  m' 
dm~'-  dm 'dm'- "BM'm9 

so  ist 

Q  Ttfl 

w    rvwi  .  »»"3.£'(itf') 
JP=Ä(Jf)  +  — 

Hieraus  folgt: 

*  -g^-+£(*)^-+*L-5^— +£ Warn 
=8.f^£;(itr;+^W]^((OTWt)+^£(^£,(iW))- 


(3) 


Eben 


so : 


Uthlll : 


d.[M'E(M)+ME'(M')]  _d.(MM')  _Q 
dm  dm 


Theil  XIII.  2 
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M*E(M)  +  ME'  (M')  -  MM1 = Const 

Um  die,  bloss  von  m  abhängende  Konstante 
setzen  wir  m=0,  to'=1;  alsdann  ist: 


n 


*'=/2^  . 

o  o  o 

£'(J|f ')= ^  cos  9  3g>=l ; 

j 
i 

ZL 

o  o 

d.  h. 

ilf '         +  ME'  {M')  -  Uff'  =| ,  (4) 
oder  nacb  Legendre'scher  Bezeichnung: 

welcher  Satz  der  Legendre'sche  Satz  heisst. 


$.  22. 

Es  bleibt,  zur  Vervollständigung  der  Theorie  von  E(v),  noch 
übrig,  zu  zeigen,  wie  E(t>)  berechnet  werden  kann  für  v  zwi- 
schen 0  und  M. 


Setzt 

9>=am.t>, 

so  haben  wir  in  §.  9.  gesehen,  wie  zu  jedem  q>  das  v 
v  gefunden  werden  kann. 

Ganz  wie  dort  findet  man  hier 

£(«o=9»-(!)V,  +r(B)V.(9')'»4-6(zo)V.(»)« 

1  /1.3.5.7  V,  „ 

I 
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Da,  durch  Lesend  res  Berechnung  in  einiger  Beziehung 
die  Berechnung  geschehen  ist,  so  kennt  man  also  einige  Werthe 
von  E(v).  Die  Werthe  von  E(v)  wären  in  die  nach  §.  8.  aufzu- 
stellenden Tafeln  neben  die  von  v  zu  setzen. 


$.  23. 

Den  Werth  des  Integrals 

Pv  sn2cöi> 
J    1 — m2  sn2a  sn2p 

bezeichnen  wir  durch  J(v,a),  d.  h.  wir  setzen: 

/■  sn2p3p 
o 

Nun  ist: 

1  dnasn9«        ..  cn2c 


also 


dna    1— ro2sn2asn2ü    dna(l—  m2sn2asn2u) ' 


cn*vdv       =t,_dnJW(tMl)>  (2) 


P9 c 


Ferner  ist 

dn2o  ?n2cn2asn2ü 


1  — wi^n^sn2??     ]  -  m2sn2ö  sn2ö  ' 


also 


O 

Ans  (1)  und  (2): 

So 

2a8D2p = » + w2  sn3a  J(v,a) .  (4) 


l-m2sn 


Ferner  ist,  wie  man  leicht  findet: 

m'asn*ü  dngp  dn2»  — m2sn2t>cn2p 

1— w2sn2asn2t "cn2^— tn2o  dn2a  an2!?  dn2p 


cn*a(l-(c7^)\n2t>) 
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4/  cn(a— v)     ,    4/  /M^n^mtnr dncA 
lo&\  cn(a  +  ü)  =  °g\  \l-tnadnatnvdnvj 

3  4  /  cn  (a-p)  dn a  tn  a  (dn2p  -  m»  sn*p  cn»p)  . 
)7loß\  c7(aTe)  ~     cn*r— tnafldn2«sn^dii^ 


demnach 


s    /»»       sn2p8p  /»p  dn2pdp 

1— (  ■  )  *n2t>  o 


dnatna   °  * 


dnatna  0g  K  cn  (a+r)  ' 
und  mit  Beachtung  von  (3): 

&n*vdv 


/"  snzpcr 
,    /dn  a V  « 

cn*a    ,  wi2        t/    .  ,      cn*a  _t^tf cn(a— 1>)  ~ 


Ferner  ist: 


dn2p  ro'2sn2p        _  ^ 

.    /dna\*    Ä  —  cn2a  — dn2a  su2t> 
V,cn  c/ 


also 

sn2p#p 


,    /dn«V    «  ~~  ci\*aj  /dna\ 


-  =  t>, 
sn*p 


d.  h. 


=  m*cn2a 


/»  dn'pgg  
o   l—(  J  sn2P 

\cn  aj 

1      .     4./"  cn(a—  p)  /Ä. 

J^a>  +  oWn^,0S\  cTTShFp)'  (6) 


Da 


so  ist 


dn«p-f  m2sn2t>=l 
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r*  dv 

J0 


i 

Vena 


:^  snat? 


m2cn2a    ,  7ft2cnaadn2a         .  ,     doa        4/" cn  (a — 0) 
Eodlich  aas  (7)  and  (5): 


=cn*a.«  +  w2 


Setzt  man  in  den  Formel d  (1)  —  (8)  ai  statt  a,  so  ergiebt 
sich  (}.  11.): 

J    l  +  m^o'Sado2*^*'^'  (9) 

o 

o 

T+^E^fli=e-^Jiv'ai>'  (11> 

/•  dv  ,  w 

l+mnn>*asn*v  (12) 

,/    1 -do'2asn2i>  (W' 
0 

J    l-dn'W^  (W) 

O 

m*  1 

=  cn7*;   ^,<M#)  +tnTaöVä  arc(tanS=ta'adn/<ltncduo) » 
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dp 

1  —  äVaa  sn2» 

o 

m2v       madn'gq  dn'o 
ro'«cn'*a  +   cn'^a  J(üjÄ^  +  «'Wacn'a 


(15) 


cuxr  00 


(16) 


O 

t>        m2tn'2a  tn'a 
=  ^n^J—  cn/ag  ^fe«0— ITJ  arc(tang==tn'adn'atn»dnt>). 

Die  hier  betracbteteo  Integrale  haben  die  Form : 


37' 


worin  ^=snt>,  cnt>,  dnt>,  1  ist  Man  bildet  ans  ihnen  gewöhn- 
lich vier  Klassen  und  rechnet: 

1)  zur  ersten  Klasse  diejenigen,  in  denen  n  zwischen  0  und  od 

enthalten  ist,  d.  h.  die  Integrale  (9),  (10),  (11),  (12); 

2)  zur  zweiten  Klasse  diejenigen,  in  denen  n  zwischen  0  und — m5 

enthalten  ist,  d.  h.  die  Integrale  (1),  (2),  (3),  (4); 

3)  zur  dritten  Klasse  diejenigen ,  in  denen  n  zwischen  — wia  und  —  1 

enthalten  ist,  d.  h.  die  Integrale  (13),  (14),  (16),  (16); 

4)  zur  vierten  Klasse  diejenigen,  in  denen  n  zwischen — 1  und  — od 

enthalten  ist,  d.  h.  die  Integrale  (6),  (6),  (7),  (8). 

Führt  man  den  Modulus— =7/i,  statt  m  ein,   und  bezeichnet 

m  * 

durch  Ji(v,a)  das,  was  J(vsa)  wird,  so  ist 


(;Hi)' 


d.  h. 

Jx  (mv,ma)  =  m?J(v,a) 

oder 


Jl(M)=m^,£),  V-.«^«"^  (17) 
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J.  24. 


Zur  Berechnung  der  Funktionen  J(v,a),  J(v,ai)  dienen  fol- 
gende Betrachtungen. 

o 

oder  wenn  g>=same: 

/fo  ate  f  sm*<p8y  

« 

Setzt  man  nun 

tango/r=doa.tang9, 

so  ist 

3»'            dno  q>'  P9 
 '  dTa^J  ] 


d<p  ~~  1— jk2 sn2a sin2?) '  dia  J  1— m2sn2a sin2?  # 

Nun  Ut 

■ 

/SP  sin2yd<p   sin2ydy 

VW  sin2op  (l-m28n2asinV)  E=T/o  l—m2sn2aß'i^ 

+  2mt/    l-mWasinV+24m7    l-mWasin29  + " ' 
o  o 

zugleich 

/*»  sin*H-gy8y  
1— m2sn2iisin2op 
o 

1      /»SP       sin^a?)   1  f*.«,« 

0  O 

Sotzt  man  also 


wi2  sn2  fl  sin2  9  sn21"  a 


so  Ut  (f.  9.) 


yr+1  (,)=  «Fr(y)-m2'sn*«.  l^£J*ffiw). 


> 
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Also 


^W  =  '£r-»-frf«n,«/i(9)-  ^»n4snV»(9>).  tt) 


<p'  1  13 

U.5....f2r-3)  Ml 


••• 


worin 


Sodann  ist 


<p'  =  arc  (tang  =  dn  a  tang  q>) . 


(2) 

.     1  r*i(»).  1    «^).  1.3  IFS(9>)    1.3.5  «F4(V) 

Setzt  man  ai  statt  a,  so  ergiebt  sich: 
1  r  ,  1  *Vl»)  _  1-3 


2  tn'4o     '2.4  tn'«a  I 
1.3.S  g'4(y)  , 

+  .Ii»  h,i«r •   J»  — * 


während 


cn'a 


_m  J.'-,„!fn'««« 

(4) 


Vs(i»)=9>'  •    -  v  +  f  m'  tn'f  a  a  (»)■ 


^(9)  =  ^g£-°-,p  +  i  m»tn"a/i(9>)  -  £§m«tn'»a        +  .... 

9'=arc(tang  =  ^-9). 
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Durch  die  Formeln  des  vor.  Paragr.  ist  «/(#,«)  bestimmt  für  v 
zwischen  den  Gränzen  0  und  M  zunächst  Für  v  über  diese 
Gränzen  hinaus,   wird  sich  J(v,a)  durch  folgende  Formeln  be- 


Man  setze 

J^E(v)dv=T(p),  (1) 

so  ist,  da  nach  §.  18. : 

■wy  s  ■  \  i  x* /  x  or/  x  2m2snacnadnasn*p 
E  (a + v)  +  E  (a- v) = 2  E  (a)  -  -^^t^  > 

auch 

> 

T(a+v)—  T(a—v)=2vE(a)— imHnacoadna .  J(v,a), 


,         2p£(o)+2X«-t>)-y[a-f  c)  m 
JV>a)—     2m*8n„cn<zdnö  <2> 

Demnach  ist: 


J(H-to,a)  =  2m*sn«cn«dna  * 

*  '  '  2m2snacnadna  ' 

Jtm  +  ^(^)-^-r^) . 

J  (">*)-  2m*snacnadna 

woraus  sich  leicht  ergiebt: 

J(v + *>>a) = /  (t>,a) + J(i©,a) 

Tfo-f«-— a)— Ht?-Fto-f-a)~ !T[o~a)4-y(^q)— gfoo— a)+Tfto  +  a) 

2wi2snacnadna 

wenn  man  die  Gleichung  , 

r(-t>)  =  T(t>)  (3) 

beachtet 

Man  wird  aber  aus  den  Formeln  des  §.  18.  ohne  Mühe  fol- 
gende Formel  ableiten: 
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:£:(r+a)+^(«c+a)- £(a)  -  ^  !og(l+in*sna m» sntosn  (t>+u>+a)>, 


tr(t> + tc + o) 

=  T(ü+a)  +T(to+a)  —  T(a)— log(l+m2snö  sn»  sni*sn(v+«>+a)) . 
Setzt  man  hier  —  a  statt  a,  so  erhält  man: 

T(»  +  i0  — a) 

=T(© — a)  +  T(to— a)— T(a)— log  (1— m*snflsnüsn«osn(i?+to— a)); 

zieht  man  beide  Gleichungen  von  einander  ah,  so  erhält  man: 

T(v+u>-*)  -  r(ü+to+a)-  T(t>-a)  +r(i>+a)  -  T(«H-a)+T(tc+a) 

^      /l+masnasnpsnf*?  sn(p-f-to-f  o)\ 
\1— masnasnosntf7sn(o-|-w— ä)J  ' 

Setzt  man  dies  endlich  in  den  obigen  Werth  von  J(ü+»,o),  so 
erhält  man: 

J(v-\-w,a)  (4) 

f/    N .  f ,     v   1  ,  _/l  +m2snasT\vsmcsT\(v-\-w-\-a)  \ 

^(*.*HJ(w,an2m*anacßad-Jo^ 


Vermöge  dieser  Formel  kann  man  nun  auch  die  Werthe 
J(v,a)  m  v*>M  berechnen,  indem  man  nach  und  nach  weiterge- 
hen kann.  Zugleich  ist 

J  ( — p,a) = — J  (e,a) .  (5). 


§.  26» 

Vou  den  so  eben  behandelten  Integralen  hängen  eine  Reihe 
anderer  ab,  die  wir  betrachten  wollen. 

Man  hat 

♦ 

/»•     snpfo         P*     snadp     __2  /*  jntmasnhBp 
I    1—  msnasnv   J     l+wisnasnv     J    1— m2sn2asn2p 

O  O  0 

=2wsnaJ(»,fl), 

/»*     encap         P9     snoQp     3-3 /*"  snpflp 
1— msnasno  \/    l-fmsnasnp     ,/    1— m*sn*asn*o ' 


o  • 
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(g-j-t)  — sn(a—v)       enadnasne  ^ 

2       _  -PwSÄÄ  ö,) 


Daraus  folgt  (§.  16.): 

Bnvdv 


m2sn2asn*p 


1  a  /  /dna-f-  mcna  dn  a  dn  t?  ~  m cnn  cnr\ 

""mcnadna  0g\  \dna— mcna 'dnadnt?  +  mcoaciir/ 

Durch  Addition  und  Subtraktion  der  Gleichungen  (1)  erhält 
nun  die  Werth  e  von 


anvdv 


lifcmsnasnt 

o 


Da 

snt> 


l+wsnasnr    msna     msna '  1-f-msnasnr ' 

80  ist 

/»        8p  /»»  snpfo 
^T/is^asn©"""1'     manaJ     1-fmsnasnu*  *  ' 

In  ganz  derselben  Weise  erhält  man  die  Werthe  von 

cntöü  P*   tnvdv         p*  dv 


snv 


acnv 


r°*  cnvdv  tnvdv  P 

J    dnadnr  +  mcnacno  '  J     tna  +  tnr'  J 

0  o  o 

/»      dv  P*  dv 

cnc  +  cna'  J    dna  +  dnt?' 
o  o 

/^cnt*  +  cn'aQ  /»»  dn  t?  dn'a  ±ca'a  P*  cnv 
J9  l^cnWv    '  Jö   du' a±cu'adav<fVt  J  T±c7 

/»  dnvdv 
dn  a±cn'adnt> 

u.  s.  f.,  deren  Ableitung  eine  blosse  Uebung  ist. 


J.  37.  " 

Eine  neue  Reihe  von  Integralen  erwächst  aus  den  vorher- 
mden,  wenn  man  Modularfunktioneu  einführt,  die  sich  auf 
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einen  Modulus  fi  beziehen,  der  zu  m  in  einem  bestimmten  Ver- 
hältnisse steht.  Im  Folgenden  wollen  wir  voraussetzen,  das  Argu- 
ment u  beziehe  sich  auf  den  Modulus  p,  während  das  Argumeot 
v  sich  auf  den  Modulus  m  bezieht 


I.  Sei 


cna 


worin  a  sich  auf  den  Modulus  m  bezieht,  und  sei  ferner 
tnu=dnatno>  oder  tn  (u,(i)=  da  (a,m)tn(v,m); 

so  ist 

dnadnti  cnv 


Y»Äö'        ~  Vl^m*sn*asn*ü 

u.  s.  f. 

du  dn  a 


\f  1 — m2sna«sn*t/ 


wodurch  nun  dieses  Integral  bestimmt  ist 
II.  Sei 

i 

und  sei  zunächst 

dnti=dnv  oder  dn(u,ji)=dn(t>,m), 

so  findet  sich 

du    m*e2       cnv  /*»  cnföv 


*    Um  also 

r 


o 

zu  erhalten,  bestimmt  man  u  so,  dass  dn (u,nu)  =  dn (r,wi) 
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Sei 

8Dt<=«np,  oder  sn(ii, 
so  findet  man  leicht 


  /**  dnvBv 

l~~J„   V 1— m*e*sn*r> '  ® 


Sei 

dntt=dop,  d.  b.  dn(tt,fi)=dn(p,m); 

80  ist 

/«      sn^&M  pv  sn'pcnpdr  
o    l+mUW&rPu—J^  £*  yiS^sn^a+M»**1  sn**)  *  () 

Da  man  das  erste  Integral  finden  kann,  so  ist  auch  das  zweite 
bestimmt. 

Sei 

8ntt=sn9, 

so  ist  ähnlich: 

/*»    sn*ttfltt    _  /*»  sn2rdnp8p  

^  V  l-pHn%>(l+«tt*n%) ' 

III.  Sei 


und 

snu=snp,  d.  h.  sn(u,wn)=sn(p,m) ; 

«0  ergiebt  sich 

dnt>6V 


Vl-ro^snV 


Auf  ähnliche  Art  können  weitere  Formeln  gebildet  werden. 

IV.  Es  ist  nicht  schwer,  die  allgemeine  Formel  für 
Umbildungen 


Sei  nämlich 

fi  =/"("»), 

nnd  sei  ferner  t^(«,ft)  eine  Modnlarfunktion  von  y(p,m)  eine 
von  rn,  die  wir  beide,  der  Kürze  wegen,  mit  ^/(fO  und  tp(v)  be- 
zeichnen wollen.  Setzt  man  nun 


> 
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*(ic)=9(*), 

so  ist 

Da  ^'(«)  ebenfalls  Modularfunktionen  enthält,  so  kann  es  durch 
Modularfunktionen  von  v  ausgedruckt  werden,  und  man  kann  also 
annehmen,  dass     («)=i(r)  ist.   Daraus  ergiebt  sich  nun: 

welches  die  allgemeine  Formel  ist   Sei  z.  B. 

f(m)—m»,  ^(tt)t=snu,  9>(r)=:do(r),  also  snii=dn*; 

so  ist 

^'(tt)=cn«doti,  gp'(p)  =  — m^nflcn*. 

Nun  folgt  aber 

cnii=  V 1— 8U*M=Vr  1— dn^  =  7/isnp, 
dn  ii=  V  l-fiW«=V"  l-fi»dnfeV  ^Hf**ma8n% ; 


wisnüVfi'H^w^n^"** 


Da  für  u=L,  wenn  £der  zu  mn  gehörige  Modularquadraot  ist, 
snu  =  l,  also  dn»=l,  d.  h.  9=0  ist,  so  hat  man: 

mszivcuvdp  P9  cnedv 


Pv       msnvcnvdp  P9 

'~M==«/   Sn  v  V"fVÄ  ~  "l/ 


sn  v  V  n't+fmHn**     Jo  V  1-ro*» 

Stellte  man  sich,  unter  denselben  Bedingungen,  die  Aufgabe, 
den  Ausdruck 


du 

1 — 6*80*1* 


/sn2w 
l-6*s 

zu  transformiren,  so  erhielte  man  statt 


1  -6«  dn*P '  man».  V p'*+p?mHn*v 

/CQ*dn*p 


(l-6adn^)  Vy*+|Aam«sn**  ' 
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woraus  denn: 

an2 udu  /**  cnpdn2e?3r 


/L  sn2udu  Pv  cnvaiPpov  


d.  h. 


J^»  cngdn*PoV  Z*2*  gn^M       1  Psnhidu 

in  welcher  Formel  die  Integrale  rechter  Hand  nach  $.  23.  gefun- 
den werden  können. 


§.  28. 

Schlüsse  mögen  noch  einige  Reduktion« forroeln  aufge- 
führt werden,  welche  die  Anwendung  der  obigen  Formeln  in  vie- 
len Fällen  erleichtern. 

Es  bezeichne  V  eine  Modularfunktion  von  v  und  man  solle 
das  Integral  J* V*fr  bestimmen.   Wie  man  aus  $.  10.  ersiebt,  ist 


ÜL  1 

worin  a,  b,  c  bestimmte,  konstante  Werthe  haben.   Also  ist 

■ 

J  t/fc  +  AFHcF4' 

Man  setze  nun 
so  ist 

(w-3)q  P— «+ (»— 2)6  F"~a  +  (*— l)c  P" 
V*S+6F»+cF4 

woraus 

F"-8  \Ta+bV*+cV*  (1) 
=(n-3)a ^ r«-43r+  (n-2)6 f V*-*  3r+  (n  -l)cjf T»eV, 

welche  Formel  eine  leichte  Reduktion  gewährt. 


Digitized  by  Google 


Ist  nun  n  eine  gerade  Zahl,  so  kann  man  das  Integral^r-a, 

durch  die  Formel  (1)  auf  Jbv=zVvm& Jv*Bp  zurückfahren,  von 
denen  das  letztere  durch  §.  18.  bestimmt  wird.  Ist  aber  n  unge- 
rade, so  wird  das  Integral Jv*fr  mfjvdt  undj^dv  zurück. 

gebracht  Das  erstere  bestimmt  man  nach  §.  16.;  was  das  letz 
tere  anbelangt,  so  ist: 


-^r==-  (l+m*)snr+2m»sn3p, 
-r~T  =  (— l+2m2)  cn  v  -  2m2cn8P1 
^ =(l+ro'*)  tnr  +  2m'»tn»*, 
-^5- = (1  +  m'«)  ctnr  +  2  ctn»  r, 
-g^-  =(l+m'*)dn»— 2do8r; 


also: 


2m* J*  6n8*8*=(l+ro*)  J*  snra*+cnrdnr, 

2m« Jcnhto=:@m*—1)  Jcnvto  +  snvdnv, 

Vm'tJ* tn**>8*=— ^ tnroV  +  ^ ,  (2) 

2 fi\u**to=- (Hm'*)fitnvdv  - 

2  ^  dn8rar=(l+m/a) Jdnvdo+m*8nvcnt. 

Es  ist  leicht,  die  Formel  (1)  auf  spezielle  Fälle  anzuwenden. 
Ist  z.  B.  P=sn0,  so  ist  (§.  10): 

 %y 

a=l ,  £=— .(1+m*),  c=m2,  also  da  F2+c  F4=^-  =  cur  dnr : 

sn'rcncdnr 

=  (n— 3) Jln—*9dv— (n-2)(1-fm*) ß>n*-^+(n—l)m*janu9  dt. 
In  J.  14.  haben  wir  gesehen,  dass,  wenn 
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das  Integral 


A 


dx 


auf  die  Form  JgBv=Gv  +  H,  worin  G  und  ti  Konstanten  sind, 
zurückgeführt  werden  kann.   Hat  man  nuo  einen  Ausdruck 


A 


Xdx 


V><*)' 

worin  X  eine  rationale  Funktion  von  x  ist,  so  setze  man  in  X 
den  Werth  von  x,  der 


A^auf/CTr 
J  ♦/ <p(x)  J 

Wogt,  wodurchy^^  die  Form  J* Wd 

rio  W  eine  rationale  Funktion  von  Modularfunktionen  (F)  ton 
v  bezeichnet    Durch  Zerlegung   wird    man    also  immer  auf 


v  annehmen  wird,  wo- 


kommen.  Man  kann  nämlich  bemerken,  dass  die  Substitution  för 
*,  welche^y^=^  auf  die  Form  j*Gvu  bringt,  immer  die  Form 

q-f6F   .  a+b  F2 

tat.  Die  erste  der  obigen  drei  Formen  haben  wir  so  eben  be- 
trachtet  Was  die  zweite  anbelangt,  so  ist 


P  dv     _  p  BV  

J  (a+j3  F)r  -J        F/(a+6  F»+c  F4)** 


V~ä+oF2+cF4 

$*tzt  man  in  dem  Ausdruck  — (a+ff  F)r~1 —  '  F=X,  difle 

fcnzirt  ihn  in  Bezug  auf  k  und  bemerkt,  das« 

1  Bv 

VV+6FH<rF« 

so  erhält 
TheO 
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L  P»  V a+b  P*+c  V* 

vy-x 

/»Sil  /*  8» 

-C(T-Z)f(a^yy^-  (3) 

* 

Ganz  eben  so,  wenn  tt+ßV*=X  gesetzt  wird,  und  unter  der 
selben  Bedeutung  iur  das  Doppelzeichen:  , 

(4)  -•■>  .1  < 

welche  beide  Formeln  ein  Integral  auf  eine  Reihe  anderer  redu- 
ziren.    Die  obige  Behauptung,  dass 


-  .  *  « 


(*)■ 

auf  die  Form  JgBv  durch  eine  Substitution 

gebracht  werde,  bedarf  nun  noch  eioer  kurzen, . Rechtfertigung. ; 

In  den  §§.  13.  14.  liegt  dies  nicht  so  ganz  klar  vor  Augen,  und 
doch  inuss  es  der  Fall  sein,  wenn  obige  Reduktionsfortneln  sol- 
len angewendet  werden  können.  Wir  wollen  desswegen  die  Fälle 
des  §.  14.  nochmals  kurz,  auch  in  dieser  Beziehung,  betrachten, 
und  nachweisen ,  dass  durch  eine  derartige  Substitution  der.Zweck 
erreicht  wird.   (Die  Nummern  beziehen  sich  auf  die  des  §.  14). 

I.   Man  setze 


...  .  »• 


X~  \  {  htnv 
und  bestimme  f,  g,  so,  dass 

a  +  ^  +  V+c/är  =  0,  a'  +  f/g  +  b'f+Cfg^O; 
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aus  welchen  Gleichungen  f,  a  unzweideutig  bestimmt  werden  kön 
nen.  Ferner  bestimme  man  n  so,  dass  dann 

und  der  Modulus  m  sei  so  bestimmt,  dass 

a'+Wg  +  c'!,* 
~  a'  +  >2b'f+c'f*n  ' 

so  findet  man  für  das  Integral : 

-        •   •  -     •  .•>:  5 

fefe-^A   -  ifl?r 

*  _    *  . « 

II.   Die  angezeigten  Substitutionen  fuhren  zu  einer  Forniel  in 
t*  welche  mit  der  (I)  des  $.  13.  zusammentrifft.    Es  ist  also  dann 
■  setzen:  i 


«  • 

t  • 


• 

i 

b 

• 

i 

9 

x—n' 

• 

*  *  —  • 

to — x 

1+cnP 

\n'  —x 
|w  —  X 

<  j 
i 

x~n' 

•  \ 

x  —  n 

woraus  der  Satz  folgt. 

HI.    Sämmtliche  Falle  führen  auf  die  Formel  in  II.  §.  13., 
■aus  nun  ebenfalls  der  Satz  erwiesen  ist 

Die  Formen  *. 


•1  '     n  . 


1 


auf  welche  die  Formeln  (3)  und  (4)  führen,  gehören  zu  den  in 
J  26.  und  §.  23.  betrachteten. 

Damit  schliessen  wir  die  Uebersicht  der  Theorie  der  eliintir 
scfwn  Funktionen*.  Etwas  Vollständiges  zu  geben,  lag,  wie  schon 
roher  gesagt  wurde,  nicht  in  unserer  Absicht ,  doch  glauben  wir 
die  Hauptmomente  *  die  iu  der  Anw  endung  auf  die  Integralrech- 
nung wichtig  sind,'  angedeutet  zu  haben.  Es  mag  zum  Schlüsse 
bw  noch  bemerkt  werden,  dass  die  in  §.  23.  eingeführte  Funktion 
J{vm)  zur  dritten  Gattung  der  elliptischen  Funktionen,  nach  Le 
Andres  Benennung,  gehört,  und  dieser  sie  mit  77  als  Funktion« 
wichen  bezeichnet. 

"  I :  C  .  t  .   .        • . 

.*  *  *  t     i    ■  *  •  »  » 

...... 

Theil  XIII.  3* 
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II. 

Bemerkungen  Uber  Inhalt  und  Be- 
Handlungsweise  der  Differenzen  -  und 
Summenrechnung  mit  Rücksicht  auf 
die  Schrift  „  Theorie  der  Differenzen 
und  Summen,  ein  ^Lehrbuch  von  Dr. 
O.  Schlömilch ,  ausserord.  Prof.  a.  d. 
Univ.  Jena,  Halle  bei  Schmidt  1848." 
241  S.  Pr.  2  II  24  kr. 

Von  dem 

Herrn  Hofrath  L.  Oettinger 

zu  Freibarg  i.  B. 


§.  L  #  i 

Um  den  Gang  unserer  Bemerkungen  nicht  zu  unterbrechen, 
und  um  den  Leser  in  den  Stand  zu  setzen,  sich  selbst  ein  (  r 
theil  über  die  Brauchbarkeit  des  vorliegenden  Lehrbuches  zu 
bilden,  soll  Inhalt  und  Umfang  desselben  nach  des  Verf.  eigener 
Angabe  hier  mitgetheilt  und,  wo  es  nöthig  schien,  in  kurzen  Zu- 
sätzen das  Nähere  der  einzelnen  Ausführungen  angedeutet  werden. 

1.  Theil.  üifferenzenrechnung.  $.  1.  Die  Functionen  u. 
ihre  Differenzen  (Begriff  beider.)  §.  2.  Die  Differenzen  der  ein- 
fachsten Functionen.   §.  3.  Zusammengesetzter  Funct.  (Summen, 

Producte  und  Quotienten).  J.  4.  Diff.  höherer  Ordnungen  \£ffk 
und  Anwendung  auf  die  besondern  Fälle:  %ß$  xm,  Sin xfjosx).  %. 5. 
Umkehrung  des  im  vorigen  J.  behandelten  Problems.  (Entwicklung 
von  f(.x-\-h)  nach  den  Unterschieden  von  fjc).  §.  6.  Digression  über 
das  Theorem  von  Taylor  (und  das  von  Maclaurin.).  §.  7.  Die*  In- 
terpolationsformel (mit  Anwendungen).  §.  8.  Diff.  der  Funct.  meh- 
rerer Variabein.  (§.  3.  und  §.  8.  gehört  eigentlich  zusammen).  §.  9. 
Zusammenhang  zwischen  den  Differenzen  und  hohem  Differenzial- 
quotienten  einer  Function.  §.  10.  Zwei  Recursionsformeln  für  die  Ber- 
noulli'schen  Zahlen.  §.  lt.  Summirung  einer  Reihe  von  Differenzen. 
$.  12.  Restbetrachlunsr.  §.  13.  Entwicklung  von  A:(<?*— 1).  §.  14. 

Entwicklung  von  T(x)  (der  Fakultät  l*-1!1  oder(l,l)*-1).  $.15. Nähe- 
rungsformeln  für  Factoriellen. 
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2.  Theil.  Summenrecbnung.  $.1.  Begriff  und  Bezeichnungs- 
weise der  Summenrechnung.  §.  2.  Summen  der  einfachsten  Func- 
tionen (x»\h,        ,  a*f  Sinx,  Cos.r).  §.  3.  Allgemeine  Regeln  für 

die  endliche  Integration  zusammengesetzter  Funct.  (Summen,  Pro- 
ducte).  §.  4.  Endliche  Integration  der  rationalen  ganzen  algebrai- 
schen Functionen  (a:™).  §.  5.  Gebrochener  rationaler  algebraischer 
Functionen.  §.  6.  Äummirung  von  xmax,  xmQosx>  xm^mx  (tte 
und  2te  Potenz  von  x)  $.  7.  Integration  von  CosTOa*,  Sinro;rund  ähn- 
licher Functionen.  §.  8.  Die  vielfachen  endlichen  Integrale  (S"a*> 

2"  Sin.r,  H*Cosx).  §.  9.  Integration  durch  Potenzenreihen.  §.  10. 
Durch  goniometriscbe  Reihen.  §.  11.  Durch  halb  convergente  Rei- 
hen. §.  12.  Beispiele  zu  den  Theoremen  des  vorigen  §.  (£xm, 

t         1  k  \ 

?I'  9  ^JP-\-x* )'  ^  ^  ^*Sress*1011  uüer  die  näherungsweise 

Berechnung  bestimmter  Integrale.  §.  14.  Einfache  Sunimirung  durch 
Quadraturen.  §.  15.  Beispiele  und  Erweiterung  des  vorigen  Theo- 
rems. J.  16.  Reduction  vielfacher  Summen  auf  einfache  bestimmte 
Integrale. 

3.  Theil.  Differenzengleichungen.  §.1.  Allgemeine  Be- 
griffe. §.  2.  Integration  der  Differenzengleichungen  ersten  Grades 
erster  Ordnung.  §.  3.  Diff.  Gleich,  lten  Grades  und  beliebiger  Ordnung. 
§.  4.  und  §.  5.  Fortsetzung.  §  6.  Integration  durch  bestimmte  Inte- 
grale. §.  7.  Beispiele  zur  vorigen  Methode.  Jj.  8.  Integration  mit 
Hülfe  unendlicher  Reihen.  §.  9.  Diff.  Gleich,  mit  zwei  unabhängigen 
Variabein.  §.10.  Fortsetzung.  §.11.  Diff.  Gleich,  mit  mehreren  unab- 
hängigen Variabein.  Literarhistorisches. 

Der  Zweck  des  Verf.  bei  Bearbeitung  dieser  Schrift  war,  ein 
Compendium  für  akademische  Vorträge  und  zugleich  ein  Lehrbuch 
zum  Selbstunterrichte  zu  geben  uno*  dadurch  mehr  zur  grössern 
Verbreitung  dieser  Wissenschaft,  als  zu  ihrer  Erweiterung  beizu- 
tragen. Zur  Durchführung  seines  Zweckes  stand  ihm  reiches  Ma- 
terial zu  Gebot,  das  in  den  hierher  gehörigen  Werken  und  Zeit- 
schriften enthalten  ist.  An  Stoff  zur  Verarbeitung  ist  daher  ein  Arbeiter 
weniger  arm  als  zweifelhaft  über  die  Art,  wie  ein  so  reichhaltiger, 
in  so  vielen  Schriften  zerstreut  liegender  und  aus  den  verschiedenen 
Zweigen  der  Mathematik  herbei  zu  holender  Stoff  in  eine  Theorie 
verarbeitet  werden  soll,  denn  nicht  nur  und  vor  allem  die  Diffe- 
renzen-Rechnung, sondern  auch  die  Differenzial  die  Integralrech- 
nung, die  combinatorische  Analysis,  die  Umformung  der  Functio- 
nen in  Reihen  etc.  liefern  in  freigebigem  Wetteifer  ihre  Gaben 
zur  Bereicherung  und  Erweiterung  des  hier  in  Frage  stehenden 
Zweiges  der  Mathematik. 

Das  Verdienstliche  einer  solchen  Arbeit,  worauf  der  Verf.  in 
seinem  Vorworte  Anspruch  macht,  wird  gewiss  jeder  Freund  der 
Wissenschaft  gerne  anerkennen,  und  eine  derartige  Schrift  wird 
freundlich  begrüsst  werden,  da  bis  jetzt  in  Deutschland  keine 
solche  existirt,  worin  der  Gedanke  einer  Verarbeitung  des  vor- 
handenen Materials  durchzuführen  versucht  wurde,  ob  er  gleich 
nicht  alle  dienstbare  Zweige  der  Mathematik  zu  seinem  Zwecke 
in  Anspruch  nahm,  sondern  eine  Auswahl  traf,  und  auch  nicht 
alle  vorhandenen  Vorarbeiten  (gerade  in  der  Differenzen-Rechnung) 
benutzte,  was  er  durch  Verlassensein  von  literarischen  Hülfsmit- 
teln  entschuldigt  wissen  will. 
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Die  ersten  Grnndzüge  zu  einer  Differenzen*  und  Summen- 
rechnung  sind  im  'J.  Baude  von  Eulers  Differenziairechiiung  zu 
finden.  Von  Lacroix  wurden  sie  später  iu  seinem  Traite  d.  calc. 
diffeVet  integr.  T.  III.  Chap.  I-IH.  weiter  ausgeführt.  Sie 
führen  die  Aufschriften  I.  Calcul  direct  des  diffcrences  (Differenzenrecb- 
nung).  II.  Calcul  inverse  des  differeuces  (darin  behandelt  Lacroix 

zweierlei:  die  Differenzen  mit  negativen  Exponenten,  die  er  mit  2 
bezeichnet  und  die  Summen,  die  er  mit  S  bezeichnet,,  ohne  jedoch 
einen  Unterschied  zwischen  beiden  festzustellen.  Eul  er  hat  schon 
diese  zwei  Zeichen  gebraucht).  III.  Integration  des  equations  aux 
differences  (Differenzen-Gleichungen).  Die  gleiche  Eintbeilung  hat 
der  Verf.  gewählt.  f  • ' 

Dass  von  ihm  nicht  alle  zu  seiner  Aufgabe  gehörigen  Betrach- 
tungen und  Untersuchungen  beigezogen  und  mitgetheilt  wurden, 
Ülsst  sich  begreifen.  Es  wäre  für  ein  Lehrbuch  zu  weitführend, 
denn  hierbei  kann  man  nur  sichtend  und  auswählend  zu  Werke 
gehn.  Auch  muss  ohnedem  jede  Untersuchung,  die  in  eine  auf- 
zustellende Theorie  aufgenommen  werden  soll,  dieser  angepasst 
werden,  was  oft  mit  Schwierigkeiten,  die  mit  dem  Erfolge  nicht 
im  Einklänge  stehen,  verbunden  ist.  Auch  genügen  geschichtliche 
Notizen  über  die  Orte,  wo  die  bezüglichen  UntersnchungeD  nach- 
zulesen sind.  Bei  Lösung  seiner  Aufgabe  bat  der  Verf.  die  Diffe- 
renzial-  und  Integralrechnung  als  dienstleistende  Nebenzweige  in 
Anspruch  genommen.  Eine  Reihe  von  Untersuchungen,  die  mit 
dem  in  Frage  stehenden  Gegenstand  genau  zusammenhängen,  und 
die  in  Crelle's  Journal  llter — töter  Band  und  33ster 
Bd.  enthalten  sind,  hat  er  nicht  benutzt,  worauf  wir  gelegentlich 
wieder  zurückkommen  werden.  <• 

1  Gesteht  man  nun,  und  diess  ist  Pflicht,  einem  Verf.  das  Recht 
zu,  einen  Gegenstand,  den  er  bearbeiten  will,  einzugrenzen  und 
die  Art  und  Weise,  wie  er  ihn  bearbeiten  will,  festzustellen,  so 
ist  geboten,  die  gelieferte  Arbeit  nach  dieser  Eingrenzung  zu  be- 
urtheilen.    Ich  kann  nun  nicht  umhin  sofort  zu  bemerken,  dass 
d'.  Verf.  seinen  Gegenstand  mit  Gewandtheit  und  Eleganz  behan- 
delt, und  kurz  und  klar  entwickelt  hat,  was  er  geben  wollte.  Der 
Leser  wird  nicht  bereuen,  den  Darstellungen  aes  Verfs.  gefolgt 
zu  sein.-   Weniger  übereinstimmend  ist  meine  Ansicht  mit  der 
des  Verf.  über  nie  Grundlage,  worauf  er  den  in  Frage  stehenden 
Zweig  der  Mathematik   als  Wissenschaft  aufbauen  zu  müssen 
glaubte.    Da  ich  gerne  das  Verdienst  des  Verf.  in  Beziehung  auf 
die  vorliegende  Schrift  anerkenne,  so  wird  es  auch  wohl  nicht 
missdeutet  werden,  wenn  ich  die  Ansicht  über  die  Art  und  Weise 
hier  ausspreche,  welche  ich  für  die  zweckmässigste  in  der  Be- 
gründung einer  Theorie  der  Differenzen«-  und  Summen- 
Rechnung,  zweier  in  innerm  und  deswegen  nothwendigem 
Zusammenhang  stehenden  Doctrinen,  halte,  und  diess  in  eini- 
gen Bemerkungen  nachzuweisen  suche.    Ich  thue   diess  in  der 
Ueberzeugung,  dass  eine  solche  Besprechung  nur  die  Sache  selbst 
fördern  und  der  Wissenschaft  dienen  kann.    Der  künftige  Bearbei- 
ter mag  dann,  wenn  er  diese  Zeilen  etwa  liest,  bemessen,  was 
an  der  hier  vorgetragenen  Ansicht,  gegenüber  der  von  dem  Verf. 
befolgten,  sich  bewahrheiten  wird,  was  nicht. 

§.2.  ■  »'       :  ••• .  - 

Die  Hauptaufgabe  des  hier  besprochenen  Zweiges  der  Mathe- 
is •  u-  :  '  .*  »niu  •  i. 
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matik  ist  die  Darstellung  der  Suin men ausdrück e  für  eine 
Reihe  von  Gliedern,  die  nach  ei n ein  gemeinschaftlichen 
'»»'setze  fortschreiten,  oder  Integral  Rechnung  für 
endliehe  Differenzen.  .»  .  •  • 

In  dieser  Weise  ist  die  Aufgabe  vorerst  nicht  bestimmt,  denn 
sie  nimmt,  wie  schon  oben  bemerkt,  alle  Zweige  der  Mathematik, 
jedes  für  ihren  Zweck  verfügbare  und  diensame  Mittel ,  jeden 
glücklichen  Kunstgriff  tu r  ihre  Lösung  in  Anspruch ,  und  ist  iu 
dieser  Unbestimmtheit  auch  nicht  einer  systematischen  Behand- 
lungsweise  zugänglich,  denn  sie  hangt  von  Aeusserlichkeiten  und 
Zufälligkeiten  ab.  Letzteres  wird  sie  eist  dann,  wenn  man  auf 
die  einzelnen  ihr  dienenden  Zweige  der  Mathematik  selbst  ein- 
dringt, und  fragt:  können  Mittel  beschafft  werden,  wodurch  für  die 
ofachen  und  zusammengesetzten  Functionen  der  Annlysis,  welche 
sich  in  Reihen  gruppiren  lassen,  sich  Sunnnenausdrücke.  nach  all- 
ueinen  Gesetzen  aullinden  lassen.  Diese  Mittel  liefert  die 
Rechnung  mit  endlichen  Differenzen  am  vollständigsten, 
und  zwar  in  der  Weise,  dass  sich  für  sie  ein  in  sieh  abgeschlos- 
senes System  aufstellen  und  durchführen  lässt,  wie  sich  im  Fol- 
genden zeigen  wird.  Ist  nun  auf  diesem  Wege  eine  feste  Basis 
gewonnen  und  sind  die  Mittel  der  Differenzen- Rechnung  erschöpft, 
riaun  ist  es  au  der  Hcihe.  sieb  nach  andern  Mitteln  aus  den  übri- 
gen Zweigen  der  Mathematik  zur  Ergänzung,  Förderung  und  Er- 
weiterung der  vorbandeneu  umzusehen.  Diese  linden  sich  sofort 
er  in  der  Differenzial-  um!  Integralrechnung,  beide  aber  nur 
iu  zweiter  Linie,  worauf  dann  noch  weitere  Hülfsmitlel  gesucht 
Herden  mögen. 

Geht  man  nun  auf  den  in  der  Summenrechnung  zu  verarbeiten- 
rfen  Stoff  selbst  näher  ein,  so  gruppiren  sich  die  Reihen  in  zw  ei 
Hauptarten:  in  solche,  deren  Glieder  mit  eiuerlei  Zeichen, 
od  solche,  deren  Glieder  mit  abwechselnden  Zeichen  ver- 
öden sind. 

Diese  Unterscheidung  kann  aber  in  einer  Theorie  der  Sum- 
leurechnung,  wenn  diese  anders  ihrer  Aufgabe  genügen  will, 
uht  wohl  ignorirt  werden.  Schon  Euler  hat  in  seiner  Differen- 
ialrechnung  einige  hierhergehörige  Falle  der  zweiten  Art  betrach- 
t,  undLacroix  ist  in  dem  oben  angeführten  W er  k e  auch  darauf 
nickgekommen.  In  beiden  Schriften  liegen  aber  nur  ungeordnete 
d  zusammenhangslose  Anfange  vor.  Der  Verf.  ist  hierauf  gar 
eingegangen.  In  einer  Theorie  genügt  es  nun,  wie  sich  von 
Ibst  versteht,  nicht  an  der  Aufführung  einiger  Falle,  sondern  an 
er  Durchführung  eines  Frineips,  und  an  Auffindung  der  Mittel, 
"e  diese  sicherstellen.  Ich  nahe  in  einer  Reihe  von  Abhandlun- 
diein  Crelle's  Jou  mal  1 1  ter — löter  und  im  &3sten  Bd. cr- 
imen sind,  und  die  auch  unter  dem  Titel  „Die  Lehre  von  den 
ufsteigenden  Functionen  nebst  eineraulsie  gegründe- 
ten Summen-Rechnung".  Berlin  1  vS3G-' als  besondere  Schrift 
iosgegeben  wurden,  gezeigt,  dass  beide  Arien  von  Reihen  ganzallge- 
ßineu Gesetzen  unterliegen,  die  unter  einander  iu  sehr  engem  Zusam- 
•m  nhange  stelin  ,  und  sieh  eben  so  einfach  als  couseuuent  einem 
durchgreifenden  Systeme  fügen.  Von  der  ersten  Ilauptgruppe 
der  I teilten  (deren  (ilieder  mit  einerlei  Zeichen  versehen  sind) 
diess  schon  theilweiso  bekannt,  denn  die  Vorarbeiten  waren 
nnichfaltigcr.    Bei  der  zweiten  Hauptgruppe  fehlen  diese  Vorar- 


Ml 
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betten.  Nichts  desto  weniger  ist  ihre  nähere  Untersuchung  lohnend, 
und  fuhrt  auf  Resultate ,  die  denen  an  Interesse  nicht  nachstehen, 
welche  bisher  über  die  erste  Hauptgruppe  der  Reihen  aufgefun- 
den wurden,  und  die  dem  Verf.  gewiss  manche  neue  Anhalt- 
punkte geboten  haben  würden,  wenn  er  ihnen  seine  Aufmerksam- 
keit zugewendet  hätte. 
(  Der  Zusammenhang,  worin  nun  die  genannten  zwei  Hauptar- 
ten Ton  Reihen  unter  einander  stehen,  ist  .sehr  einlach  und  folgender. 

Der  Begriff  ?on  der  Differenz  einer  Function  ist  in  der  Glei- 
chung 

f.  Afx=f(x+h)—fx 

enthalten,  Hiernach  hat  man  den  veränderlichen  Theil  der 
Function  um  eine  bestimmte  Zunahme  wachsen  zu  las- 
sen, und  von  der  so  veränderten  Function  die  ur- 
sprüngliche Function  abzuziehen.  Die  weitere  Verfolgung 
dieses  Begriffs  führt  auf  eine  Reihe,  deren  Glieder  durch 
einerlei  Zeichen  mit  einander  verbunden  sind: 

Dem  Begriffe  derDifferenz  stehtder  der  Zuzäh  lu  ng  oder  Auf- 
stufung  einer  Function,  wie  ich  ihn  genannt  habe,  zur  Seite. 
Er  beruht  darauf,  dass  man  wie  vorhin  den  veränderlichen 
Theil  einer  Function  um  eine  bestimmte  Zunahme 
wachsen  lässt  und  zu  der  so  veränderten  Function  die 
ursprüngliche  zählt.  Da  für  dieses  Geschäft  ein  Zeichen  ge- 
wählt werden  musste,  so  thabe  ich  nach  Analogie  von  A  den 
griechischen  Buchstaben  £  gewählt.   Hiernach  ist 

■ 

3.  £fx=f{x  +  h)+fx. 

Die  weitere  Verfolgung  dieser  Idee  führt  zu  dem  Begriffe  von 
Reihen,  deren  Glieder  mit  abwechselnden  Zeichen  verbunden 
sind  und  he  stimmten  Gesetzen  folgen: 

4  fi*«~f(ß + A)-f  A*+**>-~  dfef<*+««. 

Es  ist  nun  nicht  zu  leugnen,  dass  durch  Aufnahme  der  hier 
angedeuteten  Grundlage  die  Arbeit  etwas  ausgedehnter  geworden 
wäre,  Ich  glaube  aber,  dass  ein  Zusatz  von  einigen  $§.  mehr  hin* 
gereicht  hätte,  die  erweiterte  Theorie  durchzuführen,  denn  es 
handelt  sich  hierbei  nicht  um  Aufnahme  grösserer  und  weitführen- 
der Untersuchungen ,  sondern  um  Begründung  des  Systems.  In 
meiner  Algebra  habe  ich  es  versucht,  in  dieser  Weise  die  allge 
meinen  Grundzüge  für  eine  auf  den  Differenzen  und  Aufstufungen 
beruhende  Summenrechnung  für  beide  Hauptgruppen  der  Reinen 
zu  geben  und  die  Ausführung,  die  sich  allerdings  nicht  weiter  als 
auf  die  einfachen  Functionen  erstreckte,  füllt  nicht  zwei  volle 
Bogen  aus. 

Dabei  stehen  die  Methoden ,  welche  die  Verfolgung  der  oben 
vorgelegten  Idee  an  die  Hand  gibt,  den  bisher  bekannten  weder 
an  Allgemeinheit,  noch  an  Leichtigkeit  der  Anwendung,  noch  an 
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praktischer  Brauchbarkeit  nach,  wie  eine  Vergleichong  an  die 
Hand  giebt.  Der  Verf.  hat  nämlich  nach  dem  Vorworte  mit 
Recht  vermieden  „sehr  weitläufige  Untersuchungen"  aufzunehmen, 
die  entweder  nur  einen  „geringen  Grad  von  Allgemeinheit"  besas- 
sen,  oder  zu  so  „unförmlichen  Resultaten"  führten,  dass  man 
ihre  „praktische  Brauchbarkeit"  in  Zweifel  ziehen  musste.  Gerade 
in  Einverständniss  mit  der  Absicht  des  Verf.  wäre  es  wünschens- 
werth  gewesen,  wenn  er  auf  eine  eben  so  einfache  als  klare,  ebenso 
allgemeine  als  praktische  Idee  eingegangen  wäre,  denn  die  Re- 
sultate, worauf  sie  führt,  überraschen  durch  ihre  grosse  Anwend- 
barkeit, und  durch  das  Zwanglose,  womit  sie  sich  den  strengen 
Forderungen  eines  Systems  unterordnen,  was  wir  leider  in  dem 
Gange,  welchen  der  Verf.  verfolgte,  nicht  hervorgehoben  linden. 
Um  dies«  zu  zeigen,  sehen  wir  uns  veranlasst  auf  einige  Einzeln- 
beiten  einzugehen. 

§.  3. 

Durch  Wiederholung  des  in  1.  und  2.  des  vorigen  $,  angedeute- 
ten Geschäfts  wird  man  auf  die  zweite,  dritte,  vierte  Differenz 
oder  Aufstufung  etc.  (Differenzen  und  Aufstufungen  höherer 
Ordnung)  geführt.  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegeu  die  Glieder 
der  ursprünglichen  Reihe  (Grundreihe)  durch  A0,  At ,  A2,...  Ym, 
so  dass  f(x  +  mh)  =  Xm  bedeutet,  so  ergeben  sich  durch  einen 
sehr  einfachen  Calcul  folgende  Gleichungen : 

L  &*»X0=Xm-mXm-1  +(m)2Xm^-....(-)>"(m)mX0 
(§.  24.  Grelles  Journ.  12.  Bd.) 

■ 

2  $»X0=Xm+mXm-l+(m)%Xm      ....  (m)mX0  ($.  3.  Cr.  J.  ll.Bd.)  *) 

.    ,  x     m(m— l)(m-^2)....(m— r-f  1)  .  . 
worin  (m)r=j-12  3  — J   bedeutet. 

Eben  so  findet  man  für  das  umgekehrte  Problem : 

3.  Jfm^Ao-f  tnAXo^im^^X^-^  (m)m&>»  X0. 

(§.  26.  Cr.  Jour.  12.  Bd.) 

4.  X„=£»X-mfr-iXi)-H>n)i$-*Xo....(-rX0.      (J.  5.) 


Es  zeigt  sich  nun  leicht,  ,dass  diese  Gleichungen  auch  für 
ein  negatives  tn  gelten,  und  man  erhält: 


5.  &~mX0=  Xm  +  m  X-m-x  +        J  m  %  +        (§•  250 

6.  £~m  Aq = X-m — m  X-n-t  -f  [m]2  A-m-j          ($•  4.) 

7.  X^Ao-mAAo  +  fmkA^o  —  [ro^A*^....  (§.26.) 


*)  Die  Citationen  sind  hier  nach  §§.  gegeben,  damit  sie  nicht 
im  Jou rn .  v.  Crelle ,  sondern  auch  in  meiner  Schrift  „Lehre  von  den 
■teigenden  Functionen"  nachgesehen  werden  können. 
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•I  •    ««        •  •      |.  "'•*«.'••     ■      lt.  ■     •  *!*»  i      i     I  • 


Gleichungen,  die  sich  so  enge,  einander  anschliesscn,  hat  der  Verf. 
nur  1.  und  3.  in  §.  3.  und  §.  5.  entwickelt.  Den  Zusammenhang, 
der  zwischen  den  positiven  und  negativen  hohem  Unter- 
schieden einer  Function  herrscht,  hat  er  ausser  Acht  gelassen 
und  damit  e'rne  reiche  Quelle  der  Vergleichung  und  der  Vervoll- 
ständigung einer  Theorie  nicht  benutzt.  Auf  N.  118.  scheint  er  so- 
gar diesen  Zusammenhang  und  die  «allgemeinen  Gesetze  für  die 
nöhern  Unterschiede  in  Abrede  zu  stellen. 

Diese  Gleichungen  sind  zwar  vorerst  nur  formell,  gelten  aber 
von  jeder  einfachen  Function  ohne  Unterschied.  Um  ihnen  In- 
halt zu  geben,  hat  man  die  Gesetze  des  Unterschiedsnehmens 
und  des  Aufstufciis  auf  die  einzelnen  Functionen  anzuwenden. 
Diese  sind  bekanntlich  xp ,  a* ,  lg:r,  :r*lA,  Sin  x,  Cosa:.....  Wicht 
alle  lassen  sich  gleich  leicht  behandeln.  Aber  auch  die  weniger 
schmiegsamen  lassen  sich  einem  allgemein,  für  positive'  tind  ne- 
gative m  gültigen  Gesetze  unterwerfen.  Wir  weisen  diess  durch 
folgende  Zusammenstellung  nach. 

ti'mi'j  irmTü  iT:uk  iiturj  .»••..'  .  ,  \ 


bedeutet,  diesen 


II     •  »».  M       |  | 


9.  A">a*—(a*—l)">a* 


(5.  32.) 


14.  A-  Co8a;=Co8(ic  +  m^.-)M2»(Sin^A;»,(!(.;33.) 


_     »       1         «»»*      1     '  /l  —  •  f  em 


1  •  •  .      ,«  i.  •.  ,.  i  ,i  • .  i 
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I.       ...I  .  ..i.....    Smlar-w-j- 1  „    ,  , 

...  ;,.     19.  A-«»Sina:ff=  — |  ($.40.) 

.  I..        -i  Inn  i'J«       2**(Sin^  A)t»      ••  n«*»d  ■  ! 

1  Co.(*-m-^) 

20.  A-™Cos^=—  — —r— Z.  (S. .40.) 

Die  Identität  der  Darstellungen  9  — 14  für  positive  Unter- 
schiede mit  denen  von  15 — 20  für  negative  Unterschiede  der- 
selben Functionen  liegt  so  klar  vor  Augen,  das«  sie  gar  nicbt  be- 
zweifelt werden  kann.  Für  die  positiven  und  negativen  Aufstufuu- 
gen  der  einfachen  Functionen  erhalt  man  auf  gleichem  \Vege: 

21.  ^a*:=(l +  «*)■"«*  ({.  10.) 

pm  1      /l  +  ah\m  1 

22.  £  ^i  =  (  — Zh~  )  T7i  (§•  AO.) 


23.  ^"Sina:=2«»Sin(a;-|-^m/*)(Cos^;'»  (§.  11.) 

.•    •                   •  .           .         ...              .        •     .;  i 

24.  ^nCosa:=:2'nCos(ar  +  2  mA)(CosA)»  (§.  12.)*) 

85.  £*V  =  (Tg»)S=(l+«»)-'»«'   '  (S.W.) 

27.  ^"Sinar=  r1^  <$•  »5.) 

2"(Cos-n*)m 

I  *     •      •»  T 1  —  

Cos(a: — 2W^) 

'          .)«  .     .'28.  £~mCosa*=      ~~T  ($•  I6-) 

„i»:!>,-  <  .  .f.  .!.    •              2w'(Cos^A)ro  .  j 


•  •    • . 


tut  «yjlnjii.  ■  in  o*en  oben  angefahrten  $§.  (§.  11,  12,  15  und  16  Crellc's 
Jourri. 'II.  Bd.)  sind  durch  ein  Versehen  auch  die  Farmen 

".'  ^9in^  =  (— )^2«Sin(j?-f^)(Cos-A)mt 

.')...  ".      •  .  '  •    .    I  !i  ":  iT-  T  •  * 

«  •    J  •  •'         '  i  •  "  .  i  •  •   .ii      .       i     »i  u  ••..Ii  i:.  i 

iv:   #»Cos.f  =  (— )'»2«Cos(;£-fötfl/0(Co•irA),,»  .  .  .. 

hU  gültig  angegeben  worden,  Diess  ist  nicht  der  Fall,  was  ich  hier 
verbessernd  bemerke.  Das  Gleiche  gilt  von  den  negativen  Aufstufungeo 
von  Sin£  und  Cosdr. 
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Auch  hier  tritt  die  Identität  der  Gleichungen  21—24  mit  25—28 
für  positive  und  negative  Aufstufungen  klar  hervor.  Ja 
der  Zusammenhang  zwischen  den  höher  n  Unterschieden  und 
den  hühern  Aufstufungen  9— $0  und  21—28  ist  nicht  zu 
verkennen. 

Die  Darstellung  für  &±ma*  und  A±m^  und 

A-m  Sinj:  und  £im  Sin x,  Aim  Cosa:  und  £tm Cos x  ergänzen  sich 
gegenseitig  im  Systeme,  und  sollten  aus  diesem  Grunde  schon 
Eh  einer  Theorie  nicht  übergangen  werden,  abgesehen  von  der  An- 
wendbarkeit und  Brauchbarkeit,  welche  sie  in  der  Summeorech- 
nung  zeigen.  Die  Gleichungen  13.  und  14. ;  15.,  19.  und  20.  sind 
zwar  von  dem  Verf.  (S.  19.  $.  4.  u.  S.  117.  $.  8.)  angegeben,  auf 
den  Zusammenhang  aber,  der  zwischen  ihnen  herrscht  (für  die 
Theorie  der  Differenzen  gewiss  nicht  unwichtig),  ist  nicht  hinge- 
wiesen. Er  ist  sogar  durch  die  Darstellungen,  die  auf  der  Seite 
117.  gegeben  sind,  verwischt.  Zu  dem  hat  sich  in  die  dort  mit- 
getheilten  Darstellungen  ein  Versehen  eingeschlichen.  Die  For- 
meln ,  die  wir  in  der  Bezeichnung  des  Verf.  hier  geben,  sollen 
wohl  heissen: 

ZnStn  x  —(^  Cosec  ^Ä)nSin  UD<* 

Cos  x  =  ^jj-  Cosec  */*)«  Cos(x—nn  , 

während  sich  dort  vorfindet: 

»  i 

SnSinar=(2Cosec^Ä)"Sin(ar— w— » 

S"  Cos  x  =:  (2  Cosec  ^ h)n  Cos  (x — »^y-j ' 

was  mehrere  mal  vorkommt,  während  die  Gleichungen ,  woraus 
diese  Darstellungen  abgeleitet  sind,  in  §.  2.  S.  90.  richtig  stehen. 

6.  4. 

Nicht  so  willig  lassen  sich  die  Functionen  xP  und  Ig.r  für 
die  Differenzen  und  Aufstufungen  und  xP\h  für  die  Aufstufungen 
behandeln.  Um  auch  diese  dem  allgemeinen  Gesetze  zu  unter- 
werfen, dient  die  Methode  der  Darstellung  der  Unterschiede 
und  Aufstufungen  durch  Differenziale  und  Integrale. 

Um  diess  nachzuweisen,  sind  allerdings  einige  andere  Unter- 
suchungen nüthig,  die  jedoch  durchaus  nicht  weit  ausgreifend  sind. 
Die  hierzu  erforderlichen  Gleichungen  finden  sich  (§.  42.  Crelles 
Journ.  12.  Bd.  §.  19.  und  20.  Cr.  Journ.  33.  Bd.)  angegeben,  und 
entwickelt.  Sie  sind 
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oder 


h  d 

%  bmX=(& -1)<»X, 
3.  {"X=(l+ee*)  X. 

Alle  drei  Darstellungen  sind  allgemein  und  gelten  für  ein  po- 
sitives und  negatives  (ja  sogar  für  ein  gebrochenes  pos.  und 
neg.)  m.  Unter  SC  (l,2...7«)r  ist  der  Summen  aus  druck  der 
Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  m  Elementen  zur 
Iten  Classe  verstanden,  oder  ein  Fakultäten-Coefficient,  wie 
ihn  der  Verf.,  den  Betriff  von  einem  speciellen  Fall  ableitend, 
nennt  und  womit  er  sich  mehrfach  (§.  10.  S.  44.  §.  16.  S.  165.), 
jedoch  immer  nur  im  besondern  Falle,  beschäftigt.  Die  Darstel- 
lung dieser  Summenausdrücke  für  die  verschiedenen  Classen  ist 
sehr  wichtig,  denn  sie  sind  in  der  Analysis  sehr  verbreitet,  und 
haben  für  viele  Entwicklungen  (nicht  allein  für  die  Fakultäten)  die- 
selbe Bedeutung,  wie  die  BinomialcoelBcienten  für  andere.  Es 
lohnt  sich  daher  wohl  der  Mühe  sich  mit  ihnen  zu  beschäftigen, 
und  die  allgemeinen,  für  sie  geltenden  Bildungsgesetze  zu  er- 
mitteln. Hat  man  sie  gefunden,  so  ist  man  der  Mühe,  sie  in  je- 
dem speciellen  Fall  wiederholt  aufzusuchen,  überhoben.  Ihre  Dar- 
stellung wird  durch  eine  merkwürdige  Beziehung,  worin  die  Sum- 
mensausdrücke der  Verbindungen  mit  und  ohne  Wiederho- 
lungen zu  einander  stehen,  und  die  ich  (§.  8.  33.  Bd.  Crelle's 
Journ.)  nachgewiesen  habe,  erleichtert.  Ist  nämlich  der  Ausdruck 
för  SC(l,2,3,...7/i)r,  gefunden,  so  gilt  derselbe  unmittelbar  für 
$C(i,2,3,...//i—  l)r  wenn  (— m)  statt  (+//*)  in  ihm  gesetzt  wird  und 
umgekehrt.  Die  Bernoullischen  Zahlen  sind  ein  besonderer  Fall 
dieser  Summenausdrücke.  Man  findet  sie,  wenn  m  =  —  1  gesetzt 
wird.  Benutzt  man  diese  Bemerkungen  und  die  im  33.  Bd.  Crelle's 
Journ.  6.  19.  und  20.  gegebenen  Entwicklungen,  so  erhält  man  aus 
1.  und  2. 

.    AOTv    d»>Xlm  .  m  d>"+*X  3m-fl  d»>+*X 

*  +2.1.2.3.4  (dx)"****"*  ,  * 

,  15ms+30roa+5m-2     a™+4A  .  ,4 
+  48JPÜ  m  Ö*W*k 
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Beide  Darstellungen  unterliegen  offenbar  einem  und  de  ms  el  - 
ben  Bildungsgesetze  für  (+//*)  und  ( — wi),  wenn  man,  wie  sich 
leicht  erweisen  lässt,  bemerkt,  dass 

p=  fx<?xY  und  f~T  X(dx)~'=^r  ■ 

*  *'.'.'*  II 

Sie  gelten  sogar  für  gebrochene  ?/t.  Der  besondere  Fall,  wenn 
7tt=l  in  5.  ist,  wofür  der  Verf.  seiner  Wichtigkeit  wegen  zwei  zu- 
rücklaufende Bildungsweisen  mittheilt,  gibt  die  bekannte  Bernoulli- 
sche  Ueihe,  und  es  ist 

•    ••  .  A  \  a  •  ■    hd  .":  . 

7.  A--1A™IA=(6^-~W  !     ■  1  • 


'  Ii. 


1  •< 


=  JSj  Aö*~~2  "H'S      1201.2.3(ö*)3  71    f.      ..  « 

i  .  yxy  •  •  - 

+  252  l.2..5(a*)5 

So  oft  man  nun  die  höhern  Differenziale  und  Integrale  einer 
Function  darstellen  kann ,  so  oft  kann  man  auch  hiernach 
A+w  A'und  &~mX  geben.  Für  X=orJ»|(die  noch  fragliche  Function) 
ergeben  sie  sich  leicht.  Für  X=\sx  sind  die  höhern  Differenziale 
auch  bekannt.  Die  höhern  Integrale  aber  sind,  soviel  mir  bekannt 
ist,  nicht  gegeben.  Die  nachstehenden  Gleichungen  werden  die 
erforderlichen  Dienste  leisten  und  das  Fehlende  ergänzen'.  'Es  ist 
im  Allgemeinen  '     :  .: 

worin  D»U»l,2.3...ii  und  SC(l,2,3,..p)P-1  die  Suramen  der  Ver- 
bindungen ohne  Wiederholungen  aus  p  Elementen  zur  (p  —  l)ten 
Classe  sind. 

Aus  3.  erhält  man  mit  diesen  Mitteln  ausgerüstet: 
10.  frX^nX  +  m^-ih^ 
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'I  ,1      '  *  • 

1  ■  h*ti9x 


»• 

A434  V 

.  •  •    .  .  . 

•      •  •  •  • 

t  • .  •  •  • 

•■ 

Diese  Darstellung  gilt  för  jedes  beliebige  m  und  stellt  die  po- 
sitiven jUnd  negativen  Aufstufungen  jeder  beliebigen  Function  (also 
\$x,x%  .etc.)  dar.  Der  besondere  Fall,  wenn  m=  — 1,  gibt  eine 
kmerfeenswerthe  Reihe;  sie  ist 

-  X    IM,  !'  h*d*X       1_  hWX 

£    A-r  2  ~f"c3~+  8  1.2.3(dtt>'     4  t,2...5.(aar)* 

).*  17   a7c7jk  ..... 

+  Atf  1.2...7(d;r)7  *• 

und  steht  der  Bernoullischen  Reihe  zur  Seite,  denn  sie  lehrt  die 
Potenzen  reihen  mit  abwechselnden  Zeichen 

Jp — 2p  Hr  3p  —  4p  + ....  +  xP 

summiren,  wie  die  Bernoullische  Reihe  die  Potenzenreihen  mit 
eib^rler  Zeichen  sunimiren  lehrt,  und  hat  daher  dieselbe  prak- 
tische Bedeutung  in  einer  Theorie  der  Summenrechnung  wie 
die  Bernoullische  Reihe.  :  .  « 

Die  §§,  2~-4*  enthalten  nach  unserm  Erachten  in  kurzem  Um- 
iiss  die  Grundlage  einer  Rechnung  mit  endlichen  Differenzen,  und 
mm  Vorerst  lütr:  einfache  Functionen.  Hieran  reiht  sich  sodann 
die  Darstellung  der  positiven  und  negativen  U  n  terscli  iede 
und  Aufstufungen  der  zusammengesetzten  Functio- 
nen, was  wfc  nicht  weiter  verfolgen,  gondern  nur  andeuten.  Erst 
wenn  diese  Vorarbeiten  vollendet  sind,  kann  zu  einer  Surumen- 
lechnung  mit  einfachen  und  zosammen gesetzten  Functionen  über- 
gegangen werden.  Ueberblickt  man  nun  die  hier  mitgetheilten 
Resultate,  so  zeigt  sich,  dass  die  sogenannte  Differenzen- 
Rechnung  den  grössten  Theil  des  caloul  direct  et  inverse 
aux  differences  bei  Lacroix,  und  auch  der  Differenzen- 
und  Summenrechnung  des  Verf.  umschliesst,  und  mit  Recht 

uuschHessen  muss,  denn  das  Zeichen  Z,  welches  Lacroix  und 

ier  Verf.  gebraucht,  ist  nichts  anders'  ah*  das  Zeichen  A  mit 

Bnem  negativen  Exponenten.   Da  nun  alle  Gesetze  för  A+TO^und 

^X  unter  einen  Gesichtspunkt  fallen,  so  können  sie  nicht  von 
Lander  geschieden  werden.  Eine  Trennung  in  zwei  ihrer  Natur 
nach  geschiedene  Abtheilungen,  wie  Lacroix  und  der"  Verf.  vor-> 
f'imrat,  steht  daher  mit  einer  Theorie  dieser  Gebilde  nicht  im  Ein- 
klang. Dass  sie  aber  einem  und  demselben  Bildungsgesetze 
unterliegen,  kann  nach  den  hier  gegebenen  Mittheitungen  nicht  in 
Zueifei  gezogen  werden.    Endlich  liegt  auch  der  Zusammenhang 
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zwischen  A+m  X  und  A~mX^X  und  JT  so  einfach  zu  Tage, 
ilass  alle  Coraplicationen  wegfallen,  und  dass  also  auch  der  Zwei- 
fel de«  Verf.,  ob  überhaupt  ein  „allgemeines  Bildungsgesetz"  ab- 
gesehen  werden  kann  (8.  118.  j.  &)  nicht  gegründet  ist,  da  ein 
solches  existirt. 

§.  6. 

Mit  den  bisher  aufgefundenen  Hülfsmitteln  kann  nun  eine  Sum- 
me nrechnung  ohne  Schwierigkeit  durchgeführt  werden,  worin 
die  Trennung  in  zwei  Hauptarten  von  Reinen,  mit  einerlei  und 
abwechselnden  Gliedern,  sogleich  hervortritt.  Die  Betrachtungen 
nun,  welche  derselben  eine  feste  Unterlage  geben,  sind  (§.  72.  u. 
ff.  u.  §.  104.  u.  ff.  Cr.  Jour.  14.  u.  15.  Bd.)  der  Lehre  v.  d.  aufst. 
Funct.  niedergelegt.   Bezeichnet  man  nun  auf  folgende  Weise: 

1.   Xq  -|-  X^  "4*  ^%  "f"  <^3  ••••  "T*  Xnr~~~  SXn  j 

2.  X0-Xt  +  JTa— X9...(-)*Xn=S(- )«JT.; 

so  erhält  man  durch  eine  elementare  Erörterung  folgende  Grund- 
gesetze fär  die  Darstellung  der  Summen  aller  einfachen 
Functionen: 

3.  SXn^&^XnU-*-1*» 

4.  (-rf^j^  +  ^Ä;. 

Die  Auffindung  des  fraglichen  Summen- Ausdrucks  beruht  daher 
auf  der  entwickelten  Darstellung  zweier  Ausdrücke  der 
ersten  negativen  Differenz  oder  Aufstu  fung  einer  Func- 
tion. Da  nun  in  §.  3.  und  $.  4.  gezeigt  wurde,  wie  sie  für  alle  Fälle 
gefunden  werden  können,  so  kann  auch  die  vorliegende  Aufgabe 


(I.— 4.)  immer  gelost  werden.  Als  Beispiel  diene  der  weniger 
fache  Fall,  wenn  X0=xP  ist  Man  erhält  dann  aus  7.  §.  4.  i 
der  Vorschrift  von  3.: 

5.  SXn=*r  +  (x+h)P  +  (x+U)P+  (x+*ä)p 

-j[(^  +  (»  +  l)A)"-^] 


Ans  II.  $.4.  erhilt  man  nach  4.  folgende  zwei  besondere  Fälle,' I 
für  ein  gerades  und  ungerades  n: 
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1    .  . 

■  ■ ' 


— f  Ä[(ar+(ii+l)Ä)P-*  +  a*-*] 

•  •  • 

7.  a*  -  (*  +  A)p + (*  +  2A)P ...  -    +  »A)P = jf. 

=~\  [(*+(»+  lW-*f] 

♦ 

+         +(»+ l)A)P-»-;ri-'] 

~    871.2  3  Ä3[(^+(tt+1)Ä^"3+;r/,~-3J 

Die  aus  5.  sich  ergebenden  besondern  Fälle  sind  bekannt  Die 
ius  6.  und  7.  sich  ergebenden  weniger.  Wie  stellen  daher  einige 
hier  zusammen,  damit  man  daraus  die  Anwendbarkeit  der  hier 


nier  zusammen,  damit  man  daraus  di< 
raitgetheilten  Methode  ermessen  könne 

a  1-2  +  3-4  +  ...+w==n+1 


2 


ii 


_  w  n(«+l) 
--2^2-  172  ' 

j_2»  +  3»_4»  +  ...±«3=|8+  1 


n3  3« 


1     24+34  -  44  + ...  +„4      *  +M3_  » 

—  -  2  ~"w  +2 
12  +35-^+...±w»==T+  


2~  4  +  ~4~' 


Theil  XIII. 
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u.  s.  w.  Die  ersten  Ausdrucke  selten  für  ein  gerades  n,  also  für 
eine  ungerade  Gliederanzahl,  nie  zweiten  för  iejn  ungerades  n, 
also  für  eine  gerade.  Das  Fordernde  dieser  Methode  macht  sich 
besonders  klar,  wenn  man  die  Art  hiemit  vergleicht,  wie  Euler 
Diff.  Rechnung  2.  Thl.  $.  178.  u.  ff.  unb!  nach  uWLacr  oix,  Calc. 
diff.  et  int.  T.  III.  p.  «97.  ii.  ff.  diese  Reihen  behandelt  haben, 
ohne  aus  den  speciellen  Fallen  herauszutreten. 

Die  Gleichungen  3.  und  4.  zeigen  den  Zusammenhang  zwischen 

S  (Begriff  der  Summe)  und  A"""1  oder  (erste  negative  Diffe- 
renz oder  Zuzählung)  und  beweisen  dadurch,  dass  beide  nicht 
identisch  sind,  obgleich  im  einzelnen  Falle  beide  zusammen- 
fallen können.  Häufig  wird  A~m  durch  2W  bezeichnet,  diess  thut 
Laplace,  der  auch  A"~m=rZ,n  angibt,  La  er  oix  und  auch  Euler. 

Die  Bezeichnung  des  Begriffs  von  A~  X  durch  £  X  halte  ich 
nicht  für  zweckmässig.    Sie  verwischt  den  Zusammenhang,  der 

zwischen  Am X  und  HmX  herrscht,  beinahe  ganz,  während  die  Be- 
zeichnung A~m  X  ihn  hervorhebt  und  die  Theorie  auf  A_m-X,  nicht 
aber  auf  HmX  fuhrt.  Zudem  hat  Laplace  (Theorie  des  proba- 

bilites)  sich  nur  mit  der  Darstellung  von  A  m,  durchaus  aber 
nicht  mit  Auffindung  von  Summcnatiscfnicken  (5)  beschädigt. 

Der  Verf.  entwickelt  S.  86.  §.  1.  der  Snramenreebnung  den 
Begriff  von  Summe  ganz  richtig,  verlässt  ihn  aber  alsbald  wieder, 
und  kehrt  zu  dem  gewöhnlichen  Begriff  der  „w i 1 1 kiihr liehe« 
Constante"  zurück,  der  ihn  dann  zu  folgender  Darstellung  führt: 

9.  fx  =  Zq>(a;)  +  C.  • 

Wir  halten  diese  Definition  im  Rückblick  auf  3.  und  4.  nicht  für 
zweckmässig,  da  ihr  die  nöthigeude  Krallt  des  Innern  Zusammen- 
hangs fehlt.    In  dem  Begriffe  der  Summe  (3.  und  4.)  ist  nichts 

Will  kührliches.  Die  Ausdrücke  (A_1jro  und  .gewöhn- 
lich Coostante  genannt)  sind  eben  so  gut  integrjrende  f heile  des 

Summenausdrucks  wie  A"~1Jf«.f1=Z2f*+,  und  £~lAn+i,  und  daher 
weder  überhaupt  wil Iküh rlich,  noch  enthalten  sie  etwas  Will- 
kühr lieh  es.  Sie  sind  durch  und  durch  bestimmt,  wie  denn  auch 
diese  Bestimmtheit  in  der  Consequenz  der  Theorie  einer  Wissenschaft 
liegen  muss.  Sogar  für  die  integral- Rechnung  sind  diese  Be- 
merkungen von  Belang,  wo  der  Begriff  der  Constante  (ins  Be- 
sondere bei  dem  bestimmten  Integrale)  wieder  hervortritt,  wie 
denn  überhaupt  derZusammenhang  zwischen  D  i  f  f  e r  e  n  z e  n  -  und  D  i f - 
ferenzialrechnung,  Summenrechnung  und)  Integralrech- 
nung unbezweifelt  vorausgesetzt  werden  darf. 

M    n  i.  7. 

Ist  nun  der  Begriff  des  Summenausdruckes  einer  einlachen 
Function  gegeben ,  so  wird  man  durch  Wiederholung  auf  Summeu 
von  den  Summen,  wiederholte  Summen,  von  dem  Verf. 
vielfache  Summen  genannt,  geführt.  Hier  ist  zweierlei  zu  be- 
stimmen: a)  wie  die  Summenausdrücke  fiir  sie  gefunden  werden, 
/>)  was  unter  ihnen  zu  denken  sei? 
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Die  Beantwortung  dieser  zwei  Fragen  führt  zu  folgenden  Dar- 
stellungen, die  in  f  73.  und  §.  90.,§.9l.  meiner  oben  genannten  Schrift 
entwickelt  stnd*° 

* 

1.      Xn  =  (n  + 1)  X0+nA\  +  (»— 1)  A,  +-...  -|-  A« 
■S*  ^n=[n+l]aA'()  -|-  [n]j  Jfi  +  [n— 1J,  A"2  +  X« 

= AT-*Xn+t—[n+ i]2A-*  ;r0H»+i],A~'jr1-A->x,> 


s-x.  = [m+1].,-,  x0  +  [«]»_,  x, + [«-]]»_,    + ...  xn 
=trmxm^-        a-'a«-  ^-*ai-...-A""*Hn 

ii.  2.  S»(-)-^X»-[2]M_lA^,+[3]I>,_lA.-,-...±[r.+l]»_IXü 

■ 

= w JTft-j-n» +[w -f- 1  ]m— i  £~  *Xq4z  [n + 1  ]m— * .  ...i^"m Am— i 

1 

Die  Form  der  steh  aus  $.  90.  uud§.  91.  ergebenden  Reihen  mit 
ihren  Summen- Ausdrücken  ist 

3.  A0  +  2A1+3Aa+4A3 ... +  (n-H)A» 

= (n+ljA""1  A»+!— dr*Xm^i+  A~*A0, 
Ao+  [2t  ^  +  [3]a  X2 + [4],  A3 ....  [n  +  l]a  Xn  '  : 

Kn+lt^^^^tn  +  l^A^  +  /ST*  A„  f ,  -  A^3  A0 . 

:  : 

•  ■ 

A0  +  [2]w_,  *1  +[3]m-1AH  [4]m-1A3...f7l +  !]„,-!  A„ 

=ln+l]m-iA""1Anf1— [n+l]OT_aA"-?An+, ... 

...(-)—  'A-"A„+I  (_;mA— A«; 
*.  J»-[2]«_1Xl  +  I3]^l-S'2-t4]m-I^....±[n+1]»-lJr„ 

Hierini8tL?]^+1y^r^-)  •  Die  b.  1.  Dnd  2.  ange- 

gebenen  Summen-Ausdrücke  enthalten  so  viele  Constanten  (wenn 
man  diesen  Ausdruck  gebrauchen  will)  als  die  Wiederholung  der 
Sammenrecbnung  verlangt;  die  in  3.  und  4.  angegebenen  nur  eine 

4* 
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Der  Verf.  behandelt  zwar  §.  8.  2te  Abth.  S.  115.  die  vielfa- 
chen endlichen  Integrale.  Was  sich  aber  der  Leser  darunter  für 
einen  Heuriff  zu  bilden  habe,  geht  nicht  klar  und  deutlich  hervor. 
Diese  Unbestimmtheit  mochte  zum  Theil  darin  ihren  Grund  haben, 

dass  nicht  zwischen  SXn  (Summenausdruck)  und  EJfc=?A"*AJti 
(negativer  Unterschied  einer  Function)  gehörig  unterschieden  ist. 

Auf  Seite  117.  ist  z.  B.  für  2(fl)c'=A"n  a*  (vergl.  15.  $.  3.)  fol- 
gende Gleichung  angegeben : 

5.  X("V=^5^  +  C0+<W...C-,^-', 

dabei  aber  nicht  erörtert,  was  unter  Z(n)ax  zu  verstehen,  noch 
wie  die  „willkührlichen  Constanten"  C0,  (\.  C2....Cn-i  gefunden 
werden.  Nach  den  hier  gegebenen  Mittheilungen  ergibt  sich 
aus  15.  §.  3.  und  1.  dieses  Paragraphen  unverzüglich 

6.  Ä'»a*=[w+l]w_1a*  +  [w]TO_1a*+Ä+[«--1]CT_la*+2*....a*+«A 

_  (l*  HM  l)A-.fl*  +  (m-i)ft      [n-j-ljm-t  a*  .  Ql  +  l]m-^+* 
—  (flA_l)m  ~      f|A— 1  („*  —  1)* 

 (a"-l)™-1  ' 

Auch  Laplace  spricht  (The  orie  anal.  d.  probab.  Chap. 

l.Nro.  II.  bei  Darstellung  von  2m  =  A~,n  der  Functionen  von  „will- 
kührlichen Constanten"  die  man  bei  der  wiederholten  Integration  ge- 
winnt, lässt  aber  ihren  Begriff  gleichfalls *unerörtert.  Welche  Stelle 
soll  aber  ein  unerörterter  Begriff  in  einem  Systeme  einnehmen? 

§.8. 

Die  in  dem  Vorhergehenden  niedergelegten  Bemerkungen  bil- 
den meines  Erachtens  die  Grundlage  für  die  systematische  Durch- 
führung einer  Theorie  der  Differenzen  und  Summen.  Ist 
nach  dieser  Grundlage  das  hierher  gehörige  Material  verarbeitet, 
dann  reihen  sich  an  sie,  als  ein  organisches  Ganze,  die  übrigen 
Mittel  zur  Summirung  der  Reihen  (einfacher  und  zusammenge- 
setzter), welche  noch  aus  andern  Zweigen  der  Mathematik  be- 
schafft werden  können,  sowie  die  Kritik  der  hiebei  zu  benutzen- 
den Mittel,  wie  Convergenz  der  Keinen  etc.,  welche  der  Verf. 
auch  gegeben  hat. 

Ich  bin  nun  weit  entfernt,  die  hier  gegebenen  Andeutungen 
für  etwas  anderes  als  was  sie  sind,  nämlich  die  subjective  Ansicht 
eines  Einzelnen,  und  daher  weder  für  besser  als  die  eines  Andern, 
noch  für  die  einzig  richtige  Auffassungs weise  des  hier  einzuschla- 
genden Systems  zu  halten.  Doch  glaube  ich ,  dass  sie 
manches  gute,  zur  Aussaat  brauchbare  Korn  und  manchen  Vor- 
zug vor  der  bisher  befolgten  Behandlungsweise  enthalten.  Sie 
führen  wenigstens  einen  Zweig  (A ufstu fu ngen  und  Summen 
der  Reihen  mit  abwechselnden  Zeichen)  in  das  System 
und  üliPiliicten  die  bisher  angewendeten  Methoden  an  Brauch- 
barkeit und  in  Erzeugung  des  Materials.    Ich  darf  daher  wohl  die 
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Ueberzeueung  aussprechen,  das«  der  Verf.  bei  seiner  Gewandtheit 
in  Handhabung  des  Calculs,  eine  gehaltreichere  Schritt  dem 
Publicum  übergeben  hätte,  nenn  er  von  der  hier  angeregten,  all- 
gemeinern Ansicht  in  Durchführung  der  Di  fferenzen-  und  Sum- 
menrechnung  ausgegangen  wäre,  daran  die  weiteren  Resul- 
tate geknüpft  hatte,  welche  in  der  neuesten  Zeit  von  anderen  Schrift- 
stellern eröffnet  wurden,  und  dadurch  zur  Feststellung  der  Grund  - 
züge  einer  Wissenschaft,  ihrer  Verbreitung  und  Erweiterung  bei- 
getragen hätte. 

Die  hier  niedergelegten  Bemerkungen  sind  keiner  Nebenab- 
siebt, sondern  dem  Wunsche  entsprungen,  nach  Vermögen  zur 
wissenschaftlichen  Begründung  des  von  dem  Verf.  behandelten 
Zweigs  der  Mathematik  beizutragen.  Ihr  Zweck  soll  daher  nicht 
ein  leeres  und  unfruchtbares  Negiren  sein,  sondern  ein  gemein- 
sames Aufbauen.  Hiezu  ist  Austausch  der  Ansichten  und  vereinte 
Kraft  nöthig,  denn  nur  auf  diesem  Wege  wird  die  Wissenschaft 
?etürdert  werden.  Die  vorliegende  Schrift  soll  als  Compendium 
fflr  akademische  Vorlesungen  dienen.  Vielleicht  nimmt  der  Verf. 
hiebei  gelegentlich  die  Veranlassung,  das  Gesagte  zu  beachten 
und  zu  prüfen,  ob  und  was  daran  als  richtig  sich  bewähre;  es 
hat  ja  ohnedem  grossen  Reiz,  bei  wiederkehrenden  Vorträgen 
einen  und  denselben  Zweig  der  Wissenschaft  von  verschiedenen 
Seiten  aus  zu  betrachten  und  zu  beleuchten. 

Unter  die  Verbesserungen  sind  noch  nachträglich,  ausser  den 
in  $.  3.  angegebenen,  aufzunehmen: 

S.  19  Z.  12.  v.  o.  A*Sina:=+(2Sin~Ä)fiCos(ar+~^ 
statt  (2SiojÄ)^Sin(*+^), 


i 


S.  178  Z.  Id.  v.  o.  y  statt  x. 

x    "  x 
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De  ellipsi  minima  dato  quadranuulo 

circumscripta. 

Quaesivit 

Francisens  Seydewitz. 


•  ■ 


Perlegenti  nuper,  quae  de  probJemate  suprascripto  Illustr.  Ange- 
rus,  gyranasii  Gedanensi«  Professor^,  disseruit,  in  meotem  mihi  venit 
propositionis  cuiusdam,  in  quam  paullo  antea  incideram,  quum  de 
persiniili  re,  «eilpeet  de  ellipsi  maxima  quadrilatero  inscribenda 
quaererem,  et  qua  iam  tone  mihi  videbatur  ad  eiusdem  problerua* 
tis  solutionem  via  ab  illa  Euleriana  plane  diversa  aperin.  Neque 
ea  me  spes  fefellit;  intellexi  tarnen,  postquam  proprius  ad  rem 
accessi,  solutionem,  quam  inde  obtinui,  ad  eas  quidem  figaras, 
quae  ad  Universum  quadrangulorum  genus  pertinent,  aecomraoda- 
tissiniam  esse  ac  praesertim  peculiari  geometriae  usui  magis  se 
applicare,  quam  illam,  cuius  Eulerus  inventor  tuit,  paene  totara 
in  numerorum  spinis  versautem :  in  speciebus  vero ,  ut  in  trapezio, 
in  parallelogrammo  et  in  quadrangulo  decurtato  sive  triangulo, 
excepta  una,  ubi  alterutra  diagonalium  per  alteram  bipartitur,  omni 
plane  usu  carere.  In  bis  igitur  ad  alias  methodos  confugiendum 
erit,  quas  tarnen,  quum  nihil  difficultatis  habeant,  hic  praeter- 


$  1. 

Fmgamus  (Tab.  I.  Fig.  1.),  esse  rectas  PQt  QR,  RP  tres 
polares  narmonicas  coniugatas,  ad  eilipsin  ABCD  relatas;  rectam 
if/Z  sein id iam ctrum  huius  ellipscos  per  punctum  R  duetam  et 
lineam  PQ  in  puncto  V  secantem,  atque  MX  esse  semidiame- 
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tmm  lineae  PQ  paralleJaui:  priinum  apparet,  puocta  Ii  et  V  duos 
poios  esse  harmonicos  coniugatos  rectae  MZ,  et  ob  eam  caussam 

MR.MV-MZ*. 


Detnde  quum  sit  PQ  polaris  hurmonica  puncti  /»', 
lincaij  MX  parallela,  erit  MX ^  semidiametro  MZ  coniugata,  atque 
ideo  puncta  Y  et  y,  ubi  MX  per  lineam  PR  et  per  Tineam  Qy, 


rectae  MZ  parallel  am,  secatur,  erunt  duo  poli  harmonici  couiugati 
lioeae  MX,  itaque  \ 

MY.My  =  MX*. 

Jam  vero,  si  angulos  QRV,  PRV,  RMY  (seu  RVP),  QPR 
et  PRQ  deinceps  literis  a,  ß,  cpt  y,  designeraus,  aequationes 
prodeunt  hae: 

•  •  • 

Ii        ■        .  *  ■ 

ur    ,rr>  «in/5  b      sin«  „sina.siny. 

MF=il/Ä.  ^  et  My=QV=RQ  .^==PQ.J——l; 

uode  sequi  tur: 

-MR.M  V.M  Y.My.8in*<p=MR*.M  V.PQ  *D*™fr*b*; 

•     .  • 

«el  si  literis  p,  q,  r  rectae  perpendiculares  e  centro  Jf  ad 
PÄ.        demissae  notentur: 

• :  • 

quia p^zMRm^Aua,  q—MR.s\nß  et  r  =  üf  F. sin 9  esse  debent 

• 

Quooiam  duarum  ellipsium  areae  ut  triangula  a  binis  semi- 
tliametriä  coniim  iti>  earuni  constituta  se  habent:  si  tres  polares 
biootticas  comugatas  1*Q,  QR>  RP  easdem  simul  ad  diversas 
e%ses  referamus,  et  literis^,  pxi  q,  gt;  r ,  rk  aut,  perinde  ut 
sufrat,  ternas  rectas  perpendiculares  aut  omnino  ternas  parallelas, 
e  centrU  earum  ad  Jineas  QR,  RP,  PQ  demissas  designemus, 
ei  aequatione  modo  iuventa  coüigimus,  areas  illarum  ellipsium  qua- 
«katas  esse  sicut  producta  p-q-r  et  fr .94.1*1;  id  quod  in  hunc 
modum  exprimere  possumus : 


1 


Theorema  1. 


Binarum  ellipsium  areae  quadratae  sunt  inter  sc, 
ut  ternorum  segmentorum  producta,  quac,  tribu3rectis 
lineis  utcunque  datis  parallela,  Lnter  centra  ipsarum 


1 

Digitized  by  Google 


et  tres  rectas  polares  harmonicas  coniugatas,  curvis 
ipsis  communes,  intercip  iun  tur. 

Hinc  autera,  quoniam  lineae  PQ,  QR,  RP,  quae  intersecti- 
ones  P,  Q,  R  laterum  oppositorum  quadranguli  completi  AB  CD 
inter  se  iungunt,  quoad  onines  ellipses  per  puncta  A,  B3  C,  D 
transeuntes,  polares  tres  harmonicae  coniugatae  sunt,  sine  ullo 

negotio  eflicitur : 


Tbeorema  «2. 

tnter  onines  ellipses,  per  eadem  quattuor  puncta 
transeuntes,  eiusarea  minima  erit,  e  cuinscentro  si  ad 
eas  lineas,  quae  coraustorum*)  quadranguli  completi, 
per  illa  puncta  constituti,  int ers ection es  tres  coniun- 

§unt,  tria  segmenta  datis  quibuslibet  rectis  parallela 
ucantur,  ist  orum  segm  e  ntorum  productum  omni  um  mi- 
nimum  existet. 

Praeterea  constat,  quod  etiam  in  tomo  quarto  „Archiv!  Gm- 
nertiani"  geometrice  a  me  ostensnm  est: 

r 

.    .     •  *  ,  ■  r 

Tbeorema  3. 


Omnium  sectionum  conicarom,  per  eadem  quattuor 
puncta  transeuntium,  centra  in  alius  sectionis  conicae 
peripheria  sita  esse,  quae  quadranguli  completi,  per 
illa  puncta  constituti,  latera  sex  bifariam  secet  atque 
insuper  coraustorum  eius  tres  intersectiones  coo- 
tineat. 

Duobus  hisce  tbeorematis  posterioribus  perspectis,  cetera 
omnia  per  se  patent.  Priinum  enim  aequatio  eius  sectionis  co- 
nicae, quae  omnium  eUipsium  quadrangulo  dato  circumscriptarum 
centra  complectitur ,  quaerenda  et,  quo  facilior  tbeorematis  secundi 
applicatio  nat,  ita  conformanda  erit,  ut  segmenta,  quae  tria  mi- 
mero  e  singulis  huius  sectionis  conicae  punctfs  ad  polares  har- 
monicas coniugatas,  illis  ellipsibus  communes,  ducuntur,  simul 
coordinatarum  vices  sustineant ;  deinde  istius  aequationis  ope  opor- 
tebit  productum  trium  illorum  segmeotorum  per  haec  ipsa  seg- 
menta variabilia  exprimatur  et  differentiale  eius  =0  ponatar;  quo 
facto,  assumptaque  ad  duas  aequatiooes  ita  ortas  tertia,  quae 
inter  tres  cuiusque  puncti  coordinatas  intercedit,  conditiones  centri 
ellipseos  quaesitae  apparebunt. 


•)  Haec  vox,  a  lexicographis  ne<rlccta.  apud  Boetium  vel  potin« 
J  n  Ii  um  Frootinum,  quem  ille  «eqrtitur,  quadranguli  latus  hasi  opposi- 
tahv,  hie  omnino  latera  ein»  oppoett*  significat  (Chnffaa  Qeaokd.  Geoni.. 
iihemetzl  v.  Sohuke ,  p.  522.).  ■  > 
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"      ■  :  •  -  I  i!.t  :  .   

*  « 

Ponamus  igitur,  esse  il,  2?,  C,  Z>  puncta  quattuor  data,  per 
ouae  ellipsis  minima  ducatur:  ante  omnia  moneo,  haec  puncta  ita 
debere  inter  se  collocata  esse,  ut  nulluni  eorum  intra  triangulum 
a  reliquis  effectum  cadat.  Sint  porro  P,  Q,  R  intersectiones  co- 
raustorum  AB  et  CD,  AC  et  BD,  AD  et  BC  quadranguli  com- 
pleti,  quod  per  illa  puncta  constituitur;  puncta  J,  G,L,lE,  F,H 
raedietates  istorum  laterura,  et  Px,  Qx,  Rx  ea  puncta,  ubi  Hneaö 
QR,  PR,  PQ  a  iineis  PA,  QA,  RA  secantur.  Supponitur  autem 
hie,  A  illud  esse  e  quattuor  punetis  A,  B,  C,  D,  quod  intra 
triangulum  PQR  se  habet.  Denique  segmenta  PPX ,  QQX ,  RRi ; 
APX,  AQX,  ARl  deineeps  literulis  pl9  qx,  rx;  ic,  %,  *>  desig- 
nentur. 

Consentaneum  est,'  coordinatarum  munus  eis  segmentis  iniun- 
gere,  quae  rectis  PPX ,  QQi >  RRi  parallela  ex  quolibet  puncto 
usque  ad  rectas  QR,  PR,  PQ  tendunt,  istaque,  literis  p,  q,  r 
notanda,  sensu  aut  positrvo  aut  negativo  aeeipere,  prout  punctum, 
quod  definiunt,  ex  eadem  parte  linearum  QP,  PR,  PQ  atque 
anguli  eis  oppositi  P,  Q,  R,  aut  ex  parte  contraria  sumatur. 
Hoc  autem  pacto,  notum  est,  inter  eniuslibet  puneti  coordinatas 
hanc  aequattonero  existere: 

Et  quoniam  sectio  conica,  eltipsium  illarum  centra  continens, 
per  puncta  P,  Q  et  R  meat,  aequationi  igitur  eius  binis  coordi- 
nats  p  et  q,  p  et  r  vel  q  et  r=^0  positis  satisfieri  necesse  est; 
praetereaque  quum  omnis  sectio  conica  quihque  punetis  suis  datis 
ab  omni  parte  determinata  sit,  perspieuum  est,  aequatiooem  istius 
sectionis  sie  debere  comparatam  esse: 

ubi  n  et  v  quantitates  duas  denotant  constantes ,  quarum  valores 
e  duorum  adhuc  curvae  punetorum  coordinatis  eruendi  sunt. 


.  I  .   '  i:MV;,.    :,\      ■\  'r  i    .  <  ,  1     %♦*  .» 

Coordinatae  p  et  q  omnis  puneti,  quod  ad  rectam  infinitam 
HRX  pertinet,  legem  sequuntur  haue: 

q     AQX  K% 
et  si  e  puncto  C  ad  rectam        Ijnea  CPXS,  Ijoeae  APX  paral. 
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leladucatur,  punctoruni  Q.  A,  Qls 
tione  habita,  proportio  haec  evadit: 


,  C  quattuor  harmonicorum  ra- 


CPn  _  CQ    Oft  CAi    *  _  JL  . 


* 


ltaque  iinearum  iufinitaruin 

'    JM    ■••  '  '  et 


• : 1    i  I* 


<srunt: 


•  .1» 


... 


£~?r=0  et 


ff  •  X 


§+£  =  0;  (1) 


perindeque  pro  lineis  ' 


■ 


*  - 

.1  " 


et 


QB  aequations;  tl  j 


■ 


et -pro  lineis 


et       L+£=0;  (9) 


■  ■ 


t 

et 
et 


PC  aegutttanM:" 
|+L=0  (3) 


*    »  • 


Jam  ad  determinationem  punctoruni  Z>,  C  et  D  venim 
imi  quidem  iam  supra  statuimus  coojdwatas  esse 


p—n,     9=x,  r=e» 
quaraobrem  aequatio  (1)  ad  Istud  punctum  xeiata  in  haue  abit: 

IC       %  D 


—»4-  r  ~~  — .  1  • 

Pi    ?i  n 


.  .  ■  •  •  • 


(4) 


Deinde,  quum  si  t  DR\AR=DRX  :ARlt  sive  ^  -ri  :r,  -  o^Z^  * . 
erit  Zi/2i  =  2 J*1  Qr  >  quo  valore  pro  r  in  aequationes  Iinearum  Qi? 
et  PC  transscripto,  puncti  D  coordinatae  prodeunt: 


et  quum  sit  CQt  iAQt  =  CQ  :  siye 
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ubi  segmentuni  CQX  negative  stfmeodum  est  et  q%  >2x,  efficitur 
CQX  =— indeque,  adhiptia  Unearum  ÄC\et  PC  aequa- 
tionibua,  coordinatae  puncti  C,  nWmrum: 

similique  modo  coordinatae  puncti  B: 

Pi75    .  Pi*   .  r__    Ptg  .1<Fniinf(lp 

^2«'  V-p^'  r-^2i^untur 

Horum  tandem  valorum  ope  et  adhibita  aequatione  (4)  facili 
negotio  iam  iinearum  J/>,  BC,  ^4C,  #Z),  il»,  C/>  medietatefe 
i.  e.  puncta  F,  H,L9  E,  J,  Q  determinari  possunt.  Procul  dubio 
enim  erunt  coordinatae 

'  ''  t 
»   «  puncti  Fz 

P-2V8  fy-n)  ~  2o 


» 


r-2^+2^>/  ~    •  2^' 

.  :,•      1.1  =  ,.    .       •    .      V  *  ;  ,  *      .     -  ••••  i 

ponctt  Ht  * 

1/  ft  *  Pl*   \  _  fr*— Pi»  . 

P-2\qi-2x    fr-Uj-     n  (^-27r)(Vl-2x)' 

V  Pi*       fr*  \  _  M  P\*  

9-2^-2«^^^/  -  *  (A-2«)(Vl-2x)  * 

„  1  (  PiQ    ,    frg  \      ,  Pi  fr  t? 

2\pi— ^»  fr -**/    9 n (pi -2*) (fr-^x) 

puncti  X: 

I  ■ 

n-za\( X  Ä — x — r*-nr  i 


,;.  ;..  ... 


L 
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puncti  E:  ,  . 

*       2V2o-r1  +  -  (Pi-23I)(2^^r1)' 

V  Pi*   _  n»\  _  /»I*-!* 

r_1/  yig    ,    PiQ  \_  A      PiP-r,«;  . 
r~2 V*-*  +^-2^- ^(p1-2»)(2^-i-l)V 

puncti  «/: 


I  .         .  ! 


, «  ■        -t  et  puncti  Gi 


r-P(9l4-2»)(2f^)V 


v    ■    •  \  •  " 

§.  4. 

■  m 

Ex  his  posterioribus  sex  punctis  iam  ad  com  put  an  das  quanti- 
tates  (i  et  v  duorum  quorumlibet  coordinatae  suuicient  Ex.  gr. 
si  puoctorum  L  et  J  coordinatarum  vaLores  in  aequatiooem 
W  +       +  v.gr=0  transscribuntur,  praesto  sunt  aequationes: 

-  TT?  fa— x) .  f*  +  ox* .  v =0 ; 


e  quibus 


nanciscimur. 


et  X7t2  -f  Q7i2.n  —  *${pi  —  7t).v=i0; 


*  e(Pi?i— Pi*~  9in)  9iQ*' 
^  qi   rxn^ 


Hinc  igitur  com  pertun)  est,  sectionis  corneae,  per  centra  om 
nium  illaruni  eltipsium  transeuntis,  aequationem  esse  haue 
sequitur: 

P9  >  Pi9vQ%  +  9r  •  7i^t-Ä,= 0 » 

vel  elegantius  scriptara : 
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Pth    Mi  «"i 

Ccterum  eandem  nos  aequationem  nactos  futsse,  si  propunctis 
L  et  /  bina  quaepiam  e  quattuor  reliquis  cepisseraus,  facile  ex 
eo  comprobabitur,  quod  introduciis  io  illaui  aequationem  ceteris 
valoribus,  quos  in  6ne  anteeedentis  §.  invenimus,  aequationis  ve- 
ritas  haud  perit. 


$.  5. 


Jam  consideremus  aequationes  hasce 

■  * 

tfr-Wi-  «2+pr.p1r1.x*+^.p19r1.oft=0;  (II) 


|uae  posterior  ex  aotecedente  nascitur,  litera  R  productum  p.q.r 

Differentiemus  unamquamque  earum  secundum  quantitates  va- 
»iles  p,  q  et  r,  »et  ut  producti  minimi  conditio  in  rationes 
sratur,  differentiale  baius  producti  =0  ponamus.  Quod  si  fit, 
lationes  differentiales  prodeuut  hae: 

,9lT1.dp+plrl.Bq+p1q1.Br^0;  (TV) 

(V) 

•l  (WiQHrrlx*).dp+ql(rrl7t1+pplQ*).dq+rl  (ppi**+qqiri*)  .dr=0; 
Plx*r.dp  +       r.  d9+2(^>,  «H^i»a)9r =0;  (VI) 

ul  qua«  nova  accedit,  si  postrema  ab  antecedente  subducitur,  post- 
p»m  factore  rx  affecta  est,  videlicet  haec: 

ft9k^1^+Äft«V^-n(|^*Hwi«1^=0.  (Vii) 

E  duabus  posterioribus  ioter  se  iunctis  colliguntur  differeotiaiia. 
hp  _  (pPl%*  +  yt  ^)  (2m o«  +  rrt  *») . 

Qoorum  valorum  ope  nunc  si  ipsa  differeotiaiia  ex  aequa- 
«e  (IV.)  expelluotur,  ista  aequatio  hanc  formara  induet: 


i 
i 
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qfriipP>**+Mx*^(typi?+rrxn*)  (VIII.) 
~Pi  ^1  (ppi  *Hqq\  »2)(2r/f/,  ^»frri  *») + qk  rfr  *p*r  (^w*        %*)  =0 . 

Hic  primum,  iuxta  aequationem  (I),  pro  q%  p%  r  scribere  licet 

■ 

(p\qi—qip-pi<i)Ti  r 

ac  dein,  extruso  factore  7*1,  partes  termini  aequationis  tertii: 

~  9\  *Pi  Q*      »a  —PPi**)P  J 


ita  distribuere ,  ut  prima  cum  primo,  secunda  cum  secundo  ter- 
mino  coeant,  tertia  denique  sola  relinquatur.  Quo  facto,  eadero 
aequatio  primum  in  banc  formam: 


«  1 


qi*  [ty*Pi**P  +  "Hqrqirt     +  pr.p^.xHpq-Piqi^)] 
—Pi*  [ty2qi2"PQ2  +  *Kir-9in  *2 + -Pin  Vi  **)  ] 

+/>i2'/iV(99i7r2— PPi**)  =  0; 

ac  tandem,  aequatione  (II)  consulta,  in  sequentem,  multo  etiam 
simpliciorem,  redigetur: 

■ 

3  (/Ac2  —  q1™*) = ppx  x*  —  991 7r* ,  si  ve 
3  (px  +  qn)  (px — 9*)  =      xa  —  99!  Ät  # 
Praeter  istam  autem  has  quoque  alias: 

3(PQ  +  r»)  (PQ  T7t)  —ppi      ~  TTj  «*; 

et  3(^  +  rx) (qQ—rx)~ qq^—rr^x2 
valere,  vix  est  quod'moneam. 


1.  / 


(IX) 


« 


§.6. 


Aequatione«  (IX)  iirvicem  ita  se  haben t,  ut  unaquaeque  earura 
e  duabus  reliquis  a  se  subtractis  proticiscatur ;  tales  igitur  oportet 
tres  sectioncs  conicas  cxprimant,  quae  per  eadem  quattuor  puncta 
vadant  vel  omniuo  duas  sccantes  coniugatas  commune«  habean 
Et  quoniam  e  conspiratione  aequationnm  (II)  et  (VI)  coortae  sun 
manifestum  est,  cuiras  ipsas,  quas  repraesentant ,   illam  sect* 
nem  couicam,  quae  omni  um  ellipsium,  per  puncta  A,  B,  C  et 
ductarum,  centra  complectitur,  in  eo  puncto  secare,  quod  ad  eil 
sin  omnium  minimam  spectet.   Praeter  istud  autem  punctum  cu 
eadem  sectione  conica  etiam  duo  alia  communia  habent,  de  qi 
rum  significatione  postbac  videbimus. 

Etenim,  ut  rem  accuratius  scrutemur,  primum  darum  esrt, 
illas  sectiones  conicas  omnes  per  centrum  gravitatis  £  trh 
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PQR  transire  quod  qnidem  punctum  in  curva  per  aequatin- 
nem  (II)  expressa  non  inest  —  quia  unaquaeque  aoqiiationura  (IX) 
valores 

1  1  1 

p  =  %pt;   q=$li;  r=yt 

admittit.   Deinde  quopiam  Hedem  aequationibus  singulis,  videlicet 
primae  valores: 


«  V  *.  1  1 

p=Q,  o~0;  p—^Pi,  7=0;  p=0,  17=301  J 

secundae: 

» 

tertiae:  ■■'*•.* 


j 


■ 


1  1 

0=0,  r=Q;  fssgft.,   r=0;    o=0,  rz^rj 

satisfaciunt,  necesse  est,  curvas  ipsas  tribus  parallelogrammis  elr- 
ctrmscriptas  esse,-  -qnae  per  latera  trianguli  PQR  et  tres  rectas, 
eis'  paraltelas  et  e  centro  gravttatis  profectas,  concinnantur ,  pri« 
mam  videlicet  pallgr.  SqlHplly  secundam  pallgr.  Spt  Qrtl  et  ter- 
tiam  pallgr.  Srt  Pqu  ,  ut  figura  monstrat.  Quapropter  nunc  centra 
quoque  r,  q,  p  istarum  curvarum  patent. 

Praeterea,  si  ex.  c.  in  prima  aequationum  (IX) 

(px  -f-  qn)  (px-^qn) = ö  ponatur , 
ppx%*^z  qqi«r 


,  id  quod  fieri  nequit,  nisi  aut  pzzqzdb,  aut  p=zq 
=s»,  aut  simul  r\x±qln=0  eventat.  Atqui  hoc  teräum 
conditionem  particulareni,  a  consilio  nostro  alienam,  involvtt;  ergo 
systema  rectarum  RA  et  RC,  quod  aequatione  illa  exprimi  $.  3. 
vi dim us,  cum  prima  trium  illarum  curvarum  praeter  punctum  R 
nulla  alia  nisi  ad  infinitum  remota  communia  habet;  ac  propterea, 
si  per  centrum  r  huius  curvae  duae  rectae  ard  et  erb,  lineis  ARD 
et  CRB  parallelae  docantur,  asymptotae  ipsius,  similiterque  dua- 
ruikk  reliquarum ,  rieprehenduntur,  ita  ut  iam  plura,  quam  opus 
sunt,  elementa  ad  istas  curvas  punetatim  et  solius  regulae  ope 
delineandas  nobis  suppetant. 

Ceterum  neminem  fuger it,  quia  Üneae  quaternae  pq,  pa,  pr, 
pd;  qp>  ga,  Ar,  qd  et  rq,  ra,  rp,  rc  ex  online,  lineis  PQ,  PA, 
PJR,  PDlQP,  QA,  QR,  QD  et  RQ,  RA,  RP,  RC  parallelae 
sunt,  figuras  ex  utrisque  hisee  linear  um  fasciculis  compositas  inter 
se  similes  et  similiter  collocatas  esse,  ob  eamque  caussam,  sicut 
rectas  PA,  QA,  BA;  PD,  QD,  RA;  PA  QD,  RC  et  PD, 
QA,  RC  ip  quattuor  punetis  A,  D,  B,  C:  ita  etiam  asymptotas 
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pa\  qa>$  tat  -pd,  qd,  ro;  pa,  qd,  re  et  pd,\qat  pc>  ternaa  in 
quattuor  puncto  a,  <£,  6,  c  coucurrere.  .  ..  | 


.  S-  7. 

E  mutuo  situ  punctorum  P,  L,  R,  J,  Q  et  G,  F,  E,  quae 
cta  in  eadem  sectione  conica  sunt,  concludere  licet«  priora 
quinque  ad  unum  eundemque,  tria  reliqaa  ad  alteruni  curvae  ra- 
iuurn  pertinere,  ipsainque  igitur  cx  hyperboiaruin  genere  esse. 
Nam  ex  Ulis  nulluni  intra  triangula  per  quattuor  reliqua  constituta 
cadit;  at  contra,  quoties  ex  iisdem  quinque  punctis  aut  quattuor, 
aut  tria,  aut  duo  deinceps  cum  uno,  vel  duobus,  vel  tribus  e 
posteriori bus  coniunxeris,  nova  quaeque  haec  quinque  puncta  sie 
disposita  erunt,  ut  saltem  unum  eorum  in  aliquo  triangulo  per  re- 
liqua constituto  includatur. 

Istinc  sequitur,  chordam  PG  et  rectam  pd,  quae  Uli  paral- 
lela  est,  utrumque  curvae  ramum  perscindere,  ideoque  illud  pun- 
ctum, ubi  ramus  PRQ  a  linea  pd  secatur,  inter  puncta  p  et  d 
cadere;  contra  vero  rectas  PJ  et  apab  solum  hunc  posteriorem 
ramum  secare,  duarumque  intersectionum  alteram  a  dextra,  alte- 
ram  a  laeva  parte  puneti  p  iacere.  Ergo  manifestum  est,  angu- 
ium  apd9  oiii  per  asymptotas  pa9  in  contrariam  partem  nrolonga- 
tam,  et  pa  formatur,  totum  i  e.  inde  ab  altero  usque  aa  alterum 
crus,  per  aliquem  raini  PRQ  arcum  praesepiri,  proptereaque  hunc 
ipsum  arcum  atque  eum  hyperbolae  SriPqu  ramum,  qui  in  eo- 
dera  angulo  extenditur,  quia  iufinitus  est  et  punctum  qtl ,  a  curva 
PRQ  inclusum,  continet,  in  duobus  se  invicem  punctis  P  et  N 
perscindere. 

Quodsi  tandem  totius  hyperbolae  StiPqn  cursum,  quatenus 
ad  asymptotara  ttpab  inclinatur,  inde  a  punctis  et  P  usque  ad 
punctum  eius  infinite  reinotum  atque  istinc,  ad  alterum  ramum 
traiecti,  rursus  usque  ad  punctum  S,  raente  prosequimur,  modo 
illara  in  P  ab  interiore  ad  exteriorem  rami  PQR  partem  transmi- 
grantem,  modo  ab  exteriore  ad  interiorem  reversam  videmus,  id 
quod  iieri  non  potest,  nisi  eundem  ramum  in  novo  puncto  K  per- 


Ex  bis  apparet,  hyperbolas  Srx  Pqu  et  PRQGJE  reverasese 
invicem  in  tribus  punctis  P,  N  et  K,  et  ob  eam  ipsam  caussaui 
etiam  in  quarto  Ja  penetrare;  quod  vero  de  una  hyperbolarum 
toiPyu'  SpxQrn  et  SqxRpn  demonstratum  est,  idem  sine  dubio 
de  reliouis  quoque  valet.  Atque  igitur  puncta  Uta,  quae  supra  tri- 
bus istis  hyperbolis  cum  hyperbola  P&QGE  communia  esse  dixi- 
mus,  haud  fictitia  sunt  sive  imaginaria  putanda,  sed  revera  exi- 
stunt.  Plura  autem  illa  quam  tria  numero  non  esse,  ipsa  tigura 
docet.  Nimirum  duo,  iV  et  AT,  ad  ramum  PRQ,  tertium  vero,  M, 
solum  ad  alterum  curvae  ramum  GFE  pertinent. 

V-  \  i'A  \- 
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b 

Etiamnunc'superest,  ut  naturam  sectionum  conicarum,  quae 
quadrangulo  ABCD  circumscriptae  centris  M,  N  et  AT  utuntur, 
investigemus.  AU  narabolarum  quidem  genug  eas  non  pertinere, 
certum  est;  nam  illa  centra  loca  finita  obtinent;  utrum  autem  ellip- 
sibus  an  hyperbolis,  et  quaenam  quibusnam ,  adnumerandae  sint, 
hoc  ex  sequentibus  diiudicari  poterit: 

Omnis  pancti  polaris  harmonica ,  prout  illud  extra  vel  intra 
curvam  se  habet,  ad  ellipsin  relata  aut  eam  secat  et  inter  cen- 
trum  eius  atque  illud  ipsum  punctum  migrat,  aut  extrinsecus  et 
ab  eadem  centri  parte  atque  illud  punctum  existit;  ad  hyperbolam 
vero  relata  aut  curvam  secat  et  e  contraria  centri  parte  atque  po- 
lus  suus  iacet,  aut  non  secat  et  inter  centrum  curvae  et  polum 
suum  transit. 

Quae  quum  ita  sint,  puncta  N  et  K  ellij>sium  centra,  per  A, 
ß ,  C,  D  meantium,  esse  non  possunt.  Nam  lineae  QR,  PR, 
P'Q  pünctorum  P,  Q,  R  polares  harmonicae  sunt  respectu  om- 
nium  sectionum  conicarum,  quae  per  A,  ß,  C,  D  transeunt; 
peque  tarnen  QR  aut  inter  puncta  P  et  N,  aut  ab  eadem  parte 
centri  N  atque  P  se  habet;  eademque  rectae  PR  et  pünctorum 
Q  et  K  ratio  est.  Ex  contrario  autem  neque  centrum  M  ad  hy- 
perbolam potest  referri;  quia,  hoc  si  fieret,  reeta  QR,  quum  inter 
P  et  M  intercedat,  tota  extra  curvam  caderet,  ergo  PA,  externi 
puocti  Q  polaris  harmonica,  ultra  Q  et  M  dimoveretur;  id  quod 
absurdum  est.  Persuasum  igitur  habemus,  M  .ellipseos ,  N  et  K 
duarum  hyperbolarum  centra  esse.  Neque  vero,  quid  istae  qui- 
dem bic  sibi  velint,  latere  poterit,  dum  ad  originem  aequationis 
(II)  regrediamur.  Etenim  quum  expressio  M  Z.  m  X.  s\n  cp ,  quae  §.  1. 
usuvenit,  in  hyperbola  triangulum,  ambabus  asymptotis  ettangenti 
cuilibet  interiectum  significet,  perspicuunr  est,  triangulum  istud  in 
duabus  Ulis  hyperbolis  omnium  minimum  esse. 

Fieri  denique  potest,  ut  hyperbolarum  SrlPqll,Sp1QriiSqlRpi* 
aut  uba  aut  tres  ad  duarum  rectanim  systemata  redigantur.  Quod 
si  enim  aut 

p 

Pi     .  *      lP\      %  n      *7i     ■  * 

eveniat,  vel,  quod  eodem  redit,  si  aut  rectarum  BC  et  AD,  aut 
CA  et  BD,  aut  AB  et  CD  una  per  alteram  in  partes  aequa.es 
secetur,  aequationes  (IX)  singulae  in  binas  hasce  simpliciores 
ilissolvuntur: 


^(pn±qn)=:plx  et  px^qn^O; 
X(pQ±.r7t)=plQ  et  pQ^m—O; 

Theil  XIII. 
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Ex.  gr.  si  ex  illis  sex  conditionibus  eam ,  quae  sola  ad  figuram 
nostram  quadrat,  admittimus,  videlicet  ut  ^—J  evadat,  sive  ut 
recta  BC  per  AD  bifariam  secetur,  erit: 

3(/>x-f-  qn)=pl%  et  px—  fl7t=0;_ 

unde,  assumptis  aequationibns.  (I)  et  (II),  centronim  N ,  K  et  M 
coordinatae  erficiunttir  hae : 

■ 

puneti  N: 

•  »  m 

P=  }ä  (e  +  V  e*+2C-1-e)^) ; 

"  - 


puneti  Ar 

v  =  J  .  ^ (9  +        +  2 ;  r=?r,; 

ST  * 

,  et  puneti  M: 

K — p  ri—Q  .  9 

Sub  illa  igitür  conditione  centrum  ellipseos  quaesitae  cum 
puncto  ¥  confunditur 


§.  9. 

Totius  iam  disquisitionis  nostrae  baec  fere  summa  erit: 

■ 

Theorema4. 

Si  in  quadrangulo  completo  per  centrum  gravitatis 
eius  t  rianguli,  quod  corau  storuni  intersectionibus  de- 
•  terminatur,  tres  rectae  lateribus  parallelae  ducantur, 
primo:  unieuique  paral I elogranun orum,  quae  sie  oriuo* 
tu  r.  hyperbola  circumscribi  poterit,  cuius  asymptotae 
coraustis,  in  ipsa  curva  •  con eurren tibus,  parallelae 
sint;  deinde:  tres  istae  hyperbolae  praeter  gravitatis 
centrum  per  nova  tria  eadcmque  puneta  transibunt, 
et  ea  quidem  puneta  simui  in  quarta  byperbola  sita 
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erutit,  quae  coraustoruiu  quadranguli  et  medietates  et 
in  tersectrones  compiectitu  r;  denique,  id  quod  gravissimura 
est:  st  quattuor  puncta,  quibus  quadrangulum  consti- 
tuitur,  ita  disppsita  fuermt,  ut  nulluni  eomm  intra  tr4- 
angulum  a  reliquis  eff'ectum  cadat,  unum  e  trihus  Ulis 
punctis,  quod  intra  ipsum  quadrangulum  est.  centrum 
erit  ellipseos,  omnium,  quae  huic  quadrangulo  circura- 
scribi  possunt,  minimae;  et  duo  refiqua  duaruni  hyper- 
Nolarum,  eidem  quadrangulo  circuniscr iptarum,  centra 
erunt,  in  quibus  triangula,  inter  asymptotas  et  tan- 
^entes  quaslibet  intericcta^  omnium  minima  et  ob  eam 
ipsam  causaam  inter  se  aequalia  existent. 


T  h  e  o  r  e  nt  a  5. 

>  — 

Quodsi  in  quadrangulo  simplici  una  diagonalium 
per  alteram  bifariaui  secetur,  inter  omnes  ellipses,  ei 
quadrangulo  circumscriptas ,  illa  minima  erit»  cuius 
centrum  medietatem  diagonales  inaequaliter  (Tivisae 
obtinuerit. 


§.  10. 

lllust.  A  n  ge  r  u  s  problematis  nostri  inventionem  ad  resolutio- 
nem  aequationis  cubicae  redegit  atque  ita  ellipsin  quaesitam  per 
numeros  irrationales  sive  per  appropinquationem  determinavit. 
Nostrae  solutionis  similis  ratio  est,  tantum  quod  duarum  hyper- 
bolarum  intersectione  machinamur ,  quod  ille  duarum  radicum  cubi- 
canim  extractione  efliclt  Quanto  autem  facilior  illa  geometrica 
descriptio  numerorum  ista  computatione  eyadat,  praesertim  si  ab 
initio  ellipsis  non  computari  sed  delineari  iussa  fuerit,  facile  ex 
eo  perspicitur,  quod  ad  inveniendam  illam  Intersectionem  perpau- 
ci8  duntaxat  punctis  determinatus  opus  est.  Nam  quum  is  hyper- 
bolae  Sqt  Rpn  ramus,  qui  punctum  M  continet,  inter  rectas  AD 
et  rd  porrigatur  oporteat,  et  quum  eiusdem  hyperbolae  curvatuca 
prope  centrum  M  satis  exigua  sit,  totum  negotium  in  eo  consi- 
stet,  ut  hyperbolae  PRQGti  ea  particula,  quae  inter  F  punctum 
et  rectara  rd  interiacet,  punctatim  describatur,  et  praeterea  duo 
puncta  hyperbolae  Sqx  Rpu  sive  Srx  Pgu»  Spt  Qrllf  quae  in  ea 
regioue  sunt,  per  rectam  lineam  cooiungantur. 


A  n  n  o  t  a  t  i  o. 


Quum  in  comparatione  problematum  sibi  invicem  cognatorum  , 
tum  saepe  utilitatis  insit,  haud  abs  re  puto,  alterius  quoque 
illius,  de  quo  initio  mentionem  feci,  problematis  Solutionen),  quod 
t,  adbuc  incognitam  proponere,  cuius  rationes  vel  e  theore* 

5* 
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mate  1.,  quod  supra  demonstravimus,  vel  ex  iis,  quae  Claris. 
Gauss  in  Zachii  „Monatl.  Corresp.  August.  1810.  p.  112 
— 121"  de  eodem  problemate  doctiit,  repetendae  sunt: 


T  h  e  o  r  e  m  a. 

■ 

Si  in  quadrilatero  completo  super  tribus  segmentis,  quae 
trium  diagonalium  medietates  coniungunt,  totidera  triangula  aequi- 
latera  erigantur,  circulus,,  qui  per  gravitatis  centra  istorum  triari- 
gulorum  Transit«  rectam_  medietates  illas  continentem  in  duobus 
punctis  seoat,  quorum  alterum  ellipseos  centruin  est,  inter  omnes 
il Ii  quadrilatero  inscriptas  maximae,  alterum  hyperbolae,  eident 
quadrilatero  inscriptae ,  cuius  inter  asymptotas  et  tangentem  quaiu- 
libet  triangiilum  omnium  maximutn  intercipihir. 


IV. 

Heber  das  Rationalntachen  von  Zen- 
nern mit  unbestimmt  vielen  irrationa- 
len Oliedern. 

*  \on  dem 

Herrn  Doctor  E.  W.  Grebe, 

Gymnasiallehrer  zu  Cassel. 


1. 

Das  Rationalmachen  solcher  Nenner,  in  welchen  lauter  irratio- 
nale Quadratwurzeln  entweder  allein  oder  in  Gesellschaft  mit 
einem  rationalen  Ausdrucke  als  Glieder  vorkommen. 

Man  behandelt  in  den  Elementen  zum  Zwecke  des  Rational 
machens  gewöhnlich  nur  Nenner  von  den  Formen  a±bV^ß  und 
a\f  A±b\TB9  und  wendet  dabei- den  bekannten  Sata  von  dem  Pro 
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ducte  der  Summe  und  Differenz  an.  Die  Bemerkung  liegt  dann 
nicht  fern ,  dass  man  durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes 

auch  Nenner  bis  zu  den  Formen  it-f-oV/f  -f-c  VC+  d^D  und 

a\A+bV  B-{-c\f  C+rfV^  D  —  es  wird  nicht  nöthig  erscheinen,  hier 
und  im  Folgenden  stets  das  doppelte  Zeichen  zwischen  die  ein- 
zelnen Glieder  zu  setzen  —  rational  zu_niachen_im  Stande  ist. 

Hat  man  nun  aber  schon  die  Form  a+6 V7?+e \T C+d\T D+eVTZ, 
so  erhält  man,  wenn  nicht  durch  den  speziellen  Werth  der  ge- 
brauchten Buchstaben  eine  Vereinfachung  eintritt,  im  günstigsten 
Fall  wieder  einen  Ausdruck  von  derselben  Form  und  Gliederzahl, 
und  man  verzweifelt  an  dem  Gelingen  der  Arbeit.  Und  doch  zeigt, 
eine  genauere  Betrachtung,  dass  das  Rationalmacben  auch  ,bei 
dieser  und  jeder  grossem  Anzahl  von  Gliedern  immer  noch  mög- 
lich ist. 

> 

Wir  wollen  jetzt  annehmen ,  dass  in  dem  Ausdrucke 

a+b\TB+c\rC  +  dV~B  +  eVE+fVT+  

die  gebrauchten  grossen  Buchstaben  keinen  quadratischen  Factor 

mehr  enthalten,  und  mit  ß,  y,  d\  c,  £,  ,   von  denen  dasselbe 

gelten  soll ,  und  ausserdem  noch  vorausgesetzt  werden  mag ,  dass 
keine  zwei  dieser  Elemente  einen  gemeinschaftlichen  Factor  haben, 
entweder  identisch  oder  durch  Multiplication  aus  mehreren  von 
ihnen  zusammengesetzt  seien.  Es  ist  dann  klar,  dass  der  eben 
biogestellte  Ausdruck  ein  besonderer  Fall  von  einem  andern  sein 
muss,  welcher,  wenn  wir  uns  z.  B.  auf  drei  Elemente  beschrän- 
ken, ausser  dem.  rationalen  Gliede  noch  Glieder  mit  Vp,  y> 

d,  \ßy,  V~ ßö,  Vyd  und  Sf  ßyö  haben,  im  Allgemeinen  aber 
als  Radicanden  sämmtliche  Unionen,  Binionen,  Ternionen  u.  s.  w. 
ohne  Wiederholung  bis  zu  dem  Product  sämmtlicher  vorhande- 
nen Elemente  aufführen  würde.  Wir  betrachten  einen  solchen 
Ausdruck,  wie  den  zuletzt  gedachten  etwas  näher.  Derselbe  hat 
offenbar  die  Eigenschaft,  dass  wenn  er  mit  einem  oder  mehreren 
anderen  Ausdrücken,  die  sich  von  ihm  nur  durch  den  besonderen 
Werth  des  rationalen  Gliedes  und  der  CoeflScienten  der  irrationa- 
len Glieder  unterscheiden,  multiplicirt  wird,  immer  wieder  Aus- 
drücke von  derselben  Form  und  Gliederzahl  zum  Vorschein  kom- 
ineu. Die  Anzahl'  der  Glieder  eines  solchen  Ausdrucks  beträgt 
aber  bei  n  Elementen 

tt  .  n(n  —  1)     »(»-!)  (»— 2)  . 

1+r+_rFr  +  — ro — +  

•  m 

N 

oder,  da  dieses  die  BinomialcoefhVienten  der  nten  Potenz  sind, 
2".  Einen  rational  zu  machenden  Nenner  mit  lauter  Quadratwur- 
zeln können  wir  also  immer ,  wenu  wir  in  den  Radicanden  n  Ele- 
mente unterschieden  haben,  durch  Einführung  der  Null  als  ratio_ 
nales  Glied  oder  als  Coefficient  eines  oder  mehrerer  irrationaler 
zu  einem  2"gliederigen  Ausdrucke  vervollständigen,  und  es  han- 
delt sich  mithin  jetzt  nur  um  das  Rationalmachen  dieses  letzte- 
ren. Sondern  wir  ein  Element,  etwa  ß,  von  den  n — 1  übrigen 
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Elementen  ab;  so  bedingen  diese  letzteren  für  sich  nur  einen 
2"- 1  gliederigen  Aufdruck,  welcher  mit  M  bezeichnet  werde.  Das 
Element  ß  kommt  also  in  den  2»-1  übrigen  Gliedern  vor,  und  das 
Aggregat  dieser  Ihsst  sich  durch  iVV/j,  der  ganze  2»  gliederte 
Ausdruck  also  durch  üf+iVV/*  darstellen.  Erweitert  man  mm 
den  gegebenen 'Bruch  mit  iW?,  so  erhält  man  als  neoeo 
Nenner  M*-JS*ßf  welcher  offenbar  nur  2«- 1  gliederig  sein  kann. 
Ebenso  wie  man  sich  aus  einem  2*  gliederigen  Nenner  eine» 
•  <2«— iglied erigen  verschafft  hat,  gelangt  man  nun  weiter  von  diesem 
zu  einem  2n-agliederigen,  und  bei  gehöriger  Fortsetzung  zuletzt  von 
einem  zweigliedrigen  Nenner  zu  einem  rationalen. 

Beispiel.   Es  sei  ein  Bruch 

42-2^2—40^+29^0+6^5—10^30 
7V2— 3  V* 5-5  VTif  W  1Ö+V3Ö 

vorgelegt,  der  so  umgeformt  werden  soll,  dass  sein  Nenner  rati- 
onal wird.  Da  in  dein  vorgelegten  Nenner  nur  N  die  Zahlen  2,  3 
und  5  als  Elemente  der  ßadicanden  vorkommen,  so  wurde  der- 
selbe bis  auf  acht  Glieder  vervollständigt 

0+7^+0^3-3^5—5^0+2^ 10+0VTB+V3Ö 

lauten.  Sondert  man  die  Glieder,  welche  den  Factor  V 5  haben, 
von  den  übrigen  ab,  so  kann  man  den  Nenner  auch  schreiben: 


(7  V2-öV6)+ (-3+2  V2+ V6)  . 

Erweitert  man  nun  den  ganzen  Bruch  mit  der  dieser  Summe  ent- 
sprechenden Differenz  und  reducirt,  so  erhält  man 

- 

- 

892+639V2— 540 V 5^+1080^ 5 -420  V6-180VTÖ-266VT5 -120^30 


133+60^2-180^3+30^6 

Erweitert  man  abermals  mit  (133+60  V*2)  +  (180— 30 V^VS, 
so  kommt 

195316  +  104307  V2  + 155422^15—168720^ 
—77711  +  84360  ^2 

und  wenn  man  diesen  Bruch  abermals  mit  77711  +  84360  V2  erwei- 
tert; so  entsteht  ein  Bruch  mit  rationalem  Nenner,  der  «ich  dann 
leicht  zu  dem  Endresultat 

4+3V2-2V^15 

*  •  < 

umwandeln  lässt. 
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Es  ist  absichtlich  411  «lein  Bisherigen  zuerst  gezeigt  «Vörden, 
das6  zum  Rationalmachen  eines  Nenners  plit  lauter  Quadratwnr- 
zelo  der  Satz  vou  dem  Producta  der  Summe  und  Differenz  allein 
schon  hinreicht.  Doch  wurde  man  auch  hier  durch  ein  Verfah- 
ren von  allgemeiner  Anwendbarkeit  haben  zum  Ziel  gelangen  kon- 
neu,  nämlich  durch  die  Methode  der  unbestimmten  Coeflicienten. 
Hätte  man  für  das  gegebene  Beispiel  angenommen,  der  Werth 
de«  vorgelegten  Bruchs  sei 

uorf  hätte  man  nun  diesen  Ausdruck  mit  dem  Nenner  multiplicirt; 
so  würde  man  wieder  zu  acht  Gliedern  gelangt  sein ,  die  man  mit 
dem  vorgelegten.  Zähler  hätte  vergleichen  können.   Es  würde  sieb 
'  auch  dann  ergeben  haben : 

• 

^5  —0;  .r6  =  0;  a>  =^2;  jt8=0. 


2. 

Untere  Aufgabe  in  ihrer  Allgemeinheit  mit  der  einzigen  beschrän- 
kennen  Bedingung ,  dass  die  Wurzelexponenten  der  vorkommen- 
den irrationalen  Glieder  rational  seien. 

Sollen  wir  den  Nenner  eines  Bruchs  rational  machen,  dessen  sämmt- 
liehe  Glieder  ausser  einem  etwa  vorhandenen  rationalen  von  der  Form 
1 

p\R  sind,  und  gestatten  wir  nur  rationale  Werthe  für  den  Wur- 
zelexponenten q\  so  können  wir  durch  bekannte  Umformungen  et- 
waige negative  und  gebrochene  Wurzelexponenten  beseitigen,  und 
wir  brauchen  demnach  unsere  Betrachtungen  nur  auf  ganze  posi- 
tive Wurzelexponenten  zu  erstrecken.  Sind  ferner  die  in  demsel- 
ben Nenner  vorkommenden  Wurzelexponenten  alle  oder  doch  zum 
Theil  ungleich;  so  können  wir  wieder  so  umwandeln,  dass  ein 
uberall  gleicher  Wurzelexponent  entsteht,  der  dem  kleinsten  Di- 
viduus  aer  früheren  Exponenten  entspricht.  Ist  dieses  alles  ge- 
schehen, so  sei  unser  Nenner 

- 

m  m  im   m  m 

a  +  ö  c  VC+  d  VT)  +  eV~E  +  fVF+  

- 

Legen  wir  auch  hier  den  Buchstaben  ß,  y9  ö,  e,  eine  ähn- 
liche Bedeutung  wie  oben  bei,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass 
jetzt  jeder  der  Buchstaben  H ,  C,  Df  E,  F,....  auch  die  Poten- 
/ea  von  ß,  y,  S,  £,  £,   bis  zur  (##t— 1)  ten  Potenz  einschliess- 
lich als  ractoren  enthalten  darf;  so  läset  sich  auch  hier  wieder 
behaupten,  der  rational  zu  machende  Nenner  sei  eio  besonderer 
Werth  eines  allgemeinen  Ausdrucks,  der  die  Eigenschaft  hat,  mit 
andern  Ausdrücken  derselben  Art  niultiplicirt  jedesmal  wieder  nur 
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AuSdrGeke  von  derselben  Beschaffenheit  und  Gliederzahl  hervor- 
zubringen. Die  fragliche  Gliederzahl  ist  aber  eben  so  gross,  "als 
die  Zahl  der  Glieder  in  der  Entwickelung  des  Products 

(1+0  +  0*  +  .... +0»»-')  (l+y+y«+....+ym-l)  (....)  (,...)  „.  W.; 

also  für  n  Elemente  =m*.  Die  Regel  für  das  Rational  machen  des 
gegebenen  Nenners  ist  nun  die,  dass  man  sich  den  erforderlichen 
mn gliederigen  Ausdruck  mit  unbestimmten  Coefficienten  bilde,  den- 
selben mit  dem  Nenner  multiplicire  und  das  Product,  welches 
ebenfalls  mn  gliederig  sein  muss,  mit  dem  Zähler  oder  einem  Factor 
des  letzteren,  wozu  man  der  Einfachheit  wegen  immer  die  Zabll 
nehmen  kann,  vergleiche. 

Beispiel.   Man  soll  den  Nenner  des  Bruchs 

- 

1 

3  3 

1+V2+V3 

rational  machen.   Alan  setze  den  Werth  dieses  Bruchs  gleich 
xx  +*a  ^2+orsV3+^4+a:6^  +  a:Ä{^+^1rh2 

3 

+  jr8VT8+ar9V36. 

Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  l+V^+V^  und  setzt 
das  Product  gleich  1;  so  erhält  man  die  neun  Gleichungen 

*i +2tf4  +  &r6=l, 
*i  +3x8=0, 

a?4+  *2  +  &r9=0, 

^6  +  2^9+  ^3=0» 
*6  +  *3  +  ^2=0, 
#7  +         +  *4=0, 

ar8+  xb  +  *6=0, 
.ry«+  x9  +  *7=0; 

* 

aus  welchen  folgt: 

*  .  1 

r i  =  ~  3  ^4  =  + e  ' 

*2  =  +  J  ^6  =  + J 

n  1 
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*>  =  +  6   6  * 

Der  vorgelegte  Brach  ist  also  an  Werth  gleich  dem  Ausdrucke 

—  5+5  V4+ 1  VT>  - J  V«+ J  fü-l  ^36 

oder  dem  Bruche 

-2-f  2  V2-f  V* 4f 2Vr9-2Vr«+ Viä-V^ 36 

 ~6  :  • 


*  - 


V. 


Betrachtung  zweier  besonderen  Ar- 
ten von  Crleichungen  und  ihre  Anwen- 
dung zur  Herleitung  der  Hauptglei- 
chungen der  ebenen  Trigonometrie. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

Professor  der  Mathematik  zu  Taroow  in  Galtsien. 


Es  wäre  wönschenswerth,  dass  die  Lehrbücher  der  Algebra 
manche  in  der  Anwendung  häufiger  vorkommende  ausgezeichnete 
Arten  von  Gleichungen  allgemein  und  umständlich  erforschen 
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mochten,  damit  die  Ergehnisse  in  der  Folge  an  den  geeigneten 
Stellen  sogleich  vortheiihaft  benutzt  werden  konnten.  Wie  ich 
dies  meine,  wird  aus  dem  Folgenden  völlig  klar  werden. 


A.    Betrachtung  gleichartiger  Gleichungen. 

Bekanntlich  heisst  ein  algebraischer  Ausdruck,  der  mehrere 
Grössen  /> ,  C,...  derselben  Art  enthält,  gleichartig  (ho- 
mogen), wenn  alle  seine  Glieder  die  nämliche  Abmessung  (Di- 
mension), d.  i.  einerlei  Summe  der  Exponenten  der  in  je  einem 
Gliede  vorkommenden  solchen  Grössen ,  haben ;  und  man  nennt 
diesen  Ausdruck  von  der  so  vielten  Abmessung,  als  diese 
Stimme  ansieht.  Eine  Gleichung  ist  gleichartig,  wenn  ihre 
beiden  Theile  sowohl  einzeln  als  auch  unter  sich  gleichartig  sind. 

Lehrsatz  Sind  die  in  einer  gleichartigen  Glei- 
chung vorkommenden  Grössen  A,  B,  6*,...  derselben 
Art  proportional  gewissen  anderen  o,  6,  c,....  der  nem- 
lichen  oder  einer  anderen  Art,  ist  nemlich 

A:B:  C:...=a:6:c:...; 

so  ist  es  gestattet,  jede  der  ersteren  Grössen  durch 
ihre  proportionale  aus  der  letzteren  zu  ersetzen. 

Beweis»  Seien  erstlich  wenigstens  die  Grössen  der  zwei- 
ten Art  Zahlen,  und  sei  der  Quotient  A.u  Q,  so  ist  auch 
B:b=Q9  Cic—Q,...,  und  Q  ist  eine  Grösse  der  nemlichen Gat- 
tung wie  A,  B,  C, ...  so  wie  auch  A=aQ,  Z?  =  6Q,*C=c#f... 
Ersetzt  man  nun  in  der  ersten  Gleichung  die  Grössen  A,  B,  C,... 
durch  die  Producte  aQ,  bQy  c©,...,  und  führt  man  die  Rechnuu- 

Sen  mit  ihnen  —  je  nachdem  es  angeht  —  wirklich  oder  nur  eom- 
inatorisch  (symbolisch)  aus;  so  muss  in  beiden  T heilen  der  Glei- 
chung diejenige  Potenz  von  Q  als  gemeinschaftlicher  Factor  aller 
Glieder  heraustreten,  als  von  welcher  Abmessung  sämmtliche Glie- 
der, also  auch  beide  Gleichungstheile  sind.  Danach  fallt  nun  die- 
ser gemeinsame  Factor  aus  der  Gleichung  heraus,  und  an  die 
Stellen  der  Grössen  A  .  B,  G\...  sind  die  ihnen  proportionirten 
Zahlen  a,  b,  c,....  getreten.  Wäre  die  Gleichung  insbesondere 
von  der  nullten  Abmessung,  so  würde  dieser  Factor  schon 
aus  jedem  einzelnen  Gliede  herausfallen. 

Da4iiebei  auch  A:Q=a,  B:Q—b,  C:Q=cf...  ist,  so  sind 
a,  b,  c,  die  Zahlwerthe  (Werth-  oder  Masszahlen)  der  Grössen 
A,  By  C,-v  i»  Bezug  auf  Q  als'  Masseinheit  dieser  Grössen- 

Sattung.  Mithin  ist  es  gestattet,  in  jeder  gleichartigen  Gleichung 
ie  vorkommenden  Grössen  durch  ihre  Werthzahlen  zu  ersetzen. 
Dann  aber  ist  es  —  weil  der  Rückschritt,  wenigstens  bei  cornbi- 
natoriseber  Rechnung,  un verwehrt  bleibt  —  auch  erlaubt,  umge- 
kehrt die  Werthzahlen,    in  Bezug  auf  welche  eine  Gleichung 
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gleichartig  ist,  durch  die  Grössen  selbst,  denen  sie  angehören, 
zu  ersetzen.  *  » 

Zweitens  seien  beide  Arten- der  Grossen  noch  ungern  es- 
sen, also  z.  B.  Winkel,  Strecken,  Flächen-  oder  Körperräume, 
Zeiten,  Gewichte  u,  den»!,  seihst,  noch  nicht  durch  Zahlen  vor-  > 
gestellt.  —  Sind  sie  zugleich  von  einerlei  Art,  so  darf  man  noch 
wie  vorher  jede  der  ersteren  Art  durch  ihre  proportionale  aus  der 
zweiten  Art  theilen,  nur  ist  hier  der  Quotient  Q  eine  Zahl,  und 
es  gilt  daher  wieder  die  vorige  Schlussweise  im  Beweise.—  Sind 
jedoch  die  Grossen  von  verschiedener  Art,  z.  B.  die  einen  Flä- 
chen, Zeiten,...,  die  anderen  Winkel,  Strecken,...;  so  ist  jenes 
Theilen  nicht  mehr  erlaubt.  Seien  dann  a,  ß,  y,...  die  Zahlen- 
werthe  der-  Grössen  A,  B,  in  Bezug  auf  was  immer  für 

eine  Masseinheit,  die  von  jeder  aus  ihnen  verschieden  ist,  so 
dass  kein  Zahlwerth  =1  wird;  so  können  diese  durch  jene  ersetzt 
werden ,  und  die  Gleichung  bleibt  noch  gleichartig.  Weil  aber 
A: B:  C:...—  a:b:c:...  vorausgesetzt  ist,  so  muss  such  a:ß:y:... 
=  a:6:c,...  sein;  folglich  können  a,  ß,  auch  als  zusammen- 

gehörige Zahlwerthe  von  a,  b,  c,...  angesehen  und  daher,  ver- 
möge des  Obigen,  auch  wieder 'durch  diese  Grössen  ersetzt  wer- 
den. Dann  aber  sind  die  ursprünglichen  Grössen  A,  B,  C,.... 
einer  Gattung  eigentlich  durch  die  ihnen  proportionalen  a,  6,  c,... 
einer  anderen  Gattung  ersetzt. 

Da  sonach  alle  möglichen  Fälle  erschöpft  sind,  so  gilt  der 
Satz  ganz  allgemein. 


3. 

» 

AÄ.    Benutzung  dieser  Gleichungen  zur  Ableitung  von 
Hauptgleicbungen  der  geradlinigen  Trigonometrie. 

Sind  a,  6,  c  die  Seiten  eines  geradlinigen  Dreieckes  und  «, 
,  y  in  derselben  Ordnung  ihre  Gegenwinkel ,  so  erweist  man  be- 
"ich  höchst  einfach  die  beiden  folgenden  Sätze: 


(2) 


.  (I)        „    «  +  /5  +  y=180<\ 
ti         b  c 


sin«      sin/f  siny 


Aus  ihnen  aber  lassen  sich  vermöge  des  so  eben  erwiesenen 
Lehrsatzes  nachstehende  andere  Hauptgleichungeu  sehr  leicht 
ableiten.  1 

1.   Aus  (1)  folgt  sin«=:sin(0  +  y)  oder 

(0)  sin«=sin|3cosy  +  8inycos/3. 

Ersetzt  man  nun  hierin  die  sin  durch  die  ihnen  vermöge  (2)  pro- 
portionalen Seiten,  so  erhält 
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» 

(3)  az=bcö&y+  ccos  ß  , 

bekanntlich  die  Grundgleichung  der  gesanunten  ebenen  Trigo- 
nometrie. 

II.   Die  Gleichung  (0)  giebt  ferner 

■ 

sin  <x= sin  ß  (cos  y  +  sin  y  cot  ß) 

folglich,  wenn  man  sin«,  sin/3  durch  ihre  Proportionalen  a,  b 
ersetzt» 

a=r^cosy+6siny.cot/3, 


ia     a— 6  cosy  bsmy 
(4)  cotß^z—r-. — !,  tang£  =  — r— 
v  7  .    r       osiny  or    a— ocosy 

findet. 

III.  Erhebt  man  die  Gleichung  (0)  zur  zweiten  Potenz  und 
umstaltet  diese  in  folgender  leicht  zu  überschauenden  Weise,  so 
erhält  man 

sin  a* = sinjS*cosy*  -f-  siny*cos/3*  +  2  sin  ß  sin  y  cos/5  cos  y 

= sin/S*  (l— siny2)  +  siny2  (1  —  sin/32)  -f  2sin^siny  cos/3  cosy 
=  sin/3*    sin  y2  -|-  2sin/3  siny  (cos/3  cosy  —  sin/3  sin  y) 
=  sin/32  -f  siny2  -f  2sin/3  siny  cos  (ß  -f  y) , 

oder  weil  vermöge  (1) 

cos(/3+y)=— cos« 

ist, 

sin  «2 = sin  ß?  -f  sin  y2 — 2  sin/3  siny .  cos  a . 

Setzt  man  abermals  statt  der  sin  die  ihnen  proportionirten 
Seiten,  so  erfolgt 

(5)  o2=o2  +  c2— 26c  cos  «, 

der  bekannte  erweiterte  Py  th agor ische  Lehrsatz. 

IV.  Allgemein  gelten  fär  jede  zwei  Winkel  a  und  ß  die 
Gleichungen 

1  i 

sin«  +  sin  ß = 2sin  j  (a+ß)  cos  ^  («— ß) , 

.  _    Ä      i  1 
sin  « — sin/3  =  2  cos  ^  («+  0)  sin    (« —P) ; 

daher  ist  auch 
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sin  a 


+  sinj3  ta"g2(a+/5) 


sina  —  sinß  1 

tanggY«—  0) 

Gehören  nun  diese  Winkel  einem  geradlinigen  Dreiecke  an, 
und  ersetzt  man  ihre  Sinus  durch  ihre  proportionalen  Gegenseiten, 
so  erhält  man  den  bekannten  Satz 

(6)  5=6  =      ,1       o  ' 

tangg  («— 0) 


II.  Theil,  1842,  %  Heft.  S.  215.  -  2t8.  die  Haupt-  und  mehrere 
andere  wichtige  Gleichungen  der  geradlinigen  Trigonometrie  ab- 
geleitet 


B.  Betrachtung  zweier  und  dreier  erstgradiger  Glei- 
chungen mit  drei  Unbekannten. 

4. 

* 

Das  Folgende  einleitend  betrachten  wir  zuvörderst  folgende 
zwei  erstgradige,  die  drei  Unbekannten  x,  y,  z  enthaltende 
Gleichungen : 

-     (1)  cur-f  %  +  cz=0, 


a'x  +  6'y  +  c'2  =  0. 


Diese  Gleichungen  können  nicht  die  vollständigen,  sondern 
(vermöge  des  Art.  2)  nur  proportionale  Werthe  der  Unbekannten 
bestimmen,  weil  sie  in  Bezug  auf  diese  gleichartig  sind.  Zur  Er- 
mittelung dieser  Proportionalen  eJiminiren  wir  je  eine  der  drei  Un 
bekannten,  indem  wir  die  erstere  Gleichung  mit  einem  unbestimm- 
ten Multiplicatoi-  X  multipliciren,  und  im  Unterschiede  beider  Glei- 
chungen 

(a! — Xa)  x  -f  (b' — Xb)  # -f  (c7    *c)  x = 0 
den*  Factor  der  zu  elintinireoden  Unbekannten  Null  machen. 
Setzen  wir,  x  eliminirend,  a'  =  Xa,  so  wird 
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y  * 

Ac  —  c'^b'-lb 


daher,  wenn  wir  die  Nenner  mit  a  multipliciren  und  Xa  durch  «' 
ersetzen , 


ca' 


JT  ;  x 

—  c'a-ab'-a'O' 


Setzen  wir,  y  eliminirend,  b'  =  lb,  oder  vertauschen  wir  in 
der  letzten  Gleichung  y  mit  4;,  also  b  mit  a;  so  erhalten  wir 


x 


b'c-bc'-a'b-ab'* 

Diese  Ausdrücke  gleich  stellend  finden  wir  zu  den  Gleichun- 
gen (1)  die  ihnen  gleich  geltenden  Verhältnisgleichungen 

* 

0  x  g  x 

W  bc'-b'c-  ca'  -da~  ab'  -  «V 

in  denen  die,  den  Unbekannten  x,  y,  t  proportionirten ,  Unter- 
schiede aus  den  Coefficienten  der  Gleichungen  (1)  nach  einem 
'  •  '  A  überschaulichen  Gesetze  gebildet  werden. 


5. 


Untersuchen  wir  als  weitere  Vorbereitung  auch  noch  die  fol- 
genden drei  erstgradigen  Gleichungen  eben  der  drei  Unbe- 
kannten: 

» 

(3)  ax  +  by  +  et  =0, 

0^+6^+^1=0; 

so  erhellt  auch  hier,  dass  aus  gleichem  Grunde  wie  vorher  selbst 
diese  drei  Gleichungen  blos  proportionale  Werthe  der  Unbekann- 
ten zu  bestimmen  geeignet  sind,  und  auf  zwei  ihnen  gleichgeltende 
Verhältnissgleichungen  zurückgebracht  werden  könoen,  zu  denen 
jedoch  für  die  dreimal  drei  Coefficienten  eiue  Bedingungsgleicbung 


Diese  Bedingungsgleichung  ergibt  sich  leicht,  wenn  man 
aus  zwei  Gleichungen,  z.  B.  aus  den  beiden  ersten  mit  den  obi- 

§en  (1)  übereinkommenden,  die  Proportionalen  (2)  bestimmt,  und 
iese  in  der  dritten  Gleichung  substituirt;  sie  wird  sonach  ^ 

(4)  ab'c»-a''b'c+a'bnc— a*b"c' \d'bc'-a'bc"=Q . 

Weil  jedes  der  drei  aus  den  drei  Gleichungen  (3)  sich  ergebenden 
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Paare  Ton  Gleichungen  drei  Proportionalen  zu  den  Unbekannten  lie- 
fert, so  wurde  man  drei  mal  drei  solche  Proportionalen  finden,  von 
denen  aber  jede  nur  aus  den  Uoefticienten  je  zweier  Gleichun- 
gea  gebildet  wäre. 

Um  jedoch  —  wo  möglich  —  Proportionalen  zu  finuen,  die 
R08  den  Coetticienten  aller  drei  Gleichungen  symmetrisch  zu- 
sammengestellt werden,  setzen  wir 

» 

(4)  Lx+My  +  Nz=u9 

indem  wir  Lf  ty,  N  später  passlich  zu  wühlen  uns  vorbehal- 
ten und  eine  neue  Unbekannte  u  einfuhren. 

Multipliciren  wir  sofort  die  Gleichungen  (3)  mit  den  unbe- 
stimmten Multiplieatoren  X,  p,  v,  und  ziehen  die  Producte  von 
der  Gleichung  (4)  nb,  so  finden  wir 

i 

u=(L—Xa)x  +  {M—Xb)y  +  (iV—  Xc)z 

=  (L-va")x+(M—vb")y  +  (iV-vc")z. 

Waren  nun  die  Multiplieatoren  L,  At,  N  und  X,  ft,  v  so  be- 
messen, dass  im  ersten  Ausdrucke  von  u  nur  x,  im  zweiten  nur 
V  und  im  dritten  nur  z  bliebe,  daher 

(5)  u=(L— Xa)x = (M—pö')y=(N-vc")z 
ausfiele;  so  müsste 

(6)  L=na'=va",  M=vb"  =  Xb,  N^kc^pc' 

» 

♦ 

sein.  -  Dies  kann  jedoch  nur  geschehen ,  wenn 

ist,  also  die  weitere  Bedingungsgleichung 

(!)  a'b"c  =  a"bc' 

besteht   Zugleich  ffinde  man 

,    ■         L      u     v       M     v     l      iV     i  n 

(8)       ??=ä"=ä"  b!rb=b=b1'  -^'-c'-7- 

Um  aber,  wie  es  die  Gleichungen  (3)  erheischen ,  die  sechs  un- 
bestimmten Coetticienten  unter  sich  zu  verknüpfen,  setzen  wir 
L 

entweder  — rr/  gleich,  einer  der  Zahlen  b,  c,  denen  in  den  bei- 
den  anderen  Gleichungen  v  und  fi  proportional  sind; 

oderjyj- gleich  einer  der  Zahlen  c' ,  a' ,  denen  in  den  beiden 
anderen  Gleichungen  X  und  v  proportional  sind; 


oder  endlich ~r gleich  einer  der  Zahlen  a",  b",  denen  in  den 

zwei  übrigen  Gleichungen  fi  und  X  proportional  sind. 

Danach  ergeben  sich  jene  Coefticienten  leicht,  und  sind  nur 
noch  in  Hie  Gleichunsen  (5)  zn  setzen ,  um  die  gewünschten  Ver- 
hältnissgleichungen als  Stellvertreter  der  vorgelegten  Gleichungen 
(3)  zu  erhalten. 

L 

Beispiel.   Setzen  wir  -7^=6  so,  wird 

L=h'a''b,  ii=a"b,  v=za'b; 
M=a'b''b,  X=a'b'f; 
N=a'b"c  =  a"bc'; 

folglich  sind  die  gesuchten  Verhältnissgleichungen: 

(9)         (a"b  -  ab»)a'x=:{a'b"-a"b')  by=  (c'a*— cV)  bz , 


6. 

-  . 

Eine  besondere  Art  der  allgemeinen  Gleichungen  (3)  ist 
diejenige,  bei  welcher  der  Bedingungsgleichung  (7)  dadurch  ent- 
sprochen wird,  dass 

(10)  b"  =  c'  =  A,  c;=za"  =  B,  a'=b=C 

ist.   Hier  übergeben  die  Gleichungen  (8)  in 

L       M       N     X     jt  v_ 
,(11)  BC-  CA—AB—~Ä-~B-C 

Schreibt  man  nun  die  Gleichungen  (3)  mit  Beachtung  der 
Gleichheiten  (10)  und  (11)  ab,  und  lässt  bei  den  Buchstaben  6', 
c"  die  jetzt  entbehrlichen  Sfriche  weg,  so  erhält  man  folgende 
merkwürdige  und  in  vielen  Forschungen  auftretende  Art  von  Glei- 
chungen*): 

(12),  aar +^  +  J&i  =  ü, 

Cx  +  by  +Az=0, 
Bx  +  Ay+  cz=0. 

Sie  sind  demnach  vermöge  (4)  an  die  Bedingangsgleichung 


•)  Cauchy  durfte  wohl  der  Erste  sein,  der  sie  so  anordnet,  s.  B. 
in  Minen  Exereices  de  math  £ma  tiques,  1827.  t.  II.  p.  87.  bei  den 
Trägheitsmomenten,  1828.,  t.  HI.  p.  5.,  10«,  17.,  83.  bei  den  Flächen 
der  2.  Ordnung. 
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(13)  abc~  a<**— oß*  — cC*  +  2i4BC=0 

gebunden  und  den  Verhältnisgleichungen 
(14)     ^     -  (BC-aA)x=(CA-bB)y=(AB-cC): 
gleich  geltend. 

Diese  Verhältnissgleichungen  lassen  sich  noch  wie  folgt  um- 
gestalten.   Setzt  man  für  einen  4       1 '*  1 


(15)  BC-aA=H,  CA-bB=X>,  AB-cC=€; 

wodurch  sich  die  Gleichungen  (14)  auf 

(16)  %*  =  2>y  =  <Lz 

vereinlachen,  so  findet  man  durch  Multiplication : 

/   .  2>€=A*BC-AbB*-Ace*  +  bcBt\ 

O  =  B*CA  -  BcC*-BaA*  +  caCA , 
212  =  C*AB  -  CaA*—  CbB*  +  ab  AB. 

i 

Zieht  man  hiervon  die  der  Reihe  nach  mit  A,  B,  C  multipHcirte 
Bedingungsgleichung  (13)  ab,  so  erhält  man: 

- 

2>€=üc(BC-aA)-A*(BC-aA)  =tH(bc-A*) , 
€X=ca(CA  -  6B)—B*(CA-bB)=£>  {ca—B1}, 
X*=ab(AB-eQ  —  C*(AB-cC)==€(ab-C*).  . 

Setzt  man  noch  für  einen  Augenblick 
(17)  bc-A*=a,  ca-fr=ß,  a6- C*=y; 

so  übergeben  die  letzten  Gleichungen  in 


-ä^ß,  y; 

welche  paarweis  roultiplicirt 

(18)  2l2=fts  »*=y«,  <£*=«/* 

und  sonach 

- 

(19)  «2P=/J»*=y<E*=«/3y, 

* 

folglich 

<geben ;  wofür  man  bequemer 

Theil  XIII.  ö 
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^  l  „1.1 


setzen  kann. 

In  den  Gleichungen  (16)  wird  man  demnach  Ü,  J&,  <L  durch 

Iii  '    '  * 

ihre  Proportionalen  ^ ,        ,  —  ersetzen ,  und  erhält  sofort 


oder  nach  den  Gleichungen  (17) 


(30) 


als  die  neue  Form  der  Verhältnissgleichungen. 

Führt  man  noch  in  den  Gleichungen  (18)  und  (19)  an  die 
Stelle  der  Hilfszahlen  H,  X>,  £;  a,  ß,  y  ihre  Ausdrücke  (15)  und 
(17)  ein,  so  ergeben  sich 

(21)  (BC~aA)*=i(ca— J5*)(a&— C2), 

(CA-bß)*=  («Ä—C»)  {bc- A*) , 
(^  £-cC)a = {bc-A*)  (ca  -  B2) 

und  ' 

(22) 

(bc-A*)  (ÄC^42)2=(ca— Ä2)^— bB*)*={ab—  C*)  (AB— cC)1 

=t6c-42)  (ca-B2)  (aA-C2), 

als  andere  Gestalten  der  Bedingungsgleichung  (13). 

Diese  Bedingungsgleichung  gestattet  noch  eine  andere  merk- 
würdige Darstellung.   Theilt  man  sie  durch  ABC,  so  wird  sie 

n  qoc  a-A  bB  cC  9 
ü  ~  AßC~BC~~CA~~ÄB  +  1 

/i  \  •  /<     bB       t     cC  N      ,     a6c  v 

=  <1— 5c)+(1-ca>  +  (1-3»)"(1""Zße>; 

und  man  sieht  sich  aufgefordert,  zur  Abkürzung 

zu  setzen.   Dadurch  wird 

<iA     -         6/?    _         cC  - 
BC-l~a>  CÄ  —  l-~b>  AB  =  l~c 
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und  da*  Product  dieser  Ausdrucke 

* 

abc 

ZgrC=(l-ft)(l-b)l-f) 

=  1—  a-b— c  +  b<  +  ca  +  ab~ abc. 
Substituirt  man  oben,  so  wird 

0=bc  +  ca  +  ab  —  abc 

Theilt  man  diese  Gleichung  durch  abc,  so  übergeht  sie  in 

1,1.1  . 

 h  7-  4-  —  —  1 

r 

oder,  wenn  man  die  früheren  Ausdrücke  wieder  herstellt,  in 

1  1  1 

(23)        —  ^r+-— bB+— W=1' 

1~ßC    1~CÄ  *~ÄB 

weiches  die  gesuchte  bemerkenswerthe  Gestalt  der  Bedingung* 
&le.chung  (13)  ist. 


7.  . 


Will  man  die  eigenthümiich  geformten  Gleichungen  {12)  un- 
mittelbar, ohne  von  einer  allgemeineren  Form  zu  ihnen  herab- 
zusteigen, in  Behandlung  nehmen,  so  durfte  der  folgende 
Vorgang  .vor  anderen  den  Vorzug  verdienen. 

Theilt  man  diese  Gleichungen  der  Ordnung  nach  durch  BC; 
CA,  AB,  so  lassen  sich  ihnen  folgende  Formen  ertheilen: 


BC  AB'  C 
A+  CA'B  +  C-"' 

Diese  fiormen  fordern  aber  sogleich  zur  Einführung  nachste- 
hender Abkürzungen  auf: 

m 

(95)  = 

a  I 

I 

™  BC=aCÄ-P'ÄB=r> 
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X 

durch  deren  Einführung  die  letzten  Gleichungen  die  höchst  ein- 
fache Gestalt 

(27)  «J+i*+f=0, 

annehmen,  in  der  sie  sogar  nur  noch  drei  Coefficienten  anstatt 
der  früheren  sechs  enthalten. 

Setzt  man  noch  (i'ir  einen  Augenblick 

zieht  hievon  die  Gleichungen  (27)  einzeln  ab,  und  benutzt  die  Ad- 
dition der  Verhältnissglieder;  so  erhält  man* 

\  I  n  L, 

=  1   "   l  ~~  t 

—       ■  ■   i — ■  ■ 

1  —  a     J  —  ß     1  — -  y 

i-f 

=  1  +  r" 


1  — a  '  1-0  *  1-y 

Mithin  lassen  sich  die  Gleichungen  (27)  durch  die  Verhält 
nissgleichungen 

(28)  (l-a)l=(i-ß)r,  =  (l-y)t 

ersetzen,  und  ihre  Coeflficienten  sind  an  die  Bedingnngsgleichung 

gebunden,  welche  durch  Beseitigung  der  Nenner  die  Form 
(30)  aßy-ct-ß-y+»=0 

annimmt. 

Aus  eben  jener  Bedingungsgleichung  findet  man  anderweitig 
1.1  1  ßy-l 


oder 


(31)  -  (1  —  /?)  (1  - y)  =  (1  —        —  1),  und  nachgebildet 

.  a-7)(l-«)=(i-0)(y«-i), 
fl-«Xi-«=a-y)(^I). 
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Die  Producta  je  zweier  solcher  Gleichungen  liefern  Sofort 

(32)  (l-«)»  =  («jj-l)(«y-l), 

(l-/5)»=(jJy-l)(/J«-l), 

Multiplicirt  man  aber  jede  der  Gleichungen  (31)  mit  den 
sn  Factor  ihres  zweiten  T heile«,  so  findet  man 


(33)  (l-«)«OJy-|)=(l-iJ)«(y«_l)=(l-ye)(«<}-l) 

=(!-«)  (1— /J) 

und  hieraus 

* 

(34)  (1-«)\7PI==(1-/5)V"J^  =(1  -r)^"^. 

Sofort  können  in  den  Gleichungen  (28)  die  Factoren  1^— «, 
l~ß,  1— y  durch  ihre  Proportionalen 

1  1  1 


Vfr-l'  Vya^T 
ersetzt  werden«  wodurch  jene  Verhältnissgteichungen  die  Form 

(35)  __Jl_--  __3__--  X.— 

'  Vßy-l     Vy«-1  Va(L-l 

v 

annehmen. 

Stellt  man  nun  endlich  in  den  Gleichungen  (28),  (29j,  (30), 
(32V,  (33),  (35)  für  £,  rj,  £  und  «,  ß,  y  ihre  Ausdrücke  aus  (25) 
und  (*i6)  wieder  her;  so  erhält  man  mittels  ganz  leichter  Zurück- 
leitungen die  vorher  in  Art.  6.  genannten  Gleichungen  (14),  (23), 
(13),  (21),  (22),  (20). 


8. 

■ 

m 

BB.  'Verwendung  dieser  Gleichungen  zur  Aufstellung 
von  Hauptgleichungen  der  ebenen  Trigonometrie. 

■ 

Bezeichnen  a,  6,  c  die  Seiten  und  et,  ß,  y  die  ihnen  gegen- 
über liegenden  Winkel  eines  ebenen  Dreieckes;  so  findet  man  da- 
durch, dass  man  die  dasselbe  begrenzende  geschlossene,  dreiglie- 
drig gebrochene  Linie  abe  der  Reihe  nach  auf  drei  Axen  projicirt, 
deren  positive  Richtungen  denen  der  Seiten  a,  b,  c  selbst  ent- 
gegengesetzt sind,  geradezu  die  Gleichungen 
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(30)  *  — o  +  6cosy+ccos|S=0, 

a  cosy  —  b  +  c  cosa=0 ,  x 
a  cos/3  -f-  b  cosa  —  c = 0 . 

Hält  man  sie  an  die  obigen  Gleichungen  (12),  so  hat  man  zu 
ersetzen 

die  dortigen  x,  y,  z;    a,     b,     c;    ^A,      B,  C; 

durch  die  hiesigen   a,  6,  c;  —1,  — 1,  — 1;  cos«,  cos/3,  cosy. 

Dadurch  gewinnt  man  aus  den  Gleichungen  (13),  (21),  (22)  und 
(23)  durch  geringe  Vereinfachung  die  '  folgenden  einander  gleich 
geltenden : 

(37)         cos«2  +  cos/3*  -f  cosy2 — 1  +  2cos«  cosß  cosy  =0 ; 

(38)  cos«  +  cos/3  cosy = sin/3  siny, 

cos/3  -f-  cosy  cosa  =  siny  sina , 
cosy  4~  cosa  cos/3 = sina  sin/3 ; 

(38o)  cot/3  coty  +  cotycota  -f-  cotacot  /3=  1 ; 

welche,  vornehmlich  die  (38),  weil  sämmtliche  dieser  Dreiecks- 
winkel hohl  sind,  auf  die  bekannte  Gleichung 

"(39)  a  +  /3+y=180° 

zurückführen. 

Endlich  geben  die  Gleichungen  (14),  verbunden  mit  (38),  oder 
die  Gleichungen  (20)  allein,  die  Proportionen 


(40) 


x  _  y  * 


sin  a     '  sin  ß  '  '  sin  y 


Bemerkung.  Wer  demnach  in  einem  Lehrbuche  der  reinen 
Mathematik  in  der  Lehre  von  den  Gleichungen  die  Gleichungen 
(12)  erforschen  würde ,  der  könnte  in  der  ebenen  Trigonometrie, 
sobald  er  die  Gleichung  (30)  erwiesen  hatte,  aus  ihnen  vermöge 
der  Ergebnisse  jener  Forschungen  die  Gleichungen  (39)  und  (40) 
sogleich  in  der  hier  gezeigten  Weise  folgern. 


i 


9. 


Es  dürfte  vielleicht  nicht  unangemessen  sein ,  hier  noch  zu  zei- 


*)    Ich  habe  diese  Ableitung,  ohne  sie  irgend  wo  anders  gefunden 
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♦ 

Eliminirt.  man  aus  den  Gleichungen  (36)  eine  Dreiecksseite, 
etwa  die  c,  was  am  einfachsten  gescl  lieht,  wenn  man  ihren  Aus- 
druck aus  der  letzten  Gleichung  in  die  beiden  ersten  setzt;  so  er- 
hält man 

a  sin/32  =  b  (cosacos/3  -f-  cosy) , 
b  sin«a  =  a  (cosa  cos/3  +  cosy)  , 

Aus  diesen  Gleichungen  leuchtet  ein,  dass  der  gemeinschaftliche 
Schlussfactor  weder  Null  noch  negativ  werden  kann,  weil  a,  b 
als  Dreiecksseiten,  und  sin«,  sinß  als  von  (hohlen)  Dreieckswin- 
keln herstammend,  positiv  und  von  Null  verschieden  sind. 

Multipliciren  wir  demnach  diese  Gleichungen  erstlich  wie  sie 
über  einander  stehen,  dann  übers  Kreuz,  theilen  dann  durch  die 
nie  verschwindenden  Factoren  ab  und  cosa  co&ß  -f  cosy ,  und  zie- 
hen endlich  aus  den  Producten  die  zweiten  Wurzeln,  die  nur  po- 
sitiv ausfallen  können ;  so  erhalten  wir 

siii«sinß==cos<ycos/?  -|-  cosy 

und 

asinß=;6sina. 
Die  erstere  Gleichung  gibt: 

i 

cosy  =  —  (cosacös/J  —  sinasmß) 
=  — cos(a-f  0), 

folglich,  weil  «,  0,  y  bohl  sind, 

(39)"  «  +  /5  +  y=i80°; 

die  andere  aber 

(40)       ri!hr = w und  nach8ebudet  noch  =  ssy  • 


eu  haben,  in  $.  557.  meiner  Uebcrarbcitung  des  2.  Bds.  von  Vegas 
Verlesungen  über  d.  Mathematik.  Wien.  1.  Aufl.  1835.» 
2.  Aufl.  1848.  gegeben.  Unmittelbar  davor  in  §.  556.  zeigte  ich  nach 
J.  J.  Littrow's  Elementen  d.  Algebra  u.  Geometrie.  Wien 
1837.  S.  208.  $.  1.  die  von  Herrn  Dr.  Rädel  l  im  Archiv.  1.  Tbl.  4. 
H.  1841.  S.  444.  mitgetheüte  Herleitung  des  erweiterten  Pythogori- 
schen  Lehrsatzes  ((5)  in  AA) ,  die  aber  auch  schon  Carnot  in  «einer 
Geometrie  de  Position.  Pari«.  1803.  t.  11.  nun.  251.  gelehrt 
hat.  • 
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VI. 

Zwei  bemerkenswert  Ii  einfache  Her- 
leitungen  der  Hanptgleichungen  der 
sphärischen  Trigonometrie« 

Von  dem 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka,  - 

l'rofessnr  der  Mathematik  zu  Tarnow  in  Galizicn. 


Bekanntlich  gibt  es  mehrere  (darunter  eine  sogar  von  La- 
grange  herrührende)  Ableitungen  der  in  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie zwischen  den  Seiten  und  einem  Winkel  eines  Kugel- 
dreieckes bestehenden  Grundgleichung,  aus  der  alle  übrigen 
Hauptgleichuucen  blos  analytisch  hergeleitet  werden  können.  Jede 
derartige  Ableitung  wendet   auf  die,  zweien  geradlinigen  Drei- 
ecken gemeinsame  Seite  den  erweiterten  Pythagorischen  Lehrsatz 
an.    Eine  solche  Ableitung  wird  jedoch  unbrauchbar,  wenn  ent- 
weder eine  Seite  oder  ein  Winlcel  des  Dreieckes  =  90°  wird ; 
auch  unterlässt  man  gewöhnlich  die  Giltigkeit  der  Gleichung  für 
alle   möglichen   Fälle   nachzuweisen.     Im  Folgenden    theile  ich 
zwei  Anleitungen  dieser  Grund-  und  Hauptgleichungen  mit, 
welche  der  Beachtung  der  Geometer  nicht  unwürdig  sein  dürften. 
Die  erste  stellt  jene. Grundgleichung  sogleich  mit  voller  All- 
gemein giltigkeit  nach  der  bisher  zu  wenig  beachteten  und 
darum  auch  rücksichtlich  ihrer  unschätzbaren  Vortheile  gnr  nicht 
gekannten  Lehre   von   der  rechtwinkligen  Projectiou  auf,  über 
welche  ich  —  vielleicht  in  nicht  ferner  Zeit  —  eine*  ausführliche 
Abhandlung  veröffentlichen  zu   können  hoffe.    Die  zweite  leitet 
sämmtliche  Hauptgleichungen  geometrisch  und  zwar  aus  einer 
einzigen  Figur  ab,  wozu  die  Projectionslehre  gleichfalls  einen 
höchst  schätzbaren  Beitrag  liefert. 
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A.    Erste  Herleitung. 


Grun dgleichuug.  Sei  (in  Tat".  I.  Fig.  2.)  ABC  ein  Ku- 
geldreieck oder  OABC  das  ihm  am  Mittelpunkte  O  der  Kugel 
entsprechende  dreikantige  Eck;  danach  seien  A  =  a,  B-=ß,  C=y 
seine  Winkel  lind  a,  b,  c  deren  Gegenseiten.  Im  Kugelmitte(- 
punkte  O  stelle  mair  auf  den  Halbmesser  OA  einer  Spitze  A 
des  Kugeldreieckes  oder  auf  die  eine  Kante  OA  des  Eckes  die, 
senkrechte  Ebene  ä  auf,  orojicire  (winkelrecht)  in  diese  die  Halb- 
messer OB,  OC  der  beiden  anderen  Dreiecksspitzen  oder  die 
zwei  übrigen  Kanten  nach  OB' .  OC  Dann  ist,  wenn  man  etwa 
noch  zur  leichteren  Einsicht  die  Seiten  AB=ic  und  AC=b  zu 
Quadranten  bis  D  und  E  verlängert,  BOB'=BD~AD—  DB 
=90°— c,  COC  =  CE=AE— AC=W>-b,  und  B'OC=a. 

Von  einer  der  beiden  letzteren  Kanten,  etwa  von  OB,  proji- 
cire  man  ein  beliebiges  in  O  anfangendes  Stuck  OM  =  r  (wofür 
man  auch  die  Längeneinheit  also  OM=l  nehmen  kann),  mittel- 
bar, und  zwar  benützend  die  Ebene  H,  auf  die  Protection  OO 
der  anderen  Kante  OC,  folglich  seinen  Endpunkt  M  nach  N  urid 
P.    Dann  ist 

ON=  OM  co&BOff=rzmc, 
NM=OMs\n  B  OB =r  cosc ; 
OP=  OiVcosB'OC*  =  rsinc.cos«, 
PN=z  ONsinB  OC  =  r  sinc.sin«. 

Nun  projicire  man  jene  Strecke  oder  den  Radiusvector  OM 
in  der  ersten  Kante  OB  einerseits^  und  die  zwischen  denselben 
Grenzpunkten  O  und  M  begriffen©  dreigliedrig  gebrochene  Linie 

OPNM  andererseits  auf  die  zweite  Kante  4JC  selbst;  so  sind 
ihre  algebraischen  Projectionen  einander  gleich,  und  es  haben 
hiebei 

.V 

die  Strecken:  OM,  OP,  PJS ,  NM 

die  Projectionswinkel :  BOVsx  a ,     COC=W>-  b,  90<>,  COA=b . 

Mithin  ist  —  ganz  allgemein  giltig  — 

r.cosa=rsinccos«.  cos(90° — b)  -f  rsincsina.cosOO0  -f  rcosc.cosö 

m 

oder  wenn  man  durch  r  theilt  und  sonst  reducirt,  sogleich 

(1)  cos n  =  cos «.sino sine  -fcosÄ cosc, 

die  in  vollständiger  Allgemeinheit  bestehende  Grund - 
gleich ung  zwischen  den  Seiten  und  einem  Winkel  eines  Kugel- 
nreiecks. 
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2. 

i 

I.  Erste  Hauptgleichung.  Bildet  man  zur  gefundenen 
Gleichung- (1)  eine  gleichgestaltete  durch  Verwechselung  von  a 
und  6,  so  wie  von  «  mit  p;  so  findet  man 

* 

cos  6  =  cos/3 .  sine  sina  f  cosc  cos« . 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  von  coso^  in  (1),  so  wird 

cosa(t  —  cosc*) =cosa  sine2  =  (co8asio6  +  cosßcose  sina)  sine. 

Weil  keine  Seite  eines  Kugeldreiecks  0  oder  180°  sein  kann,  folg- 
lich sine  nie  =0  ist,  so  ist  es 'gestattet  durch  ihn  die  letzte 
Gleichung  zu  dividiren ;  und  sofort  erfolgt 

(2)  cosasjnc=cosasin6  -f  cos/3coscsina, 

■ 

die  zwischen  den  Seiten  und  zwei  Winkeln  bestehende  Hauptglei 
chang. 

II.  Eine  Hilfsgleichung  zwischen  allen  seehs  Stucken  des 
Dreiecks.  Vertauscht  man  in  (2)  a  und  e  unter  sich,  und  a  mit 
y,  so  erscheint 

coscsina  =  cosysin6  -|-  cos/3 cosa sine . 

Schreibt  man  nun  diesen  Ausdruck  von  cosesina  in  (2),  so  uber- 
geht diese  in 

cosa  sine  (1  —  cos/J*)  =cosa  sin6  +  cos/5  cosy  sin6 

oder  in 

(3)*  cosasincsin/3*=(cosa  +cos/3cosy)  sin6. 

III.  Zweite  und  dritte  Hau p t gl e iebu rig.  Wenn  man  in 
<3)  die  ß  und  y  so»  wie  dje  6  und  e  unter  einander  verwechselt, 
so  verwandelt  sie  sich  in 

« 

cosa  sin 6  siny*  =  (cosa  +  cos/3  cosy)  sine . 

Multiplicirt  man  diese  zwei  letzten  Gleichungen  mit  einander,  und 
zwar  zuerst  so  wie  sie  Ober  einander  stehen  und  dann  kreuzweis, 
und  zieht  man  aus  den  Producten  die  zweite  Wurzel;  so  erbalt 
man  x 

+  cosa  sin/3  siny  —  cos  a  +  eos  ß  cos  y , 
:£  sin/3  sine = siny  sino. 

In  diesen  Gleichungen  können  jedoch  nur  die  oberen  Vorzei- 
chen gelten.   In  der  ersten,  weil  für  ß=y=90°,  wie  man  aus  der 
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Lehre  von  den  sphärischen  Wiokeln  weiss,  a  =  a  sein  muss;  in 
der  zweiten,  weif  nur  solche  Kugeldreiecke,  in  denen  Seiten  und 
Winkel  zwischen  0  und  180°  liegen,  betrachtet  zu  werden  pflegen. 
Danach  wird  die  erstere  Gleichung 

(4)  cosa = cosa  sinjff  siny  —  cos/3  cosy , 

die  zweite  Hauptgleichung  zwischen  den  Winkeln  und  einer 
Seite ; 

die  letztere  Gleichung  aber 

/ 

sina  sine 

sln0~s^ny, 

oder  durch  Verwechselung  von  b  mit  a  und  ß  mit  a  vervoll* 
stand  igt: 

sina    sin6  sine 
(5)  —. — =-7—5——; — t 
'  sina     sinp  siny 

die  dritte  Hauptgleichung  zwischen  je  zwei  Seiten  und  ihren 
Gegenwinkeln  *). 

IV.  Vierte  Hauptgleichung.  Setzt  man  in  der  ersten 
Hauptgleichung  (2)  für  sino  seinen  aus  der  dritten  Hauptgleichung 
(5)  erlösenden  Ausdruck  • 

.  ,      .    sinß         >  • 

um  b  aus  diesen  zwei  Gleichungen  zu  eliminiren;  so  ergibt  sich 

✓  .  k 

cosa  sine  =  sin ßcota  sina  +  cosß  cose  sina , 
daher  wenn  man  durch  den  nie  verschwindenden  sina  theilt: 
(60)  sine  cota= sinß  cota  -f-  cose  cosjS, 

oder  symmetrischer  geordnet:  «. 

«. 

(6)  cose  cosß  =  sine  cota  — -sin/J  cota 

als  die  vierte  Hauptgleichung  zwischen  vier  unmittelbar 
nach  einander  folgenden  Dreiecksstücken  a,  e,  ß,  a,  von  denen 
zwei,  e  und  ß,  Mittel-  oder  eingeschlossene  Stücke,  die 
beiden  anderen,  a  und  a  Aussen-  oder  äussere  Stücke  und 
zu  einander  Gegenstücke  sind. 


*)    Diese  gleichzeitige  Ableitung  der  zweiten  und  dritten  Haupt- 
leichung  habe  ich  —  vielleicht  der  Erste  —  in  meiner  Ueberarbeitting 
Eweiien  Bandes  ron   Veg»'«  Vöries,  über  d.  Mathen».,  Wien. 
].  Aufl.  1835.,  2.  Aufl.  1848.,  in  $.,567.  u.  56*.  gegeben. 
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B.    Zweite  Herle it ung. 

3. 


Grundgleichung  und  erste  Hauptgleichung.  Indem 
man  die  obigen  Bezeichnungen  beibehält  und  nur  noch  des  Kugel- 
halbmessers Zahlenwerth  wie  üblich  =1  setzt,  projicire  man  (in 
Taf.  I.  Fig.  3.)  eine  Dreiecksspitze  A  mittels  senkrechter  Ebe- 
nen auf  die  Halbmesser  oder  Kanten  OB ,  OC  der  zwei  anderen 
Dreiecksspitzen  B  und  C  nach  E  und  F,  und  dadurch  zugleich 
mittels  der  als  Durchschnitt  dieser  zwei  proiicirenden  Ebenen  sich 
ergebenden  senkrechten  Geraden  AD  auf  die  Ebene  BOC  jener 
zwei  Kanten. 

Danach  ist 

(AE  =  cosct      EA  =  s\uc,  AED~ß 
ED=EAcmsAED=  s'mccosß ,  DAz=.EA  sin AED  =  sine  sind 
OF=cos6,      F^  =  sin6,       AFD  =  y 
FD=FAco8AFD=aiobcosy,  DA  =  FA sin AFD=a\nb8iny. 

Projicirt  man  nun  den  Umfang  des  (ebenen)  Viereckes  OFDE, 
in  welchem  EOF=a,  £=90°--=/\  also  EDF=  180° -  a  ist, 
auf  die  Seite  OE  (als  Hauptaxe)  und  auf  ihre  Senkrechte  (als 
Nebenaxe  der  Protection) ;  so  haben 

die  Vierecksseiten       OE,  OF,  FD,  DE 
die  Projectiohswinkel    0,    a,    a — 90°,  — 90°; 

und  sonach  erhält  man  für  die  Haupt-  und  Nebenprojection  der 
Seite  OE  den  Doppelausdruck 

Substituirt  man  den  Seiten  ihre  obigen  Ausdrücke,  vereinzelt  die 
Gleichungen,  reducirt  die  goniometrischen  Stamm  Functionen  und 
versetzt  die  Glieder  in  geeigneter  Weise,  so  erhält  man  eines 
Theils 

(I)  cosc=cosy8inasin6 -f-cosocos6 

die  Grundgleichung,  und  anderen  Theils 

(2)  cos6sina  =  cos/3  sinc-f  cosycosasin6 

die  erste  Hauptgleichung. 

Anmerkung.  Die  Projection  auf  OF  liefert  ein  Paar  ver- 
wandte Gleichungen.     ■  • 
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4. 


f.  Dritte  Hauptgleichu  tig.  Setzt  man  die  vorher  für 
DA  gefundenen  zwei  Ausdrücke  einander  gleich,  so  ist 

sine  8tnß = siti6  siny , 


Ü 


Iso 


sin6  sine 

„  sinl8-slny, 

oder  durch  Vertauschung  von  6  mit  a  und  ß  mit  c  vervollständigt: 
/tfx  sino     sin6  sine 

v  sina    smp     siny  * 

welches  die  dritte  Hauptgleichung  ist. 

II.  Zweite  Hauptgleichung.  Projicirt  man  in  den  recht- 
winkligen Dreiecken  ADE,  ADF  die  Spitze  D  des  rechten  Win- 
kels mittels  der  Senkrechten  DG,  Da  auf  die  Hypotenusen  AE, 
AF;  so  sind  bekanntlich  die  Winkel  ADG=AED=ß  und  ADH 
■=-AFD-=.y.  Zugleich  stehen  diese  projicirenden  Senkrechten  auch 
auf  den  beiden  Seitenebenen  AOB,  ÄOC  der  Kante  OA  im  drei- 
kantigen Ecke  OABC  senkrecht. 

Denn  weil  die  Ebene  AED  auf  OB  senkrecht  steht,  so  ist 
sie  auch  auf  der  Ebene  AOB  senkrecht;  und  weil  in  der  erste- 
reo  Ebene  auf  die  Durchschnittslinie  AE  beider  Ebenen  die  DG 
senkrecht  gefällt  ist,  so  muss  diese  auch  auf  der  anderen  Ebene 
AOB  senkrecht  stehen.  'Eben  so  erweist  man,  dass  auch  die 
DH  auf  der  Ebene  AOC  senkrecht  steht. 

*  '  * 

Der  Winkel  GDH  Oer  Normalen  DG,  DR  der  zwei  Ebe- 
nen AOB,  AOC  ergänzt  sich  aber  mit  der  Schmiege*)  dieser 


*)  Mit  Bezug  anf  den  von  Horm  R.  Wulf  und  mir  im  Archiv. 
Theift  3.,  H.  4.,  S.  446.  und,  Th.  6.,  H.  2.,  S.  120.,  Note  f.  ansgespro- 
dienen  Wunsch  bemerke  icb,  da*«  ich  für  den  g.  „Winkel  zweier 
Ebenen"  eine  ganz  passende  Benennung  gefunden  zu  baben  glaube.  Ich 
tchlaice  nemlich  vor  zu  nennen:  die  Ablenkung  (der  Streckungen)  zweier 
Ebenen  oder  genauer  zweier  Halbebenen  (Ehenenhälflen)  an  ihrer  Durch- 
schnittslinie von  einander  die  Schmiege  (franz.  le  biuis)  dieser  Halb- 
ebenen; ihre  Durch schnittslinie  die  Schneide  oder  Schärfe,  die  Halb- 
ebencti  selbst  aber  die  Wände  oder  Wangen  der  Schmiege.  —  Zur 
Rechtfertigung  diene  Folgendez:  Nach  Heinsius  und  Heyse  ist  „die 
Schmiege  1.  bei  den  Wcrkleuten  ein  Winkel  sowohl  über  als  unter 
90  Grad,  welchen  zwei  Linien  oder  Flächen  (KbenenY)  bilden  (auch 
Schmierung),  2.  ein  Werkzeug,  welches  in  einem  beweglichen 
Winkelmaasse  besteht,  das  sich  mittels  einer  Stellschraube  offnen  und 
einschlagen  lässt  und  zum  Messen  der  gedachten  Winkel  von  den  Tisch- 
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zwei  Ebenen  zu  180°;  was  man  leicht  einsieht,  wenn  man  seine 
auf  diesen  Ebenen  und  also  auch  auf  ihrer  Durchschnittskante  OA 
senkrechte  Ebene  bis  zum  Durchschnitt  mit  ihnen  erweitert  mit- 
hin ist  £/)//=  180°— «. 

Endlich  ist  der  Winkel  EDF,  den  wir  oben  =180°— a  fan 
den,  gleich  der  Schmiege  der  zwei  Ebenen  AED  und  AFI),  weil 
AD  auf  der  Ebene  BÖC,  also  auch  auf  DE  und  DF  senkrecht 
steht. 

In  dem  an  der  Spitze  D  entstandenen  dreikantigen  Ecke 
DAGH  hat  man  demnach  die  Seiten  ADG  =  ß,  ADH=y  und 
GDH~  180°  —  or ,  und  den  'Winkel  an  der  Kante  DA  gleich 
EFDr=18Qß  —  a.  Wendet  man  daher  auf  dieses  Eck  oder  auf 
ein  ihm  entsprechendes,  auf  einer  um  D  als  Mittelpunkt  gelegten 
Kugelfläche  gebildetes,  Kugeldreieck  die  bereits  gefundene  Grund- 
1  '  (1)  an;  so  findet  man 


cos  (180  —  a) = cos  (180— a)  sin/3  siny  -f  cosß  cosy , 

folglich  nach  leichter  Reduction 

(4)  cosa=  cos«  sin  ß  siny  —  cos/3  cosy , 

die  zweite  Hauptgleichung. 

III.  Vierte  ..Hauptgleichung.  Zieht  man  die  Verbio- 
dungstrcrade  OD,  so  sind  die  Strecken  DE,  DF  Katheten  in 
zwei  Paar  rechtwinkligen  Dreiecken,  von  denen  das  eine  Paar 
ADE,  ADF,  die  zweite  Kathete  AD,  das  andere  Paar  OED, 
OFD  die  Hypotenuse  OD  gemeinsam  hat.  Das  erstere  Dreiecks 
paar  gibt 

D E  DF 

DE:  DF^jß'jjf  =tang  DAEitzngDAF 
=  cotAED :  coti4FZ>=cot0:  coty , 

das  letztere  aber,  wenn  man  füt  einen  Augenblick  EOD'=a', 
FOD=a"  setzt, 


lern ,  Schlossern  u.  dergl.  gebraucht  wird  (der  Winkellappen,  das 
Schrägmaas«)."  (Vergl.  Karmarsch,  Grnndr.  d.  median.  Technol 
2.  Bd.  S.  98.).  Rollin  (Nonv.  Diet.  de  poche,  Berlin  1822)  übersetzt 
Schmiege  mit  le  binis  and  umgekehrt  dieses  mit  Schräge*  Schiefe; 
biais  gras,  maigre,  aigu  stompfer,  scharfer,  spitziger  Win kej.  Bei 
„schmiegen"  sagt  Heinsius:  „die  Werkleute  schmiegen  (inachen 
genau  anpassend)  eine  Wand,  wenn  sie  dieselbe  nach  einem  Winkel  aber 
oder  unter  90°  genau  nach  der  Schmiege  aufführen.'*  Nach  Kalt- 
Schmidt  heisst  die  Kante  (zweier  Ebenen  an  einem  eben  fläch  igen  Kör- 
per) so  viel  als  die  Schärfe,  die  Schneide.  Beide  letzteren  sind  so- 
gleich analog  der  Spitze  heim  Winkel.  Als  Analogon  für  Schenkel 
am  Winkel  passt  bei  der  Schmiege  am  besteh  Wand,  weil  die  Mancr- 
und  andere  so  genannten  Wände  fast  immer  eben  sind  und  vielfältig  sieb 
durchschneiden,  auch  noch  Wange,  insofern  diese  Körpertheile  bei  Thie- 
ren  meist  conrergiren ,  anch  manche  Seitenebenen  an  Masch  inen  bestand - 
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DE:  W^Jfiy  smEODismFOD 
*  =  sina'  :sina", 

folglich  der  Verein  beider  Verhfiltnissgleichheiten : 

cot/S :  coty=sina' :  sina" . 
Es  ist  aber  a! -fa"=a,  also  a"=a  —  a',  und 

coty  :cotj3=sin  (a— a') :  sina' 

=  sin«  «o»«'— cosa  sina' :  sina', 

■  * 

folglich  wenn  man  theilt: 

tan  g/Scoty= sina  cota'  —  cosa.  , 

Es  gibt  endlich  das  an  E  rechtwinklige  Dreieck  OED 

,     OE       cosc   cotc 

cotfl  -  £/>— sine  cos/5""  cos/3 5 

daher,  wenn  man  substituirt  und  den  Nenner  cosj?  weg  multipli- 
cirt,  erhält  man 

■ 

# 

sfnßcoty—  sina  cote  —  cosa  cosß 

oder  versetzt 

(6)  cosa  cosß — sina  cote — sin/J  coty, 

die  vierte  Hauptgleichung. 
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Heber  die  mittlere  Entfernung  des 
Ackers  vom  Hofe,  In  Bezug  auf 


Van  dem 

Feldmesser  Herrn  C.  Wasmund 

zu  Stralsund. 


In  der  vor  Kurzem  unter  dem  Titel:  Ueber  die  mittlere 
Entfernung  einer  Figur  von  einem  Punkte,  oder  über 
die  sogenannte  mittlere  Entfernung  des  Ackers  vom 
Hofe.  Von  J.  A.  Grunert.  Greifs^vaid.  1848»)  erschienenen 


*)  Um  Lesern,  denen  obige  Schrift  etwa  noch  nicht  zu  Händen  ge- 
kommen sein  sollte,  wenigstens  anzudeuten«  worum  es  sich  handelt,  will 
ich  den  Begriff  der  mittlem  Entfernung  der  Kürze  wegen  in  der  Sprache 
des  vorigen  Jahrhunderts  hersetzen:  Unter  der  mittlem  Entfernung  einer 
Linie,  Pläche  oder  eines  Körpers  von  einem  Punkte  wird  verstanden  du 
arithmetische  Mittel  ans  den  Entfernungen  sammtlichcr  Elemente  der- 
selben vom  gedachten  Funkte,  oder  hieraus  hervorgehend  und  noch  be- 
quemer für  die  Anknüpfung  der  Rechnung:  Die  mittlere  Entfernung  ist 
die  Stimme  der  Entfernangsmomente  saramtlicher  Elemente,  dividirt  durch 
die  Summen  sämmtlicher  Elemente,  unter  Entfemungsmoment  da«  Pro- 
duet  des  Elements  in  seine  Entfernung  verstanden. 

Ist  also  y  —fx  die  Gleichung  einer  ebenen  Curvc  für  rechtwinklige 
Coordinatcn ,  so  ist  die  mittlere  Entfernung  des  Cnrvenstücks  zu  dem 
Abscisscnintervall   a  —  a    vom    Anfange   der   Coordinateu   ab:    M  — 


— ,  wo  der  Nenner  na 


das  Curven 


stück  selbst  ist    Für  die  gerade  Linie  ab%  aß ,  deren  Gleichung  als« 


y=;/V  —L-JLx+a^  J10    ist,  giebt  dies,   weil  hier  ^~  constant 


ist, 
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Schrift  grebtder  Herr  Verfasser,  nachdem  zunächst  der  Begriff  festge- 
stellt worden  ist,  Formeln  tYir  die  mittlere  Entfernung  eines  Drei- 
ecks vou  einem  Punkte,  und  zeigt  dann,  wie  sich  hiernach  die 
mittlere  Entfernung  jeder  geradlinigen  Figur  durch  .ihre  Zerlegung 
in  Dreiecke  finden  lasse.  Die  Formeln  sind  jedocn  etwas  com- 
plicirt,  und  überhaupt  hat  man  es  in  der  Praxis  auch  mehr  mit 
ganz  gesetzlosen  Curven  zu  thun.  Ich  suchte  deshalb  nach  einem 
möglichst  einfachen  Verfahren  für  diese  Falle,  wo  man  sieb  doch 
lediglich  mit  Näherungen  behelfen  muss,  und  kam  dabei  auf  fol- 
genden Satz? 

Für  den  concentrischen  Ring  mit  den  Halbmessern  r  und  o, 
oder  einen  Ausschnitt  desselben,  ist  vom  Mittelpunkte  abgerechnet 

die  mittlere  Entfernung  M  —  |  f^**?  *  g~)>  woraus  für  p=0, 
Air  den  Kreis  oder  Kreisausschnitt  vom  Halbmesser  r,  hervorgeht 

„  2 

M=$r. 

Hierauf  lässt  sich  nun  das  nachstehende  Verfahren  gründen, 
welches  mir  für  die  Praxis  genügend  scheint.  Soll  die  mittlere 
Entfernung  der  Fläche  aaa   ( Taf.  I.  Fig.  4),  deren  In- 
halt =r  F,  vom  Punkte  C  ermittelt  werden,  so  theile  man  die- 


jf  =  — L-  f*hxSf *H(f*)\  oder  entwickelt: 

et 

\  fi)6  V^CZÄi  _1  (a-a)a\ {b-ß^ß^-^rr, 


l  (aß— ab)*  (a-a)a+{b—ß)b+y  a^yi(b—ß>*.tfF+^  . 


4  Sind  ferner  c=/y  nnd  *=/ip  die  Polargleirhlinpen  zweier  Curven, 
so  ist  die  mittlere  Entfernung  de«  Flächenstücks  zwischen  beiden  Cnr- 


-  -  a.  j  ,f. 

ven  für  das  Bogen intervall  «-<*  vom  Pole  ab:  .*/=- 


v  - 


wo  der  Kenner  das  Flächenstück  selbst  ist. 

Für  den  concentrischcn  Kingausse.hnitt  mit  den  Halbmessern  r  und  q 
nnd  dem  Mittelpunktswinkol  «,  sind  für  den  Mittclpnnkt  als  Pol  die  Glei- 
chungen der  beiden  Kreise  *=rr>==r  und  2  =  /fy  =  p ,  daher  dessen 
mittlere  Entfernung  vom  Mittelpunkte  ab: 

fae9f 

"  o    "  e 

welches  der  oben  benutzte  Satz  ist.   Dies  möge  zur  Andentang  des  Be- 
griffs hier  genügen. 

Tlieil  XIII.  7 
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selbe  von  C  aus  in  concentrische  Ringe  1,  t,  3,.....«,  ermittele 

die  Flächengrössen  Ä,.  AiÄ  nach  ISSErS. 

auch  diemittlerh  Entfernungen  «i,  .  wa,  n?3.- ■•  •  --^r  m_ 
von  Cab,  dann  ist  der  Gesammtfläche  mittlere  Entfernung:  M  - 

+m.1fc  +  »hf3....+vinfn  (Grunert  a.  a.  0.$.  17$  Liegt  der 

Punkt  C  innerhalb  der  Fläche  aaa  ,  so  wird  bei  derEinthei- 

lung  auch  noch  ein  voller  Kreis,  oder  ein  Kreisausschnitt  vor- 
kommen ,  was  jedoch  in  der  Berechnung  keinen  Unterschied  macht. 

Betreffend  die  weitere  Anwendung  der  mittlem  hntleruung, 
halte  ich  es  noch  für  eine  sehr  schwer  zu  losende  Aufgabe,  selbst 
unter  Voraussetzung  einer  ganz  speciellen  Nutzungsart,  die  Funk- 
tion der  Flächengrösse  F,  Bonität  B  und  mittlere  Entfernung  M 
eines  Grundstücks  von  einem  Punkte  zu  ermitteln,  welcher  die 
Werthe  mehrerer  Grundstücke  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  propor- 
tional zu  nehmen  sind.  Namentlich  würde  man  der  Praxis  sehr 
widersprechende  Resultate  erhalten,  besonders  für ^extreme  Wertne 

von  F,B  und  M,  wollte  man  diese  Funktion  =  -jf  setzen.  Wenn 

auch  vielleicht  der  Zähler  FB  sollte  bleiben  können,  so  würde 
doch  dann  der  Nenner  aussei  von  M  auch  noch  wieder  von  t 
und  B  abhängig  sein  müssen,  wie  dies  auch  schon  zum  1  heil  aus 
Herrn  von  Thdnen'a  Bemerkungen  über  diesen  .Gegenstand  in 
seinem   isolirten  Staate   hervorgeht.    Bei  der  Schwierigkeit, 
welche  die  Herstellung  einersolchen  stichhaltigen  Funktion  hat,  wird 
die  ökonomische  Berücksichtigung  der  Entfernung  bei  der  Werth 
bestimmung  von  Grundstücken  wohl  nur  in  der  Art  Statt  linden 
können,  dass  man  Grundstücke  in  verschiedenen  Entfernungen 
veranschlagt,  und  dadurch  eine  Progression  von  Werthred uctions- 
factoren  ermittelt  für  stufensweise  wachsende  Entfernungen.  Hier- 
bei wird  dann  aber  die  Kenntniss  der  mittlem  Entternung  von  er- 
heblichem Nutzen  sein.  , 
Ganz  natürlich  wird  man  bei  Betrachtungen  obiger  Art  noch 
z«  der  Aufgabe  geleitet,  für  den  Acker  den  vortheilhaltesten  Urt 
des  Hofes' zu  ermitteln,  rücksichtlich  der  Entfernung,  d.  h.  iur 
eine  gegebene  Fläche   den  Punkt  zu  bestimmen,  von  welchem 
ab  die  mittlere  Entfernung  derselben  ein  Minimum  ist.    für  ein 
Dreieck  wird  aber  hierzu  schon  ein  betrftchlicher  Rechnungsaul- 
wand erfordert  werden,  so  dass  man  bei  wirklichen  neuen  Hofan- 
lagen wohl  auf  eine  mathematische  Lösung  wird  verzichten,  und 
sich  damit  trösten  müssen,  dass  in  den  allermeisten  Fällen  doch 
auch  noch  andere  Umstände  als  die  Entfernung  eine  entschiedene 
•Mitberücksichtigung  verlangen. 


Nachschrift  des  Herausgeber«. 

i 

In  meiner  Schrift:  Ueber  die  mittlere  Entfernung  einer 
Figur  von  einem  Punkte  oder  über  die  sogenannte 
mittlere  Entfernung  des  Ackers  vom  Hofe.  Greifswald. 
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1848.",  auf  wetajhe  sich  die  Bemerkungen  in  dem  obigen  Aufsatze 
beziehen,  habe  ich  vorzugsweise  die  geometrische  oder  eigentlich 
überhaupt  die  theoretische  Seite  dieses  Gegenstandes  in  s  Auge 
gefasst,  und  habe  versucht,  mit  völliger  mathematischer  Streuge, 
welche  bei  derartigen  Untersuchungen  leider  nur  zu  häutig  ver- 
nachlässigt wird,  zu  Resultaten  zu  gelangen,  welche  sich  sowohl 
durch  ihre  Allgemeinheit,  als  auch  durch  ihre  Eleganz  auszeich- 
nen und  empfehlen ,  und  glaube ,  dass  auf  diese  beiden  Prädicate  - 
insbesondere  der  Ausdruck  S.  79.  J.  II.  Nr.  71.,  welchen  ich  als 
das  in  dieser  Schrift  gewonnene  Hauptresultat  betrachte,  Anspruch 
machen  zu  dürfen  vo!  II  IvO  mmen  berechtigt  ist.  Wenn  ich  deshalb 
auch  dergleichen  elegante  Ausdrücke  nicht  mit  dem  Namen  „com- 
plicirt'*  belegen  möchte,  so  bin  ich  doch  mit  dem-  geehrten  Herrn 
Verfasser  des  obigen  Aufsatzes  darin  vollkommen  einverstanden, 
dass  die  Rechnung  nach  den  in  meiner  Schrift  entwickelten  Aus- 
drucken ungeachtet  ihrer  Eleganz  fthr  die  gewöhnliche  Praxis  in 
den  meisten  Fällen  noch  zu  weitläufig  ist,  und  habe  daher  auch 
schon  in  der  im  Literar.  Ber.  Nr.  XI, II.  S.  602.  gelieferten  An- 
zeige der  obigen  Schrillt  die  Leser  des  Archivs  zur  gefälligen 
Mitwirkung  bei  der  weiteren  Vereinfachung  des  fraglichen  Gegen 
Standes,  und  dessen  Gestaltung  für  den  gewöhnlichen  praktischen 
Gebrauch  aufgefordert.  Es  kann  mich  demnach  auch  nur  freuen, 
dazu  in  dem  obigen  Aufsatze,  ungeachtet  der  grossen  Einfachheit 
seines  Inhalts,  einen  nach  meiner  Meinung  recht  zweckmässigen 
Anfang  gemacht  zu  sehen,  und  hoffe,  dass  es  dem  geehrten  Herrn 
Verfasser  desselben  nicht  unangenehm  sein  werde,  wenn  ich  mrr 
erlaube,  seinen  Betrachtungen  noch  die  folgenden  Bemerkungen 
hinzuzufügen,  indem  ich  ihn  zugleich  zu  weiteren  Untersuchungen, 
zu  denen  ihm  vielleicht  seine  Praxis  Gelegenheit  darbieten  dürfte, 
aufzufordern  mir  erlaube. 

Der  von  dem  Herrn  Verfasser  angegebenen  Methode  liegt 
hauptsächlich  ein  Ausdruck  für  die  mittlere  Entfernung  eines  zwi- 
schen zwei  concentrischen  Kreisen  enthaltenen  Rings  von  deren 
gemeinschaftlichem  Mittelpunkte  zum  Grunde.  Dieser  Ausdruck, 
welchen  der  Herr  Verfasser  in  einer  Note  durch  die  Integralrech- 
nung ableitet,  ist,  wie  ich  jetzt  zeigen  werde,  eine  unmittelbare 
oder  wenigstens  leichte  Folge  aus  den  in  meiner  Schrift  enthalte- 
nen Ausdrücken,  wenn  er  auch  in  dieser  Schrift  nicht  selbst  ge- 
geben worden  ist,  was  nicht  nöthig  war,  weil  ich  keineswegs  die 
Absicht  hatte,  in  derselben  den  fraglichen  Gegenstand  ganz  zif 
•hüpfen. 


« 

Wenn  wir  die  Grundlinie  eines  gleichschenkligen  Dreiecks' 
durch  a,  seine  beiden  gleichen  Schenkel  durch  6,  seinen  Inhalt 
durch  A  *  die  halbe  Summe  seiner  Seiten  durch  * ,  und  seine  mitt- 
lere Entfernung  von  seiner  Spitze  durch  M  bezeichnen,  so  ist 
nach  der  Formel  Nr.  70)  auf  S.  lOi.  meiner  Schrift,  wenn  wir 
in  dieser  Formel  b  =  c  setzen: 


4Aä 
■ia3 


Weil  aber  in  diesem  Falle 


7' 
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a  ,  a.  .  a  .  2«  26—« 
2,=«  +  26,  1-7=1-7^26=26+« 


oder 


ist,  *o  ist 


1  +26 


a 

«     1.    4A»  ,*  ~  26 

1  +  i>6 


Nun  ist  ferner,  wie  man  leicbt  findet: 


1 

1  1       4\*  *a-Jfl* 


"IT- 

Denken  wir  ans  jetzt  in  einen  mit  dem  Halbmesser  r  beschrie 
benen  Kreis  ein  reguläres  Vieleck  von  n  Seiten  beschrieben ,  und 
bezeichnen  jede  Seite  desselben  durch  a,  so  ist  für  jedes  der  n 

gleichschenkligen,  im  Mittelpunkte  des  Kreises  zusammenstossen- 
en  Dreiecke,  in  die  sich  dasselbe  zerlegen  lässt,  in  Bezug  auf 
den  Mittelpunkt  des  Kreises  nach  dem  Vorhergehenden: 

* 

und  folglich  immer  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  des  Kreises  für 
das  ganae  reguläre  neck  nach  S.  III.  meiner  Schrift: 

„      A  (I      '•-J«1  1- 
M=*^kr  35- 1 

- 

d.  i.  eben  so  nie  vorher: 
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r*--u*  t-" 

tft=~r  —  — s  *  

3  oa        .  a 


oder 


1 


i 


*=3r+     3«  ' 


!-- "- 


Also  ist,  da  jedenfalls  immer 


$  * 

ist,  nach  einer  sehr  bekannten  logarithmischen  Reihe  (in.  s.  u.  A. 
meinen  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  ho- 
hem Analysis.    Leipzig.  ,1838.  S.  64.): 

d.  i. 

und  wenn  man  nun,  um  M  für  den  Kreis  seihst  zu  erhalten,  n 
in's  Unendliche  wachsen,  also  a  in's  Unendliche  abnehmen  lässt, 
und  in  der  vorhergehenden '  Gleichung  zu  den  Gränzen  übergeht, 
so  ergiebt  sich  für  den  Kreis: 

12      1  S 

i 

Für  einen  Kreisausschnitt,  der  j  des  ganzen  Kreises  ist,  sei 

jetzt  M  die  mittlere  Entfernung  vom  Mittelpunkte  des  Kreises, 
so  ist  nach  S.  111.  meiner  Schrift  offenbar 

2         l  %  ' 

*  irzak.jM,  also  i!f=jr; 


ivie  für  den  ganzen  Kreis,  was  sich  auch  von  selbst  versteht. 

Endlich  sei  die  mittlere  Entfernung  M  eines  ringförmigen 
Stücks  wie  ABA'B'  in  Taf.  I.  Fig.  5.  von  dem  gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkte  C  der  beiden  Kreise,  zwischen  denen  dieses 
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ringförmige  Stuck  enthalten  ist,  zu  finden.  Zu  dem  Ende  seien 
r  -und  r'  respective  die  Halbmesser  des  grosseren  und  des  "klei- 
neren Kreises;  die  Flächenräurae  der  beiden  Kreisausschnitte 
ACß  und  A'CB*  seien  respective  €5  und  ö',  und  OT  und  ffl 
seien  deren  mittlere  Entfernungen  von  C;  so  haben  wir  nach 
S.  III.  meiner  Schrill  die  Gleichung: 

Aber  bekanntlich,  da  die  Sectoren  e,  Q'  demselben  Winkel  am 
Mittelpunkte  entsprechen: 

e:e'—  r*:r'*,  also  e:Q-Ö'  =  r*:r*-  r'*; 
und  nach  dem  Vorhergehenden: 

2  2 

folglich  naeii  dein  Obigeu 


oder 


2     r'a  '>       r2— r'* 


woraus 


2  r3— r'3    2    r3 — r'B        2  r2  +  rr'+r'a 
3 1  r-2_r/»  -  3'(r+r/)(r_r')  -3  ■      r  +  ?  • 

folgt,  ganz  wie  der  Herr  Verfasser  des  obigen  Aufsatzes  auf  an- 
derem Wege  gefunden  hat,  wenn  man  nur  in  der  dortigen  Formel 
r'  für  o  setzt    Auch  ist 

I 

Dass  Ableitungen  von  Formeln,  wie  die  obige,  durch  strenge 
Gränzenbetrachtungen  aus  anderen  Formein,  zu  den  instructivsten 
Betrachtungen,  namentlich  für  Anfänger,  gehören,  wenn  sie  auch 
von  einer  gewissen  Weitläufigkeit  zuweilen  nicht  ganz  frei  zu  spre- 
chen sind,  dürfte  wohl  jetzt  ziemlich  allgemein  anerkannt  sein, 
und  ich  selbst  bin  der  Meinung,  dass  Anfänger,  welche  in  der 
Mathematik  weiter  zu  gehen,  und  namentlich  die  Analysis  in 
ihrem  neuesten  Zustande  kennen  zu  lernen  beabsichtigen*,  nicht 
genug  sich  mit  dergleichen  Betrachtungen  bekannt  machen 
selbst  anzustellen  versuchen  können. 


« 
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So  wie  im  vorhergehenden  Falle  wird  man  auch  fast  in  allen 
in  der  Praxis  «ich  vielleicht  darbietenden  Fällen  die  erforderlichen 
Formeln  aus  den*  in  meiner  Schrift  entwickelten  Ausdrücken  ohne 
Schwierigkeit  abzuleiten  im  Stande  sein. 

"  Bei  der  wirklichen  Anwendung  der  von  dem  Herrn  Verfasser 
des  obigen  Aufsatzes  vorgeschlagenen  praktischen  Methode  wird 
man  häufig  in  den  Fall  kommen,  die  Flächenräume  ringförmiger 
Stucke  .  wie  ABA'ß  bestimmen  zu  müssen.  Deshalb  wird  es 
vielleicht  zweckmässig  sein,  auch  darüber  noch  ein  Paar  Bemer- 
kungen dem  Obigen  hinzuzufügen. 


•  Bezeichnen  wir  den  Flächeninhalt  des  ringförmigen  Stücks 
ABA'ß'  durch  F,  und  einen  den  Winkel  ACE  oder  A'Cß  am 
Mittelpunkte  messenden  Kreisbogen  in  einem  mit  der  Einheit  als 
Radius  beschriebenen  Kreise  durch  <o;  so  ist  nach  bekannten 
Sätzen 

F=j(r»-r'*)fl>=5(r-r')(r+r')». 
Bezeichnen  wir  nun  die  Sehne  des  Bogens  AB  durch  ö,  so  ist 


folglich 


ö  =  iJr sin ^ w ,  siuj  w=2f, 


1  0  6 

2  w  =  Aresin  ^ ,  (0 = 2 Aresin  ^ 


Weil  aber,  da  jedenfalls 


•  - 


im*  ■  <• 

ist,  nach  einer  bekannten  Reihe  (m^  s.  u»  A.  meine  Elemente 
der  Differential*  u  nd  1  ntegral  rech  nun  g.  Zweiter  Theil. 
Leipzig.  1837.   S.  92,) 

»        ff    'ff  ,11  /tfV  ,  131   /ffV  ,  13.5  1 /<y  Y, 
Arcs,n^  =  ^  +  2  3  W  +  245  +£IÖ +  •  - 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

l     l  /  «  y 

+  2.4.6  7  ' W  +" 

il.  i. 

'  =  2T-~~  >1+  24  W  +«BÖ,W  +7T68W  +-«' 
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oder , 

«40-90  ♦?) -  M+i'(')'  »AGT  ♦      ♦  r  I 

Von  diesen  Reihen  wird  man  innner  nur  so  viele  Glieder  bei- 
behalten, als  die  bei  der  Rechnung  beabsichtigte  Genauigkeit 
erfordert. 

fei 

Für  das  Product  des  ringförmigen  Stucks  ABA' B'  in  seine 
mittlere  Entfernung  vom  Mittelpunkte  C  hat  man  nach  dem  Vor- 
hergehenden den  Ausdruck 

jp  — rqp^ —  ..  (r—r')  (MV)  Arcsin  ^, 


d.  i. 


l(r-r')(r*  +  rr'  +  r'a)  Arcsin^, 


also  nach  dem  Vorhergehenden 

1  (r— r')(r2-f  rr'  +  r'*)a 
3  r  "~ 

oder  auch 


• 

Diese  Ausdrücke  scheinen  mir  bei  der  Ausführung  der  durch 
die  Anwendung  der  von  dem  Herrn  Verfasser  des  obigen  Auf- 
satzes angegebenen  für  die  Praxis  recht  zweckmässigen  Methode 
nüthig  gemachten  Rechnungen  die  meisteBequemlichkeit'darzubieten. 

Räcksichtfich  der  in  dem  letzten  Absätze  des  obigen  Auf- 
satzes gemachten  Bemerkung  stimme  ich  dem  Herrn  Verfasser 
desselben  vollkommen  bei.  Ueber  das  aber,  was  in  dem  vorletz- 
ten Absätze  dieses  Aufsatzes  bemerkt  worden  ist,  muss  ich  die 
Entscheidung  den  Landwirthen  und  Nationalökonomen  anheim 
stellen,  und  bemerke  nur  noch,  dass  einige  auf  den  in  (Jiesem 
Absätze  angeregten  Gegenstand  bezügliche  Bemerkungen  schon 
von  dem  sehr  einsichtsvollen  Recensenten  meiner  Schrift  in  den 
Heidelberger  Jahrbüchern.  1848.  Nr.  29.  S.  459.,  Herrn 
Doctor  J.  Dienger,  früher  in  Sinsheim  bei  Heidelberg,  jetzt 
Vorstand  der  höheren  Bürgerschule  zu  Ettenheim,  gemacht  wor- 
den sind,  worauf  ich  daher  die  für  diesen,  namentlich  in  der  jetzi- 
gen bewegten  Zeit  bei  der  Beurtheilung  des  Werths  der  Grund- 
stücke mit  Berücksichtigung  aller  dabei  in  Betracht  kommenden 
Kiemente,  wie  Areal,  Bonität,  aufzuwendende  Arbeitskraft  u. 
dergl. ,  gewiss  der  allgemeineren  Beachtung  in  landwirtschaft- 
licher und  überhaupt  national -ökonomischer  Rücksicht  sehr  wer- 
tben  Gegenstand,  sich  etwa  interessirendem  Leser  des  Archivs 


y  GooqU 
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zu  verweisen  mir  erlaube.  Die  am  Schluss  und  in  der  Vorrede 
meiner  Schrift  bloss  ganz  in  der  Kürze  angegebenen  Verhältnisse, 
über  deren  Richtigkeit  oder  Unrichtigkeit  Untersuchungen  ganz 
ausserhalb  des  Zweckes  meiner  zunächst  lediglich  eine  geometri- 
sche Tendenz  habenden  Schrift  lagen,  sind  in  der  That  auch 
nur  deshalb  von  mir  hingestellt  worden,  um  zu  einer  sorgfältigen 
Untersuchung  dieses  practisch  sehr  wichtigen  Gegenstandes  zu 
veranlassen;  und  vielleicht  wird  das  Archiv  bald  «ine  Abhand- 
lung über  denselben  bringen.  Eine  andere  ganz  eben  so  einsichts- 
volle Recension  meiner  Schrift  von  Herrn  Böttcher  in  Rudol- 
stadt, die  von  allen  denen,  welche  dieselbe  bei  ihren  etwaigen 
theoretischen  oder  praktischen  Arbeiten  über  den  mehr  erwähn* 
ten  Gegenstand  zu  benutzen  beabsichtigen ,  wegen  verschiedener 
sehr  zu  beachtender  theils  allgemeiner,  Iheils  specieller  Bemer- 
kungen gleichfalls  nicht  unbeachtet  gelassen  werden  darf,  findet  sich  in 
einem  der  neuesten  Hefte  der  Jahrbücher  für  Philologie 
und  Pädagogik,  das  ich,  —  weil  ich  in  diesem  Augenblicke 
dazn  nicht  im  Stande  bin  und  diese  Zeilen  überhaupt  nur  aus  dem 
Gedächtnisse  schreibe,  —  seiner  Nummer  nach  später  noch 
gelegentlich  angehen  werde,  und  für  jetzt  nur  dem  geehrten  Herrn 
Verfasser  für  seine  höchst  einsichtsvolle  Beurtheilung  verbind- 
lichst zu  danken,  die  hier  sich  dargebotene  Gelegenheit  nicht  un- 
benutzt vorübergehen  lassen  will. 


vm. 

Beitrag  zur  Theorie  der  quadra- 
tischen Formen. 

Ton  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stralsund. 


In  den  art  213.  und  2)4.  der  Disquisitiones  arithme- 
ticae  findet  man  eine  Lösung  des  Problems:  „Zu  beurth eilen, 
ob  eine  Form  (F)  von  der  Determinante  D  eine  andere  (/)  von 
der  Determinante  Dee  eigentlich  eilisch liesst,  oder  nicht,  und  im 
erstenFallealle  eigentlicbenTransformatiouenausFin/'zu  berechnen." 

Nach  der  von  Gauss  hiezu  angewandten  Methode  muss  man 
vorerst  alle  die  Formen  (&)  entwickeln,  welche  aus  F  durch  die 
Transformation  m,  k,  0~,  n  entstehen,  so  dass  m  jedweden  posi- 


■ 
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tiven  Theiier  von  e,  k  jedwede  zwischen  den  Grenzen  0  und  w — 1 

incl.  eingeschlossene  ganze  Zahl,  m  den  Quotienten  —  bedeutet. 

Hierauf  hat  man  mit  allen  Formen  52,  deren  Anzahl  offenbar  der 
Summe  aller  Theiier  von  e  gleichkommt,  den  Versuch  anzustellen, 
ob  sie  mit  /'  eigentlich  aeuuivalent  sind,  oder  nicht,  und  nur  die- 
jenigen unter  ihnen,  £1',  il",  Sl"',  etc.,  welche  es  wirklich  sind, 
in  Betracht  zu  ziehen.  In  Bezug  auf  die  erste  derselben  S>',  welche 
aus  F  durch  die  Substitution  m',  k't  0,  n'  entstanden  sein  mag, 
stelle  p,  q,  r,  «jedwede  eigentliche  Transformation  aus  &'  in  /' 
dar;  man  wird  mehrere  eigentliche  Transformationen  aus  /  in  / 
unter  der  Form  m'p  +  k'r,  m'q  +  k'n,  n'r,  n's  erhalten,  und  wenn 
man  mit  den  übrigen  Formen  etc.  ebenso  verfahrt ,  so 

getankt  man  zu  den  siimmtlichen  eigentlichen  Transformationen 
aus  F  in  f. 

Man  wird  nicht  verkennen,  dass  das  angedeutete  Verfahren 
in  der  Ausübung  sehr  weitläufig,  in  den  meisten  Fällen  so  gut 
wie  unausführbar  ist,  und  dies  hat  mir  Veranlassung  gegeben, 
eine  andere  Auflosung  des  obigen  Problems  zu  suchen,  welche 
sich  in  practischer  Beziehung  durch  Kürze,  in  theoretischer  durch 
mehrere  Bemerkungen,  zu  welchen  sie  Gelegenheit  giebt,  zu 
empfehlen  scheint. 

Die  Form  F  von  der  Determinante  D  sei  (A,  B,  C),  die 
Form  /'  von  der  Determinante  Dee  sei  (a,  A,  c).  Wir  nehmen 
zuvörderst  an,  dass  F  in  f  durch  die  eigentliche  Substition  a,  ß, 
y,  d  übergehe,  und  sehen  zu,  was  daraus  folgt.  Man  hat  folgende 
Gleichungen: 

• 

[1]  .  .  .  Aa«  +  2Bay  +  Cyy  =  a, 

[2]  .  .  .  Aaß  +  B(aö  +  ßy)  +  Cyö=6^' 

[3] .  .  Aßß  +  2Bßö  +  Cöö=:c, 

[4]  ad—~ßy=e  (e  positiv  und  >  l). 

Die  Zahlen  a  und  y  können  ein  grösstes  gemeinschaftliches  Maass 
n  haben,  welches  positiv  genommen  wird,  so  dass  a—ne99  Y—ny°, 
«°  und  y^  relative  Primzahlen  sind;  nach  [4]  wird  n  ein  Theiier 
von  e  sein,  oder  wenn  ezzznm  gesetzt  wird,  so  ist  m  eine  ganze 
Zahl,  und  die  Gleichung  [4]  reducirt  sich  auf  cfiö  —  ßy°  =ztn.  Be« 
stimmt  man  nun  zwei  andere  Zahlen  ß°,  ö°  so,  dass  a°ö°  —  j8°j 
=  1  wird,  (was  auf  unendlich  viele  Arten  möglich),  so  rauss  Rm 
kanutlich  ß  =  ß°m -+ ka° ,  ö  =  d°m +  flsy*  sein,  wo  k  eine  beliebig 

Sanze  Zahl  bedeutet,  und  man  kann  zugleich  ß°,  ö°  so  nehmet, 
ass  /,-  zwischen  den  Grenzen  0  und///— 1  incl.  enthalten  ist.  Suli 
stituirt  man  nun  die  für  «,  ß,  y,  6  gefundenen  Werthe  in  [l],  [*2] 
|3J,  so  kommt 

Aa°a<>  +  2BaY  +  Cy°y°  ts  -1 , 

nn 

bn  —  ak 


~  [5]  ...  )AaOß<>+B(a°fio+ßOyO)+CyOdo=: 


mnn 


[  Aß0ß0+2Bß°ö»+         ^cjih-  2bhi  +  akk 


mmnn 
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Hieraus  sieht  man,  dass  — ,   ,   -  ganze 


im        mnn  mmnn 


Zahlen  sind,  welche  wir  resp.  durch  A\  B1,  C  bezeichnen,  und 
dass  die  Form  F..(A,  B,  C)'io  die  Form  F*  ,.(A'f  B>  C)  dorch 
die  Substitution  a°,  ß*y  />,  <J»,  für  welche  ß0*»- 0<y=l  ist,  über- 
seht, folglich  mit  derselben  eigentlich  aequivalent  ist.  Aus  den 
Werthen  von  A1  und  Bf  folgt,  dass  n  in  b  aufgeht,  setzen  wir 
b—nb',  so  folgt 

nn9  m     9  mm  ' 

und  da  B*  —  A'C—B*—AC—D,  so  kann  C  auch  aus  der  For- 
mel C  sxSJ^M.  bestimmt  werden,  falls  4'  nicht  verschwindet. 


Aus  diesen  Betrachtungen  ziehen  wir  den  ersten  Schluss: 
Hestimnit  man  alle  die  Theilcr  von  e,  nämlich  n,  deren  Quadrate 
die  Zahl  n  messen,  nnd  welche  folglich  wegen  der  Gleichung 

bb — ac^Dee  in  6  aufgehen,  und  findet  (— = m ,  ~l-z=zA' ,  — =©' 

gesetzt)  für  keinen  derselben  eine  Zahl  k  unter  m,  die  ^~ZzAJ^t 

tu 

c  %b'k-k-A'kk 

 —  zu  ganzen  Zahlen  macht,  so  ist  die  Form  /  un- 

tnm 

ter  der  Form  F  nicht  enthalten.  Findet  man  aber  Werthe  von  n 
und  k,  fllr  welche  alle  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  ist  zu 
untersuchen,  ob  eine  oder  mehrere  der  resultirenden  Formen  (A', 
B',  O)  mit  F  eigentlich  aequivalent  sind,  oder  nicht;  ergiebt 
sich  keine  solche  Form,  so  ist  f  unter  F  nicht  enthalten;  findet 
sich  wirklich  eine(F),  so  wird  f  von  F  eigentlich  elngeschlc 


Denn  bedeutet  a°,  ß°,  v°,  d°  eine  eigentliche  Transformation 
aus  F  in  F,  so  sind. die  Gleichungen  [5]  vorbanden,  und  man 
findet,  dass  die  Gleichungen  [1]  bis  [4]  durch  die  Werthe  a=ntfi, 
ß=mß°  +  ka°,  Y=ny°,  o^zmdG+fcy0  befriedigt  werden,  weshalb 
a,  ß,  yt  ö  eine  eigentliche  Transformation  aus  F  in  f  sein  wird. 

Diese  Resultate  bahnen  uns  den  Weg  zur  Auflösung  des  Pro- 
blems: „Alle  eigentlichen  Transformationen  der  Form  F  in  die 
Form  f,  welche  unter  jener  eigentlich  enthalten  sein  soll,  zu  finden." 

Man  stelle  alle  möglichen,  im  Vorhergehenden  charakterisir- 
ten,  Formen  (A1,  B,  ö)  auf,  und  ziehe  diejenigen  unter  ihnen, 
welche  mit  F^  eigentlich  aeauivalent  6ind,  in  Betracht;  man  be- 
zeichne dieselben  mit  F,  Fn,  Fm,  etc.  Hierauf  suche  man  alle 
eigentlichen  Transformationen  aus  F  in  F,  nämlich  «°,  ß°t  y°,  d°; 
es  entstehen  auf  diese  Weise  eben  so  viele  eigentliche  Transfor- 
mationen aus  F  in  f  unter  der  Form  wc° >  mß*  +  ka° ,  »y0,  mö° 
+  £y°,  und  wenn  man  mit  den  übrigen  Formen  F" ,  F"',  etc. 
ebenso  verfährt,  so  wird  man  zu  allen  eigentlichen  Transformatio- 
nen aus  F  in  f  gelangen. 

Die  Richtigkeit  dieser  Auflösung  erhellt  aus  dem  Vorherge- 
henden.  Man  kann  ferner  zeigen,  dass  alle  auf  die  obige  Weise 
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bestimmten  Transformationen  unter  einander  verschieden  sind.  Dass 
zwei  verschiedene  Transformationen  aus  F  in  di  eselbe  Form  F 
nicht  dieselbe  Transformation  aus  F  in  f  hervorbringen  können, 
wird  man  sogleich  bemerken.  Es  seien  also  «°,  ß°,  y°,  6°;  a0', 
/3°;,  y°',  ö0'  Transformationen  aus  F  in  die  verschiedenen  Formen 
F' ,  F",  zu  deuWerthen  n',  tu',  k'  gehörend,  welche  die  nämlichen 
Werthe  von  a,  ß,  y,  5  geben.  Dann  ist  wa°=n,«0/.. .  (I),  w/ß° 
+  *a<>=  m'fl<>'  +  *'«0'...(2),  wy°  =  n'y°'...(3),  roo^  +  jfcy0  =  m'd0' 
-fifc'y0' •••V4)»  wm-^wi'n' =  e...(5).  Aus  (1)  und  (3)  folgt 
ini'(«°y°'—  y0«^')  =  0,  folglich,  da  wir  annehmen,  dass  n,  n'  nicht 
verschwinden,  a°y°/  —  ^«"^O,  aber  o°  und  y°,  so  wie  cfi'  und 
y0'  relative  Primzahlen,  folglich  a=a0',  y  =  y0/,  mithin  auch  n=»/, 
m  =  m/;  daher  nach  (2)  und  (4):  ro(/3°— jJ°,)=  (A'-Jfc)«0,  mO*«— ä0') 
=  0fc'-£)y°,  folglich  sind  (*'— *)«°»  (£'  —  *)y°,  mithin  auch 
(k*-k)  «*>&<>,  (k'  —  k)fPf,  also  die  Differenz  (k'  —  k)  (cfid0 —  /5°y°) 
zzzk'—k  durch  m  t heilbar,  was  wegen  k^m,  /•'</»  unmöglich 
ist.  Deshalb  ist  =  ß°=ß°/t  6>«=ä0',  und  die  Formen  F\  F" 
werden  somit  identisch. 

Die  vorhergehende  Methode  mag  nun  an  einem  Beispiel  er- 
läutert werden,  welches  zugleich  nach  der  Gaussischen  Methode 
behandelt  werden  soll,  um  den  Unterschied  beider  deutlicher  her* 
vortreten  zu  lassen. 

Es  sei  F...(J,  B,  C)  =  (2,  7,  15),  wo  D  rr  19;  /...(«,  6,  c) 
=  (  —  9,  12,  60),  wo  bb  —  ac==  19. 62,  also  e  =  6.  Die  gemein- 
schaftlichen T heiler  von  e  und  a  sind  I,  3  und  beider  Quadrate 

Sehen  in  a  auf.  Für  w  =  l,  wt  =  6  kommt  = —  9,  6'=  12,  die 
ledingung  b'  —  A'k=0  (rood.  m)  giebt  k  =  0,  2,  4;      =  2,  5,  8 

*     BB'-D      —15     6         k     1     1  j- 

resp.;  C/  =   Tt  =  — ,' — „  ,  —5;  also  kommt  nur  die 

■  A?  —  9    — 9 

eine  Form  (A',  B,  O)  ==  (—9,  8,  -5).  Man  findet,  dass  sie  mit 
F  eigentlich  aequivalent  ist,  und  daraus  durch  die  eigentliche  Sub- 
stitution +  3,  —2,  — 1,  -f  1  hervorgeht;  daher  sind  nach  den  be- 
kannten Formeln  Disq.  Arithm.  art.  162.  p.  181.  sammtliche 
Transf.  aus  F  in  (A't  B\  O)  begriffen  in  3t — 6m,  —2/ — u,  — m, 
<+3m,  wo  t,  u  alle  Werthe  bedeuten,  welche  der  Gleichung 
19m2=1  genügen.  Hieraus  folgen  die  zu  den  Werthen  «  =  1, 
k~\  gehörenden  Transformationen 

[T]...  a,ß,y,ö  =  3t-&u,  -30m,  — <— m,  2*  +  14m. 

Für  w=3,  m=2  kommt  A'z=—\ ,  6'  =  4,  —  k=4  (mod.2),A=0, 
J^=2,  C  =  15.    Die  Form  (—1,  2,  15)  ist  mit  F eigentlich  aequi- 
valent, -f  4,  — 25,  — 3,  -f  19  eine  eigentliche  Substitution,  folg 
lieh  alle  Substitutionen  in  4*+17m,   -25*— 110m,    -3*— 13«, 
19t  +  83m  enthalten,  daher  die  folgenden  Transformationen  aus  Fin  f: 

[7"]...a,/3,y,d=12*  +  51m,  -50t— 220m,  —  9*— 39m,  38<+166m. 

Nach  der  Gauss ischen  Methode  hat  man  folgende  12 Formen 
Sl,  welche  aus  F  durch  die  Substitutionen  1,  0,  0,  6;  2,  0,  0,  3; 
2,  1,  0,  3;  3,  0,  0,  2;  3,  1,  0,  2;  3,  %  0,  2;  6,0,  0,  l;  6,  1,  0, 1; 
6,  2,  0,  1 ;  6,  3,  0,  l ;  6,  4,  0,  1 ;  6,  5,  0,  1  hervorgehen : 
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(2,42, 540)<8,42, 136)  (8, 46, 179)  (18,42,60>(t8,48, 90;  (18,64, 124) 
72,4-2, 15)(72,54,3l)(72,66  51)  (72,78,75)  (72, 90, 103) (72, 102,135)*) 


Von  diesen  Formen  sind,  wie  der  Versuch  zeigt,  nur  die  fol- 
genden vier,  welche  den  Substitutionen  6,  0,  0,  1;  6,  2,  0,  I; 
8,3,  0,  1;  6,  5,  0,  1  entsprechen,  mit  f  eigentlich  aequivalent: 
(72,  42,  15)  (72,  66,  51)  (72,  78,  75)  (72,  102,  135),  und  man  fin- 
det die  säramtlicben.  eigentlichen  Transf.  aus  diesen  Formen  in  f 
resp. 

1247-1081 U,  1957—170017,  - 131 7  + 114217,  -20Ö7+1796C7; 
39057-18788 17,  61417-Ö3536C7,  —3051 7+ 26598  C7, 

— 47987  +  41828  C7; 
~  7+17,  7+24C7,  7+217,  —27-2817; 
167— 13917,  257  +  12017,  -97+  7817, —147+12417; 

wo  7,  U  alle  Werthe  bedeuten,  welche  der  Gleichung  T2— 76C78 
=  1  Genüge  leisten.  Daraus  resultiren  endlich  die  folgenden  vier 
Formeln,  in  denen  alle  eigentlichen  Transformationen  nus  F  in  / 
begriffen  sind: 

[t]... 744 7-6486 17,  11707— 10200 ü,  -1317+1142U, 

-2067+179617; 

M...  17328 7- 60732 ü,  27250 7- 237560t/,  -3051 7  +  26598t/, 

—  47987+4182817; 
[i*]...-37+l2C7,  601/,  7+2t7,  -27—  28t/; 
[^...517— 444 ü,  807+l340t/,  -97+78E7,  -147+124C7. 

Wiewohl  die  erste  (Methode  nur  zwei  allgemeine  Formeln  f7], 
T]  lieferte,  wahrend  die  zweite  deren  vier  gielit,  so  giebt  es 
iocn  keine  in  den  letzten  Formeln  begriffenen  Werthe,  welche  in 
deo  ersten  nicht  ebenfalls  enthalten  wären;  es  würde  sich  übri- 
gens leicht  zeigen  lassen,  dass  die  Formel  [7]  die  Formeln  frj 
und  r*"],  [7]  die  Formeln  fr']  und  [t"f]  zugleich'  umfasst  Die- 
ser Nachweis  darf  dem  Leser  fuglich  fiberlassen  werden.  r 

Einige  besondere  Fälle,  welche  nicht  selten  vorkommen,  Ver- 
llienen noch  besonders  betrachtet  zu  werden. 

1°.    Es  sei  <i=0,  so  dass  bb=Dee,  mithin  D  eine  Quadrat- 
zahl hh  ist,  und  b=he  gesetzt  werden  kann,  wenn  man  das  Zei 
eben  von  h  so  nimmt,  dass  es  mit  dem  von  b  übereinkommt.  Für 

diesen  Fall  ist  nun  A'=0,  &=—=h,  C=—  —  ,  folgüch  c 

mn  mm 

durch  m  theilbar,  oder  c=mc' ,  mithin  C  =c^2—,    Die  Con- 

m 


*)  Wie  man  «ich  die  Berechnung  dieser  Formen  sehr  erleichtern  kann, 
wird  der  Erfahrene  leicht  finden. 
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gruenz  2/iÄ£^c'  (mod.  m)  ist  nur  Josbar,  wenn  2h  und  m  entwe- 
der relative  Primzahlen  sind,  oder  ihr  grosstes  gemeinschaftliche* 
Maass  #  die  Zahl  &  misst,  und  im  letztern  talle  lässt  &  ver- 
schiedene Werfhe  von  k  unter  m  zu. 

2°.    Ist  e  gegen  a  prim,  so  hat  n,  nur  den  «inen  Werth  J, 

und  es  kommt  A'  =  a,  J5'=^*,  C=B  B'~D .  Die  Congrti- 

enz  ak~b  (med.  e)  ist  immer  lösbar,  und  lässt  nur  einen  Werth 
von  k  unter  e  zu;  für  diesen  Werth,  der  durch  /°  bezeichnet 

Vierde,  ist  also  B'  =^  eine  ganze  Zahl.    Ferner  wird  he- 

e 

hauptet,  dass  e4  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  wird.    Denn  es  ist 
eB'=b(mot\.  «);  multipltcirt  man  diese  Congruenz  mit      und  be- 
stimmt diene  Zahl  so,  aass  e/*=  1  (mod.  a),  so  kommt 
B'B' — D=lPf* — D  (mod.  <i).    Da  nun  66  —  aez=Dectb*==  Dee, 
(mod.  a)  tflf*=D(ef)*-==D,  so  folgt  B'B'~  D=e0  (mod,  n) 

B'B'  Z)  ' 

mithin   eine  ganze  Zahl.  Dies  führt  zu  dem  allgemeinen 

Theorem:  Wenn  e  gegen  a  prim  ist,  und  f ...(*,  6,  e) 
eine  Form  von  der  Determinante  Dee,  so  giebt  es  im- 
mer Formen  F...(A,B,  C)  von  der  Determinante  Z>,  wel- 
che die  Form  /'eigentlich  einschliessen,  aber  sie  sind 
alle  der  Form  (a,  B',  (?)  eigentlich  aequivalent,  oder 

gehören  in  eine  Klasse,  indem  B'  =  k  die  Zahl 

e 

uoter  e  ist,  welche  b—.ak  durch  e  theilbar  macht*). 

Beispiel.  F...(J,J?,C)  =  (3,2,5),  Z>=-11;  f. . .  (a,b,c) 
=(44,  165,  11*25),  bb  —  <ic=— 11.452,  also  e  =  45.  Da  e  gegen 
a  prim  ist,  so  hat  man  44£*=  165  (mod.  45),  äj  =  15,  folglich  A\ 
/?',  C  resp.  =  44,  -11,  3.  Die  Form  (44,  -11,  3)  findet  man 
v  mit  F  eigentlich  aequivalent,  und  es  giebt  nur  zwei  eigentliche 
Transformationen,  nämlich  — 3,  1,  — 1,  0;  und  +3,  — 1,  -f-1, 
0,  daher  auch  nur  zwei  eigentliche  Transformationen  aus  F  in  /. 
nämlich  —3,  0,  — I,  —15;  und  +3,  0,  +1,  +15. 

Die  Zahl  e  hat  die  TheUer  1,3,  5,  9,  15,  45;  nach  der 
(laussiscbeu  Methode  musste  man  also  1  +3  +  5  +9  + 15  +  45=?^ 
Formen  (£)  aus  der  Form  F  durch  die  Substitutionen  1,  0,  0,  -45; 
3,  0,  0,  t5;  3,  l,  0,  15  etc.  herleiten,  und  jede  derselben  rn  Bc 
zug  auf  ihre  Aequivnlenz  mit  f  untersuchen  —  eine  harte  Probe 
für  die  Geduld  des  Kechuers ! 

3°.  Es  sei  a  durch  kein  Quadrat  theilbar,  und  #  das  grösste 
gemeinschaftliche  Maasn  zwischen  ff  und  e,  e=&e'>  se 

dass  ff'  und  e'  relat.  Primzahlen  sein  werden.  Da  nun  bb  —  ac 
=  Dee ,  so  wird  $  in  bb  aufgehen ;  aber  <&  b*t  durch  kein  Quadrat 
theilbar  (da  a  keinen  quadratischen  Factor  enthält),  folglich  geht 
&  in  6  auf,  oder  b-=&b'.  Daher  kommt  Ob'b* — fl'c=/)^V,«'c  durch 
#  theilbar;  nun  ist  #  gegen  o*  prim  (weil  sonst  einen  qua- 

dratischen Factor  enthielte),  folglich  c  durch  &  theilbar,  oder/ 


*)    Etwa«  Aehnticlie«  gilt  für  den  FhII,  in  welchem  e  gegen  C  prim  i»L 
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und  b'b'  a'  r '=  I)  e'  e4.  Hieraus  folgt,  dass  Z>  quadratischer  Rest 
von  a'  ist.  Ist  nun  die  Form  /'  unter  F  enthalten ,  so  dass  sie  da- 
raus durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  6  hervorgeht,  folglich  Acta -\- 
Ißay-j-Vyy^a  sein  wird,  wo  a  und  y  relative  Primzahlen  sein 
müssen,  indem  a  durch  kein  Quadrat  theilbar,  so.  ist  BB  — 
AC=D  quadratischer  Rest  von a=#a'  (Disq u isiti o nes  arith* 

ra  e  t  i  c  a  e.  -  S  e  c  t.  V.  a  r  t.  1 5  4) ,  mithin  auch  Rest  von      Daher  das 

■  * 
•  - 

Theorem'.  Es  sei  f...(a,  b,  c)  eine  Form  von  der  De- 
terminante Dee,  a  durch  kein  Quadrat  theilbar,  &  das 
grti&ste  gern  e  i  n  sch  alt  Ii  che  Maass  von  a  und  e.  Istdann 
D  ein  Nichtrest  von  &,  so  kann  keine  Form  von  der 
Determinante  D  die  Form  f  ei  nschl  i  essen. 

Es  werde  nun  angenommen,  dass  D  Rest  von  &  sei.  Nach 
dem  Vorhergehenden  ist  von  selbst  a=#a',  e=9t',  £=£A',  c  =  #c' 
(a4  und  e'  relat.  Primzahlen).  Die  Congruenz  ak=b  (mod.  «?)*) 
welche  mit  u4k~b'  (mod.  e4)  zusammenfällt,  ist  immer  lösbar,  und 
lässt  #  verschiedene  Werthe  von  /•  unter  e  zu,  nämlich  /■'.  /.-'  |  e's 
+  (fr — l)e',  indem  A'  den  positiven  Werth  von  k  un- 

ter e'  bedeutet   Für  jeden  dieser  Werthe  ist  B4  eine 

ganze  Zahl.  Man  hat  nun  e'ß'=b'  (mod.  a'),  folglich,  wenn  man 
mit  £  iwiltiptfehrt,  und  e'f=  1  (mod.  a4)  macht,  B4==b'f,  B'B'-D 
==b'*p*  —  D  (mod.«')-  Nun  war  b^De*1  (mod.  «'),  folglich  A*2/"2 
=D,  also  B'tP—D^b  (mod.  a')  für  jeden  der  obigen  Werthe  von  k. 
Im  Allgemeinen  aber  werden  diese  Werthe  von  h  nicht  sämmtlich 
geeignet  sein,  um  B'B'—D  durch  theilbar  zu  machen,  und 
die  dieser  Bedingung  wirklich  genügenden  Werthe  ergeben  sich 
durch  folgendes  Verfahren: 

Da  vorausgesetzt  worden ,  dass  D  Rest  von  &  ist ,  so  hat  die 
Congruenz  zz  =  D  (mod.  #)  mehrere  verschiedene  Wurzeln  r,  r', 
r",  etc.  Sind  diese  Werthe  sämmtlich  bestimmt,  so  suche  mau 
z.  B.  in  Bezug  auf  den  ersten  derselben  den  kleinsten  positiven 
Werth  von  k,  welcher  der  Congruenz  a'k  =  b' — rt*  (mod.  &e') 
Geijöge  leistet**),  und  verfahre  ebenso  in  Bezug  auf  die  Werthe, 
rJ^Ta  etc.,  so  werden  die  resultirenden  Werthe  von  k  alle  mög- 
lichen sein,  für  welche  B'  =z^?'* ,  C=BD'~D  ganze  Zah-  « 

len  werden.  Denn  zuerst  ist  offenbar  B4  eine  ganze  Zahl,  sodann 
kommt  e'B'—re'  (mod.  oder  B'~t  (mod.  #),  JB'2s=r2==/J 

(mod.  &);  da  nun  B^—D  auch  durch  a'  theilbar  ist  (was  vorher 
bewiesen),  und  #  gegen  a4  prim,  so  wird  B'-  —  D  durch  ^«'theil- 
bar sein.  Ist  endlich  k  so  beschaffen,  dass  B'  uud  C4  ganze  Zah- 
len werden,  so  muss  es  der  Congruenz  a4k=b4 — re4  (mod.  &e<) 
Genüge  leisten,  so  dass  r  eine  Wurzel  der  Congruenz  22  s  /> 
(mod.  {>)  bedeutet,  wie  man  leicht  finden  wird,  folglich  hat  man 
auch  alle  geeigneten  Werthe  von  k  erhalten. 

Dies  Resultat  ist  in  folgendem  Theorem  enthalten: 

Es  sei  f...(a,b,c)  eine  Foi-m  von  der  Determinante 


*)    Da  a  durch  kein  Quadrat  theilbar,  so  muss  74  =  1  sein. 

"'*)    Qe*  ist -nämlich  prim  gegen  u\ 
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Dee,  a  durch  kein  Quadrat  th  eilbar,  #  das  griisste  ge- 
meinschaftliche Maass  zwischen  a  und  e,  welches  folg- 
lich ebenfalls  keinen  quadratischen  Factor  enthalten 
wird.  Ist  nun  D  quadratischer  liest  von  & ,  und  man  be- 
zeichnet die  verschiedenen  Werthe  von  z,  welche  der 
Congruenz  zz=Z>(mod.#)  Genüge  leisten,  durch  r,  r',  rw, 
etc.,  ihre  Anzahl  durch  i,  so  existiren  immer  i  Formen 
(rt,  B,  C)  von  der  Determinante  D,  welche  so  beschaff 
fen  sind,  dass  jede  Form  F  von  der  nämlichen  Deter- 
minante, welche  /'  eigentlich  einsch liesst,  einer  (oder 
mehreren)  derselben  eigentlich  aequivalent  ist.  Setzt 

*  i  i     a//  i      V  —  a'k     b'  —  a'k' 

man  a=#a',  e=#e',  o  =  &0,  so  werden   -. — ,  — , 

e  e 

- — _  etc.  die  sämmtlichen  Werthe  von  B'  sein,  indem 
e' 

k,  k,  k",  etc.  die  kleinsten  positiven  Werthe  bedeuten, 
welche  den  Congruenzen  a'£=//  —  rü'(mod. &e'),  a'k'~k'  —fe' 
(mod.#e')>       =       rV(mod.#<?')  etc.  Genüge  leisten. 

Beispiel,  (a,  6,c)=(35,  10,20),  bt>  -ac=  —  6. 10*,  e=10, 
/>=—  6.  Hier  ist  #=5,  a'=7,  6'=2.  e'  =  2.  Die  Congruenz  zz 
==— 6(mod.5)  giebt  r,  r'=2,  3;  7*=— 2  (mod.  10)  giebt  k=i; 
7£/=s-4  (mod.  10)  giebt  £'=8;  daher  /i'=—}3,  —27;  6V=5, 
21.  Alle  Formen  von  der  Determinante  — 6  also,  welche  die  Form 
(35,  10,  20)  von  der  Det.  —600  eigentlich  einschliessen,  sind  mit 
einer  der  Formen  (35,  -13,  5),  (35,  -27  ,  21)  eigentlich  aequi- 
valent, und  da  man  diese  unter  einander  eigentlich  aequivalent 
findet,  so  werden  alle  jene  Formen  in  eine  Klasse  gehören,  de- 
ren Repräsentant  (3,  — 1,  4)  ist,  wie  man  leicht  findet. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ersieht  man ,  dass  es  überhaupt  im- 
mer eine  endliche  Anzahl  von  Formen  der  Determinante  D  giebt, 
deren  einer  wenigstens  jede  Form  der  nämlichen  Determinante  ei- 
gentlich aequivalent  sein  muss,  wenn  sie  eine  gegebene  Form 
von  der  Determinante  Dee  eigentlich  einschliesst,  und  man  kann 
alle  einschliessenclen  Formen  in  ebenso  viele  Klassen  theilen,  so 
viele  verschiedene  Klassen  es  giebt,  welchen  die  sämmtlichen 
Formen  (A'f  B'9  C),  die  wir  oben  aufzustellen  gelehrt  haben,  an- 
gehören. 

Zum  Schluss  wird  bemerkt,  dass,  wenn  man  den  Fall,  in  wel- 
chem die  Determinante  bb — ac  verschwindet  (wobei  BB  —  J^O 
Null  oder  nicht  Null  sein  kann),  nach  unserer  Methode  einer  be- 
sondern Betrachtung  unterwirft,  man  zu  denselben  Resultaten  ge- 
langt, welcheGauss  im  art.  215  der  Disquisitiones  arith- 
meticae  entwickelt,  und  an  Einfachheit  nichts  zu  wünschen 
übrig  lassen. 


i 
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Berechnung  der  Fehler  der  Horizon- 
talwinkel  bei  geneigter  Ebene  des 
Messtisches  oder  des  Horizontalkrei- 
ses am  Winkelmesser. 

■ 

Von 

Herrn  Dr.  Wilh.  Matzka, 

k.  k.  Professor  der  Mathematik    and   prakt.  Geometrie  an  der  stand. 

techn.  Lehranstalt  zn  Prag. 


1. 

Die  Lehrer  der  praktischen  Geometrie  sind  über  die  Grösse 
des  Fehlers  in  den  Horizontalwinkeln ,  welche  eine  vom  Horizonte 
abweichende  Stellung  der  Ebene  des  Messtisches  oder  des  Hori- 
zontalkreises an  einem  Winkelmesser  verursacht,  nicht  einig;  was 
wob!  zumeist  nur  daher  rührt,  dass  sie  zu  wenig  genäherte  Auf- 
Iiisangen  dieser  Aufgabe  aufstellten,  die  jedoch  gerade  bei  jenen 
Höhen win kein  der  \ isuren  unrichtig  wurden,  welche  bei  dem  Ge- 
brauche des  Messtisc!  es  oder  Theodoliten  am  gewöhnlichsten 
vorkommen.  Jene  Ungewissheit  und  die  eigentümlichen  analyti- 
schen Schwierigkeiten  dieser  Autgabe,  welche  die  Bestimmung 
des  möglich  grössten  Fehlers  mit  sich  führt,  gaben  ihr  in 
meinen  Augen  einen  besonderen  Reiz,  der  mich  antrieb,  sie  mög- 
lichst umständlich  und  scharf  zu  lösen. 


Die  Ebene  eines  Messtisches  oder  Horizontalkreises,  von  de- 
nen jener  die  Winkel  zeichnet,  dieser  sie  mlsst,  sei  gegen  die 
Horizontatebene  unter  einem  gewissen  Winkel  e  geneigt;  wess- 
wegen  sie  diese  in  einer  bestimmten  Geraden  CO  (Taf.  II.  Ftg.l.) 
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schneidet.  Eine  Visur  CM,  mittels  eines  Diopters  oder  Fern 
rohrs,  auf  den  Horizont  selbst  (winkelrecht)  nrojicirt,  falle 
in  die  eigentlich  geforderte  und  richtige  Gerade  CP;  während  sie 
auf  die  geneigte  Messtischebene  projicirt  in  die  fast  iromer  un- 
richtige Gerade  CQ  zu  liegen  komme.  Danach  werden  im  Allge- 
meinen diese  Projeetionen  mit  jener  fixen  Horizontallime  CO un- 
gleiche Winkel  OCP=a  und  OCQ=*'  machen ,  deren  Unterschied 

(J)  a'  —  a—A« 

■ 

der  eigentlich  gesuchte  Fehler  im  Horizontal winkel  o  ist. 

Zur  Bestimmung  desselben  legen  wir  um  den  Scheitel  C  der 
betrachteten  Winkel  eine  Kugelfläche;  diese  werde  von  dem  Ho- 
rizonte in  dem  Kreisbogen  OA,  voe  der  Messtischebene  inv Bogen 
OB  und  von  den  die  Visur  CM  projicirenden  Ebenen  in  MP  und 
MQ  geschnitten.  Donach  ist  AOß=e,  Of>=«,  00=*  uud 
der  tfübenirlnke»  MCP^MP  sei 

Zieht  man  zur  Hilfe  noch  den  Kreisbogen  OM,  und  setzt 

90<>—  OM=üf  90Q—MOA=ii;  so  gibt  das  an  P  rechtwinklige 
Kugeldreieck  OPM 

» 

(2)  tang*7=sinctcotA 

und 

tanga  =  cot£sini7, 
das  bei  Q  rechtwinklige  Kuseldreieck  OQM  aber 

tanz  a'  =  cot£  sin    -M) . 

Eliminirt  man  aber  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen,  den 
Hilfs  bogen  k  durch  Thcilung,  so  findet  man 

w  tang  slnij    OQe   ""^       sioij     Wl  gÄ 

Man  wird  demnach  aus  a  und  A  nach  (2)  zunächst  den  Hilfs- 
winkel ri,  dann  hieraus  und  aus  f  nach  (3)  den  unrichtigen  Hon- 
zontalwinkel  tt'  und  endlich  nach  (1)  seinen  Fehler  Ja  berech- 
nen; wobei  man  die  Logarithmen  vorteilhaft  benutzen  kann,  weil 
t  immer  nur  sehr  klein  ist,  also  fj  und  ^-ff,  daher  auch  a  und 

in  der  goniometrischen  Tafel  nicht  weit  von  einander  abstehen. 

Will  man  «'  unmittelbar  durch  die  Angaben  (Daten)  «»  A 
ausdrücken,  so  wird  man  aus  (2)  und  (3)  tj  eliniioiren;  wonach 
man  findet 


14) 


* 

tang«'  =sCos£  tang«  +  ^"J^8*  • 


.  r 

Diese  Gleichung  erhält  man  unmittelbar  und  einfacher,  wenn 
man  noch  den  grbssten  Kreis  ABÄD'  der  Pole  und  L  des 
Horizontes  und  der  Messtischebene  benutzt.   Denn  da  ist  im 


i 
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Ku^eldreiecke  KLM,  wie  leicht  nachweisbar,  KLt^AB~i,  MK 
=Ö0°~A,  BAKLz=A'Q  +  ÖP=90°  +  «  und  KLM=zOB—OQ 
=  90° daher 

cos*  cos  (90°+ o)  ==  sine  cot  (90°— A)  ~sin(90°-|-«)  cot  (90° — er* ) , 
folglich  wieder 

(4)  tang«'==cos€tang«  +  ^^tangA. 


3. 


Suchen  wir  noch  den  unmittelbaren  Ausdruck  von  Ja,  so  fin- 
den wir 

tang^=tang(«'-«)=f^|?, 

daher  nach  der  Substitution  för  tgaf,  wenn  wir  abkürzend 
(5)  sine  tangA — sin  v  t  sin  « =« 

seteen , 


(6)  -  teng^j—j-. 

Aus  diesen  Gleichungen  ersieht  man  mit  Leichtigkeit  in  Be 
treff  der  algebraischen  Beziehungszeichen  der  vorkommenden  Gros- 
sen Folgendes: 

1.  Wenn*  die  Winkel  «  und  h  zugleich  ihre  Vorzeichen  .än- 
dern, erfolgt  dasselbe  auch  bei,tf,  dagegen  bleiben  die  Vorzei- 
chen von  cosa  und  ttsin«  ungeändert,  mithin  ändert  Sich  das 
Vorzeichen  des  Fehlers  Ja. 

2.  Wenn  der  Winkel  «  In  seinen  Supplementswinkel  180°— o 
ubergeht,  bleiben  sin«  und  ti  umgeändert,  aber  cos«,  daher  auch 
da,  ändern  ihr  Vorzeichen. 

Man  wird  demnach  wie  gewöhnlich  den  Neigungswinkel  * 
nur  spitz  und  positiv,  die  Winkel  «  und  -h  zwar  auch  nur  spitzig, 
aber  eben  sowohl  positiv  als  negativ  voraussetzen. 


4. 


Da  die  Neigung  t  der  Messtischplatte  nur  immer  sehr  klein 
ist,  so  wird  man  leicht  versucht,  Ja  in  eine  nach  den  Potenzen 
von  f  aufsteigende  Reihensumme  zu  entwickeln.  Thut  man 
dies,  so  findet  man,   wenn  man  den  Gehren  (d.  i.  den  Winkel, 
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dessen   bestimmender  Kreisbogen  so  lang  wie  sein  Halbmesser 
ist)  durch  r  bezeichnet,  und  zur  Abkürzung  tangA=rt  setzt,  zu 
nächst 

*=*  f^S^COVff^f)  +i8ina(f)  +OT*-(f) 

tang  da=  jyücosa —  OfS  (j^^^l)  8,1 

-f  Qy(a*s\na*  +  sin«»  —  g)  «cos« 
+  (t)4L~  «4^«Ha^J~^in«*)^  Jsin«2+^]si, 


sin«  cosa 


sin«  cos» 


+ 

und  sofort 


(7)  Ja  =  f.rrcos« — c .  j^«2  +  ^  sinacosa 

+  f  (^^«^I^sintt^^a^sin«*--!)--  jsin«^       sin«  cosa 


/£Vr  46sina4-2sina*  +  1  ,    „  .    A    1  . 
*  *  \7y  L   5   +a*(2sina4-2sm«2)-j 

+  jsina4— jsin«2  +  J2qJ 


cos« 


+  

Ich  habe  diese  Reihensumme  in  so  viel  Gliedern  entwickelt, 
um  ersichtlich  zu  machen,  welchen  namhaften  Einfluss  auf  den 
Fehler  Ja  des  Horizontalwinkels  der  Höhenwinkel  //  der  Visur 
äussert,  und  wie  unliigsam  diese  Glieder  gestaltet  sind,  so  dass 
man,  seihst  wenn  mau  nur  noch  das  zweite  Glied  ausrechnen 
wollte,  weit  mehr  zu  thun  hätte  als  wenn  man  die  ganz  scharfe 
Rechnung  nach  den  Gleichungen  (2),  (3)  und  (1)  ausführen 
möchte.*) 


*)  Dieser  Füll  tritt  auch  hei  innnchen  underen  Reihenentwicltelun- 
gen  und  naherung8weisen  Rechnungsformen  der  praktischen  Geometrie 
ein.  Zumeist  sucht  man  dabei  die  Anwendung  der  Logarithmen  oder 
goniomctri*clic-n  Functionen  zu  umgehen  ,  die  (so  wie  die  tleciraalbrüche), 
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5. 


In  den  geschriebenen  Heften  der  Vorträge  des  Herrn  Profes- 
sors Stampfer  über  praktische  Geometrie  am  polytechnischen 
bstitute  zu  Wien,  finde  ich  in  zwei  Exemplaren  anstatt  des  zwei- 

1 

gliedrigen  Factors  a2-r-jrdes  zweiten  Gliedes  nur  den  eingliedri- 
1 

gen       Dies  röhrt  von  einer  unrichtig  eingeleiteten  Abkürzung 

-  - 

her,  indem  er  zwar  richtig  sin  Jaz=Ja,  aber  unrichtig  cosJaszl 
setzt,  also  in  der  Grundanlage  zwar  die  zweiten  Potenzen  von 
Ja  und  s  vernachlässigt,  in  dem  Endergebnisse  sie  aber  gleich- 
wohl noch  mit  bestimmt  r 

Er  macht  feruer  die  Unterschiede  zweier  solcher  Fehler  Ja, 
um  den  Fehler  des  Winkels  zweier  Visurprojeetionen  auf  dem 
Messtische  zu  bestimmen.  Allein  weil  hierbei  sowohl  zweie/lei 
a  als  auch  zweierlei  h  vorkommen,  muss  dieses  Unterschiedes 
Ausdruck  sehr  complicirt  ausfallen.  Zudem  kommt  es  doch  haupt- 
sächlich blos  darauf  an,  den  äuss ersten  Betrag  des  Fehlers 
Ja  zu  erfahren.  Desswegen  ziehe  ich  es  vor,  zuerst  zu  erfor- 
schen, wie  jedes  einzelne  der  Rechnungselemente  e,  A,  a  auf 
diesen  Fehler  Ja  einwirkt,  und  dann,  weil  derselbe  in  Bezug  auf 
sämmtliche  Werthe  von  a  ein  Gross tes  zulässt,  dieses  zu  be- 
stimmen. 


Dabei  bleibt  aber  noch  zu  erwägen,  dass  man  den  möglich 
grttssten  Fehler  des  Winkeis  zweier  Visurprojectio- 
nen dem  Doppelten  dieses  grossten  Fehlers  Ja  gleich  halten 
müsse,  wenn  der  einen  Visur  derjenige  Winkel  a,  für  den  diese* 
Grosste  von  Ja  eintritt,  der  anderen  Visur  aber  der  Winkel 
180—  a  zugehört;  was  durch  Nr.  2.  in  Art.  3.  gerechtfertiget  ist. 


i 


6. 


1.  Wächst  der  Neigungswinkel  8  allein,  so  muss,  weil 
mit  &  und  h  vermöge  der  Gleichung  (2)  auch  ij  unverändert  bleibt, 
in  Gleichung  (3)  das  fast  immer  positive  Verhältniss  sin(?/-(-f):sin«, 
daher  auch  das  ihm  gleiche  tang(a -f-z/a)  rtanga,  desto  menr  sich 
verändern,  je  mehr  c  wächst;  darum  muss  auch  der  absolute  Be- 
frag des  Fehlers  Ja  um  so  mehr  zunehmen.  —  Dasselbe  zeigt 
Taf.il.  Fig.  2.  Denn  bleibt  a  beständig,  so  bleibt  P  und  PK  au 
seiner  Steile;  bleibt  dann  auch  noch  h  beständig,  so  ist  auch  der 
Punkt  M  fest.  Wächst  nun  e  =  AOB,  so  wachsen  auch  die' mit 
ihm  gleichgradigen  Bogen'  AB  und  KL,  der  Punkt  L  entfernt 


trotz  der  Möglichkeit  einer  leicht  verständlichen  Darstellung,  leider  noch 
immer  vielen  Praktikern  nqd  ZifTerrechnern  mathematische  Schreckbil- 
der sind.  , 
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sich  von  K,  also  nimmt  im  Dreieck  KLM  der  Winkel  an  L  ab, 
daher  auch  der  ihm  gleichgradige  Bogen  BQ\  folglich  wächst  der 
Bogen  OQ=ra'=«+^a,  und  sonach  auch  der  Fehler  Aa=OQ—OP. 


IL   Wächst  der  absolute  Betrag  des  Höhcnwinkels 


k  von  0  bis  90°,  so  wächst  in  Gleichung  (4)  auch  jener  des 
Schlussgliedes  und  desto  mehr  ändert  sich  auch  taug«'  und  damit 
a'=a  +  Aa,  daher  auch  der  Betrag  des  Fehlers  Ja  selbst.  - 
NachTaf.II.  Fig.2.iwuss,wenn*=40£  beständig  bleibt,  mit  OA  auch 
Oß,  daher  mit  K  auch  L  unverrückt  an 'seiner  Stelle  bleiben. 
Bleibt  sich  nun  auch  «—  OP  gleich»  so  bleibt  auch  der  Quadrant 
PK  fest;  daher  wenn  h^zPM  wächst,  muss  M  von  P  nach  K 
hin  sich  bewegen,  daher  wird  der  Punkt  Q  von  O  sich  entfer- 
nen, also  OQ~a+  Ja  wachsen  und  sofort  auch  der  Fehler  Ja 
=5  OQ—QP  sich  vergrössero.  —  Dies  bestätigt  endlich  auch  die 
Gleichung  (6) ,  wenn '  man  ihr  die  Form 

• 

*    tang^tos  4 

ertheilt,  weil  nach  Gleichung  (5)  mit  wachsendem  A  auch  « 
wächst,  folglich  i  abnimmt,  daher  rangle  und  Ja  sich  ver- 

III.  Wächst  endlich  der  Horizontalwinkel  a  allein, 
und  zwar  von  — 90°  bis  -f*90°,  so  wird  für  diese  beiden  Grenz- 
werthe,  cosa  =  0,  daher  nach  Gleichung  (6)  die  tang^a  also  auch 
Ja=0.  —  Dies  erhellet  auch  aus  Taf.II.  Fig.  2.  Denn  für  OP=: — 90° 
=  OA*  wird  OQ=rOÄ'=-90<>  und  för  Oi>=+ 90^=0 A  wird 
OQ=OB=z  +90«,  daher  jedesmal  O0—  OP=z/«=0.  —  Für 
^=s0  wird  tang  z/«=«  =  siuftang/i.  Mithin  muss  es  zwischen 
«= — 90°  und  a=-f  90°  ein  Grosstes  von  Ja  geben.  Mit  der 
Aufsuchung  dieses  Grössten  werden  wir  uns  fortan  beschäftigen, 
da  es  hinreicht,  nur  den  grössten  Fehler  Ja  zu  kennen,  dem 
man  bei  einer  gewissen  Neigung  e  der  Messtisch-  oder  Kreisebene j 
ausgesetzt  ist. 


Bestimmen  wir  nun,  da  mit  Aa  auch  tangz/a  zugleich  atetij 
wächst  und  abnimmt,  von  tangier  das  nach  o  genommene  Diffe 
reotialverhältniss,  und  setzen  es  gleich  Null;  so  erhalten  wir  g< 
mäss  den  Gleichungen  (6)  und  (5) 

(1  -f  usina)  (cosa|~  —  usino)  —  ucosct(sina     +  neos  «)  =0 
oder  reducirt 
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und  nach  der  Gleichung  (5) 


£a  = — (l  —  cos«)  cos«  =  —  #invc  cos« 


(8)  ti4  -f  usina  -|-  sinve .  cosaa:=0 . 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  (5)  gibt  denjenigen  Werth 
der  Hilfszahl  u  und  des  Winkels  a,  für  den  der  Fehler  Ja  am 
prfissten  ausfallt.  Leichter  ist  es  aus  ihnen  u  zu  bestimmen,  in- 
dem man  sina  eüminirt,  wodurch  man  erhalt: 

(9)  u'-SutgjtgA^&inf  (fg~-tgA»), 

und,  weno  man  zur  Abkürzung 

1  ✓ 

sin<ce 

(10)  -idr-=» 

setzt, 


3±V"l+8n\      e  _ 
 2  tang ^ tangA  . 

Das  richtige  Vorzeichen  der  Wurzel  findet  man  aus  folgen- 
der Betrachtung.   Nach  Gleichung  (5)  ist 

sin  Vf. sina — stof  tang/e  +  w=0, 

daher,  wenn  man  für  u  substituirt,  nach  einigen  einfachen  Re- 
ductionen  m 

sin  2  sinacot/*— cos  2  +  j  =0. 

4  cos  ~  6 

■#        •  • 
Fflr  liin«=0  erhält  man  nun  auch  limn=0  und 

3+1 

welche  Gleichung  aber  lediglich  bei  dem  oberen  Vorzeichen  be- 
stehen kann.    Mithin  ist 
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(II)  11  =  g  ra°g2  tanS" 

0 

Setzt  man  zur  Vereinfachung 


so  int,  weil  £  also  auch  n  von  Null  verschieden  vorausgesetzt 
wird ,  v  >  1  und 

(13)  u=(v  +  l)tang^tangÄ..  * 

Schreibt  man  nun  diesen  Ausdruck  in  dem  aus  der  Gleichung 
(5)  folgenden  « 

.       sin£  tangA — u 

(14)    sina=  :  > 

v    '  sinv  £ 

« 

so  erfolgt 

sinf— (v+l)  tangg 
sin«  =  j  .  tangA 

Ssin-^f2 
1 

2co8  2£*— (v  +  1) 

=  :  .  tangA, 

sinf  ö 

* 

oder ,  weil  v  >  1  >  cos  «  ist , 

V— =-COS£  . 

(15)  sin«=  p^r- tangA, 

,  ... 

woraus  erhellet,  dass  A  und  a  jederzeit  entgegengesetzte  Bezie- 
hungszeichen haben.  * 


*  8. 

Ein  anderer  Ausdruck  für  sin«  ergibt  sich  folgender massen 
Es  ist  nach  Gleichung  (14) 

4  -  *  * 

si  n  «=  cot^-  tangA —  g-/ — y —  =  cot^  £2+ 1  ^ 

\sins-£2 


==—  |  —  cot  |  ßg  cot|  —  taneA^ ,  • 


\ 

1 


daher,  wenn  man  das  letztere  u  nach  rl3)  ausdrückt, 

-  sin«  -  |=cot  j  tang  *  V 

•m 

\ 

Setzt  man  demnach 

A 

- 

(16)  {»-l^tangAcot  —  ^l)— ^=<, 

tang^ 


so  ist 


(17)  -»iö«=*42. 


- 

*  — 

Für  t  lässt  sich  noch  ein  anderer  benierkenswerther  Ausdruck 
aufstellen.   Es  ist  nach  Gleichung  (12) 

(2*— 1)«= 1+8*1, 
daher  nach  der  Annahme  (10) 

* 

sin  ä  «* 

*(,_.]) -=2-?^, 
'  sinA2 


folglich 


und  sofort 

I 


2  sinJ£* 
Vmmml-t>  '  sinA*  ' 


.  t  1 

2  sin  je  cos 

sinA  cos/t 


oder 


2  sine 


Dabei  ist  das  Verhältniss 

■ 

1=  ^tang2-{»=tangjt«+  — jtang^» 

"  •  •  ■ 

1      1  v  sin  Aa 
=  taDg^£*-f  j- 

cos 
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V"          '    I  "  • 
sinA*  +  8  sin  ^  e2) 

=  tang^e*f   j  

COS  fr* 

-  ,  Ii 

I 

Ist  nun  nicht  allein  s  —  wie  immer  —  sondern  auch  noch  h 
sehr  klein,  so  fallt  dies  Verhältniss  u:t  offenbar  so  klein  aus, 
dass  man  u  in  Vergleich  gegen  t  vernachlässigen,  folglich  nähe- 
rungsweise # 

0 

(19)  —  smu  =-  ö  =  -er  '         .=  3 


2~~   2  \  «~"ü8in2Ä 
tangj 


setzen  darf. 


9. 


Hat  man  w  und  a  zur  Hilfe  berechnet,  so  bestimmt  man  den 
gesuchten  möglich  grüssten  Fehler  Ja  selbst  nach  der  Gleichung 

/«x  *       a  «cos« 

(6)  tang  Ja  = 


1  f  usina 

Nun  ist  ?/  vermöge  der  Gleichung  (5)  von  derselben  Ordnung 
der  Kleinheit  wie  8,  folglich  usina  gewiss  noch  kleiner  und  so- 
fort der  log  (1  4  u  sin«)  fast  immer  so  klein,  dass  er  ausser  Acht 
gelassen  werden  darf.  Besitzt  man  eine  logarithmisch  -goniome- 
trische  Tafel,  in  welcher  die  kleinsten  Winkel  von  Secunde  zu 
Secunde  vorschreiten,  so  mochte  die  Berechnung  von  Ja  wohl 
am  einfachsten  nach  Gleichung  (6)  erfolgen. 

Dividirt  man  im  zweiten  Theile  von  (6) ,  so  wird 
(20)  tang  Ja=ucoea  —  u cosa  .  7/ sin«  f  .... 

in 

=  u  cosa  —  I.  u  sin a  -\- .... , 

wo  man  nur  höchst  selten  von  dem  berichtigenden  zweiten  Gliede 
Gebrauch  machen  wird. 

Besitzt  man  jedoch  keine  wie  oben  beschriebene  goniometri- 

sehe  Tafel,  so  ist  es  besser  Ja  selbst  nach  der  Formel 

•  •  * 

Ja  1  ] 

-p  =tang^a— gtgJa*  -f  ^  tg  Ja6  —  

zu  entwickeln,  wonach  man  erhält 

(21 )  Ja  =  Tu  cosa  —  Lu  sina  -f  

1  II 


UlylllZeO  Dy 


y  Google 


Da  wo  der  Winkel  er  zureichend  klein  ist,  kann  man  die 
Gleichung  (6)  auch   dadurch   umgestalten,    dass  man  cos«  = 

1 

1— 2sing-a2  setzt.  .Danach  ergiebt  sich 

u  +  taiig^« 
tan8^°="  l  +  u*\n*  u*ina- 

Ist  nun  das  zweite  Glied  wegen  der  Kleinheit  von  «  schon  genü- 
gend klein,  so  kann  man;  es  vernachlässigen,  folglich  näherungs- 
weise setzen 


(22) 


tang Jaz=zu  =  (v-\-l) tang ^  tang  A 


(23) 


^«=r«=  T(»  +  I)  tang  j  tangA '. 


Bevor  wir  in  unserer  Untersuchung  weiter  schreiten,  betrach- 
teo  wir  gewisse  ausgezeichnete  Höhenwinkel  h,  auf  die 
uos  theils  die  Natur  der  Aufgabe,  theils  die  Annahme  (10)  auf* 

merksam  macht,  nemlich  A=0,  ^  u°d  90°« 

L   Für  A=±0  ' 

wird  n  und  v=oo,  aber  tang  AssJbO,  daher  in  (13)  und  (15) 
f  tangA  =  ±  00 .0.   Es  Ist  jedoch  gemäss  (12)  und  (10) 

Y  sinA2  +  8sin  \  e2  +  sin  A 
e  tang  Assi  . 


2cosA 


uod  för  A  =  +  0 


ssAVSsinn-f, 
daher  nach  (13)  und  (15) 

.1  1 
u=±  sin  j  f  tangyf .  V2 
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(24) 


»in  a=  Y 


.  1 
8ln-Ic 

sine 


V2  =  =F 


1 


cos  j*V2 


Aus  dem  Letzteren  findet  man 


cosa 


1       a  I  cos 

-  ~T  \  T 


COS5-C 


(25) 


Sofort  ist 


daher 


und  also 


tanga  =  ^ 


Vcosc 

o  1  *  •  o  Vcose 
cosia  = — tang^£  »  sinzasr^  ^ 

2 

•  * 

tang2«=4:  j--  • 

sintj£2 


COS  S-£2 


n  —  £2 


tarig  z/a .  taug  2a  —  1 , 


\ 


±2a±Ja=±a±a'  =  Q0C). 
Demnach  dürfte  zur  Berechnung  von  Ja  am  geeignetesten  sein 


1 


oder 


(26) 


+  sin  ^/a  =  cos  ±2a=:  —  tang  -^6 


sin  da— -f-  tang  -  62 , 


2 


oder  in  eine  Reihe  entwickelt 


(27) 


£2  £4 


Wegen  der  Kleinheit  von  £  ist  in  (24)  und  (25) 


>y  Google ' 


•    ,   ■  na 

■ 

ros^=l,  coseii,  daber  sinai^-^,  tanga=±l,  und  sofort 


y2' 

höchst  nahe  «=^45°.  Wenn  demnach  h=±09  folglich  dieVisur 
horizontal  ist,  so  fällt  sowohl  für  «=—45°  als  für  «=+4$°,  also 
an  den  Halbirungslinien  der  4  horizontalen  Quadranten,  der  Feh- 
ler Ja  am  grössten  aus,  und  dieser  ist  sehr  nahe  der  zweiten 
Potenz  des  Neigungswinkels  der  Messtischebene  proportional. 

Dies  Ergebnis*  wird  auch  von  der  Gleichung  (4)  bestätigt, 
«eiche  (ur  h  =  ±0  in 

tang  («'  =  a  -f-  Ja) = cos«  tanga 

»  •  •> 

ubergeht,  und  zeigt,  dass  picht  nur  für  a=  db^O0,  sondern  auch 
für  a  =  ±  0  der  Fehler  Ja  \n  Null  übergehe,  und  dass  demnach 
sowohl  im  positiven  wie  auch  im  negativen  ersten  Quadranten  von 
a  ein  grösster  Fehler  Ja  statt  finde. 

■ 

Bestimmt  man  dieses  Grösste  nach  der  letzten,  auch  aus 
einer  leicht  zu  entwerfend en^Ffgur  unschwer  ableitbaren  Gleichuug, 

indem  man  sie  nach  er  differenzirt  und       =  Ö  setzt;  so  findet 


COS£ 


coso'*  "■cosaa> 

folglich,  wenn  man  durch  die  ursprüngliche  Gleichung  dividirt, 

sine/  coSa' = sin«  cosa , 


also 


und 


oder  wie  oben 


sin  2a' =  sin  2« 


±a±a,=±2a±Ja=zW>. 


Sonach  ist 


1        co«        i-co«    .  28i4*4  2s4£' 


cosa'4     sina*     cosa*     sina2 — cosa*     — eos*2a     ~f- sin  ,4a 


1  +  COS£  a  1 


'2 cos  ^  *2> 


MgUch  wie  oben 
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*  , 

1  1 

cos 2«=— tang und  sm^ss^tang  je2. 

Umgekehrt  findet  man  eben  so  leicht  den  Neigungswinkel 
e,  bei  dem  der  Fehler  Ja  eine  bestimmt»  zugestandene  Grenze 

nicht  flbersteigt.    Dafür  ist  nach  (26)  oder  (27) 

■ 

tang^e^  VsinCT^«)*   *=2  W^Jtt.  r, 

wo  ^f-Ja  den  absoluten  Werth  von  Ja  vorstellt. 

Bei  der  graphischen  Triangulirung  soll  dieser  Fehler  nicht 
30  Secunden  betragen.  Setzen  wir  demnach  ^-Ja—<W9  so  fin- 
den wir  c=1022,56,r=l^0*).  Also  um  l|  Grad  darf  der 


tisch  oder  ein  Winkelmesser  gegen  den  Horizont  geneigt  sein, 
bis  der  grösste  Fehler  der  Horizontaltvinkel,  wenn  die  Objectc 
genau  im  Horizonte  liegen,  30  Secunden  beträgt.  Da  man  doo 
einen  so  groben  Fehler  in  der  Neigung  nie  begehen  wird,  so 
durfte  dieses  Ersebniss  leicht  Manchen  zu  dem  Irrthume  verlei- 
ten, überhaupt  den  Ein  flu ss  dieser  Neigung  auf  die  Richtigkeit 
der  Messung  gering  zu  schätzen;  wir  werden  ihn  jedoch  bald 
eines  Besseren  belehren. 


II.  Für  h=~ 


wird  vermöge  (10),  (12),  (13),  (16),  (18),  (17> 

n=2,  r=2,  «=3tang2**,  t=l ; 

* 

(29)  — sio«=        =  \  +  \  tangi  e«, 


2  -2T2^Mf2 
cos«=~2-  (1— 3  w~9  ««*  ); 


(30)  tang^«=jV3  («  +  5  «»+ ^~*  +  - •••) 

3  1       1       1        13  1 

=  jV3(tangjf2  +  ^tangj  *4+  ^tang^«Ä  +  

und 


*)    Herr  Prof.  Stampfer  findet  dafnr  58*6  Minuten. 
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* 

(3t)  ^«=4  IV3(*  +  rj  u*  +  J  **  *  •  •  > 

=  |  r  v3  (tg  jt>+{  tg  \  iHtg  j  «•  + ~~.) 

-|  V3  [f  *  +  ^         *  +  ^{ff  ...]• 

.  i 

Wegen  der  Kleinheit  von  t  ist  —  siu«=^,  also  a  sehr  nahe 

=  ^30°.   Während  also  der  Winkel  h  nur  von  0  bis  j  aufsteigt, 

nimmt  «  von  15«  bis  30°  ab  and  der  Febler  Ja  wird  |  V3=2  6 
mal  so  gross. 

Umgekehrt  findet  man  zur  Fehlergrenze  Ja  die  Neigung  £  aus 
(3*2)  tang^e*=  -j^tangz/«  oder  £*  =  jj^-^a'*) 

Soll  z.  Ik  der  möglich  grOsste  Fehler  Ja =20  Seeunden  sein,  / 
so  findet  man  t±z(MV 26*   und  h—  ^=0ü25/43". 

Hl.   F0r  Ä=90»  geben  die  Gleichungen  (*2),  (3),  (4),  i?=0 
und  ^=0,  also 

«  +  ^«=^909  und  Ju~9ö°—a; 

was  auch  aus~Taf.  Ii.  Fia.  2.  einleuchtet,  weil,  wenn  M  nach  K 
kommt,  LMQ  nach  LKB,  also  Q  nach  B  kommen  und  OQ=a' 
=  OÄ=90°  werden  muss. 

Je  näher  demnach  k  an  90°  rückt,  desto  näher  kommt  Ja 
an  90°— a;  woraus  man  eYsieht,  wie  genau  der  Horizontalkreis 
naarecht  gestellt  sein  muss,  wenn  die  Azimute  von  sehr  hoch 
stehenden  Gestirnen  zu  messen  sind. 


12. 

Die  m  den  Art.  7 — $  behandelte  verwickelte  Bestimmung  der 
Winkel  a  und  Ja  räth  zuvörderst  zu  einem  Versuche  einer  Rei- 
henentwickelung nach  den  aufsteigenden  Potenzen  des  stets 
nur  kleinen  wohl  nie  einen  Grad  erreichenden  —  Neigungs- 
winkels t. 


•)  Ich  meide  hier  nnd  aocli  sonst  gern  das  Wurzelzeichen,  da  man 
a  die  Gleichung  &*  —  a  auch  gleich  also  lesen  kann :  x  ist  die  mte 
Wurzel  ans  *• 
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i 

k 

Hierbei  fallt  aber  sogleich  auf,  das»  bei  der  Entwickeluog  der 

V  l-f-^M2  *u  unterscheiden  komme,  ob  8n*<=>l  sei,  was  offen- 
bar von  dem  Hffhenwinkel  A  abhängt,  und  wegen  des  Ausdruckes 
(tO)  von  it  erheischt,  dass 

1 

i: sin A >  =  < sin g-c.  y8,  oder  nahe  ±A>  =  <*V2, 

also  für  «=10';      20*;     W;     W;      50';  1« 
dass  dbA>  =  <14'l;  28'3;  42'-4;  56'-6;  l<>10'-7;  l»24'-8  sei.  , 

I.  Betrachten  wir  daher  den  ersten  Fall,  wo  die  Ent- 
wickelung  von  {1-f  8w*)*  nach  den  Potenzen  von  n  oder  $  auf- 
steigend  gemäss  dem  binomischen  Lehrsatze  ausführbar,  folglich 

<  >  1 

8n*_-l,  isinA^sin  ^  * 

ist.    Da  ist  • 

^a=sTn^(1~C0Sf)=sTnV[KT)  "fil(f) 

^-^äsinA« '  1*    JswPVo  +sinAVr«  j 

1     /  1    ,   1_.     1  \ 

+  4sinA* \m  +  ÖsinA*    suIIV  r*+ 

♦     1-i  1.1  i!  ,  J_  i!  . 
tang2—  2  jp+24  r,i"  240T»  + ; 

und  wenn  man  tangA=a  setzt: 

M-flr+U+wrä-V6öa+4ä+S^y r*'  ' 

(32)  _8in^(«^_^^^ 

,  /31     ,  J81  -3  I\f» 
+  U20rt+240a  +  4«»+455>/ri* 

_i     (a*tX  _i_  1  V*  i        .  5  _■_  43  .   1  V4 
cos«-i-^i2  +2  +  8aVr5+V24  +  12i"9öa4+8«7r«- 


> 
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1  \  £> 


.  (    5?  ._£.    _L  JAfi 

Ä  +  12Ö~32a~  32oV  I* 

* 

«      /as    a      1  \  «3 

/a*    3a*      a       1    .    \  \i* 

(33)  ^«+(5+3  +  8iyr* 

/4afi    17a»    7a      1         1  \ 

Die  für  sina  und  erhaltenen  Reihenentwickelungen  (32) 
und  (33)  hüren  jedoch  in  der  Nähe  der  äussersten  Wertfce  0  und 

90° des  Höhenwinkels  Aauf  anwendbar  zu  sein,  weil  dort  -=cotA, 

a  „ 

hier  a  =  taogA  sehr  gross  ausfallt. 

1.  För  die  von  diesen  Grenzen  genügend  abstehenden  Mit 
telwerthe  des  Höhenwinkels  A  kann  man  demnach  diese 
Reihenentwickelungen  geradezu  verwenden,  und  erhält  so 

1  c 

(34^  — sina=(tangA  +  ^cotÄ)  jT 

/l  11  1  \/«V 

—  [ß  toogA+24CotA+ j  G0ft**/wy 

(36)         ^a=ttangA+(g-  tgA*+  |tgA  +  *  coiä)  ~  


In  diesem  Falle  ist  der  Winkel  a  nahe  =0,  folglich  tritt  der 
grösste  Fehler  Ja  da  ein ,  wo  die  Protection  der  Visur  nahe  mit 
der  Durchschnittslinie  der  Horizontal-  und  Messtischebene  über- 
einfällt  oder  zu  einer  auf  der  Messtischplatte  ziehbaren  wagrech- 
ten Geraden  nahe  parallel  läuft,  also  selbst  nahe  wagrecht  ist. 

Um  die  Grösse  des  2ten  Gliedes  in  da  einiger  Massen  schät- 
zen zu  können,  bemerken  wir,  dass  selbes*  wenn  f=lGrad  ist, 

für  nahe  A  =  21°23'  und  A=33°35'  etwa  ISec.  betrage,  und  für 

1 

A=27°21'  seinen  möglichst  kleinsten  Werth  nahe  j  Secunde  er- 
halte, endlich  bei  gleichem  Höhenwinkel  der  3ten  Potenz  von  t 
proportional  sei. 

Tlieil  XIII.  9 
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2.    Für  die  möglich  kleinsten  Höhenwinkel  h  wer 

den  die  mit  den  höchsten  Potenzen  von  —  =cotA  behafteten  Glie- 

a 

der  in  (-VI)  und  (33)  die  ausgiebigsten.  Behält  man  nur  sie  bei, 
und  setzt  abkürzend  ~J*  '•  tang/i  =  j,  cot/i=A:;  so  erhält  man 

—  sin  a  =  ^- A:— jÄ:s-f- A-4  , 

1  1 

Ja=  g-  k2s  —  j2      f  y 


ersieht  aber  auch  zugleich,  dass  diese  Reihen  zu  langsam  con- 
Tergiren.  :  • 

» 

3.  Bei  den  gross  ten  Höhenwinkeln  Ii  fallen  in  (32) 
und, (33)  die  mit  den  höchsten  Potenzen  von  «  =  tätigt  behafte- 
ten Glieder  am  grössten  aus.    Behalt  man  nur  sie  bei  und  setzt 

st  * 
zur   Abkürzung   n  j»=  jptang  /'  —  ff  »  s°  findet  man 

.     ,/t    1  «»     31  «•     \  • 

ersieht  aber  auch,  dass  die  letzte  Reihe  zu  langsam  convergirt. 


13. 

ff.    Im  zweiten  Fall,  wo 

■ 

1 

8wQ  >  1 ,  +  sinA  <  sin  *  f  V"2 

ist,  müsste  man  die  V  1  -f-8«2  nach  den  fallenden  Potenzen  von 
n  entwickeln,  ihr  also  zuvor  die  Form  2nV2 ^14- ffjj  ertheilen. 
Setzen  wir  abkürzend 


sinA 

=  in 


so  wird 


2wV2~     ^  .  1 
2  v2.sin  ^  t 


V  l  +  w*2  |  m 

r  =  -y-  » 

*2#n 


Goo< 


> 

m  —   ^  J  Vfi.Äing"*  ' 

  i 

V 1         m  ( t  —  4  sin  j  t a) 

—  sin  «  —  ; — - — t—  *  . 

V2.cosj«cos/* 

Für  lim  A  — 0  wird  limm  =  0,  also 

1 

—  sin«  =  y-  unda=— 45°, 

wie  schon  in  Art."  10.  gefunden  wurde. 

Die  Entwicklung  in  Reiben  kann,  wie  man  leicht  übersieht, 
auch  hier  keinen  Vortheil  darbieten. 


14. 


Wenn  der  Höhenwinkel  h  klein  ist,  kann  man  a  am 
täglichsten  nach  den  Gleichungen  (10),  (12),  (13),  (16)  oder  (18), 
und  (17),  bestimmen,  dann  aber  Ja  nach  (22)  oder  (23)  berechnen. 


Ist   endlich  der  Hühenwinkel  so  klein,  dass 
•  h  • 

sinA=  j,=tangÄ  setzen  darf;  so  wird,  weil  man  jedenfalls  auch 

4 

I 

1  / 

.  i  •  r  ,  i 

sin^«  =  -p-=tang^« 
zu  setzen  berechtiget  ist,  nach  den  erwähnten  Glei 


-1  « 


(36)  v  =  


(37) 


.  •  V&HÄ*—  k  e 

'=  ~  =-Ä> 


(38)         u=—  n--hTVr) 


9* 
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Den  Winkel  a  wird  man  entweder  gemäss  der  Gleiehung 


(17) 


—  sina  = 


oder,  weil  hier  u  in  Vergleich  gegen  /  vernachlässigt  werden  darf, 
nach  der  Gleichung 


09) 


.    •  t 

—  sin«— ^ 


berechnen.    Endlich  wird  man  Ja  nach  der  Gleichung 
(21)  Ja=rucosa 

bestimmen. 

•  9 

\ 

In  den  Ausdrücken  (36)  und  (37)  wird  man  anstatt  e  und  h 
einfacher  nur  ihre  kleinsten  Proportionalzahlen  setzen. 

I 

Bleibt  sich  das  Verhaltniss  j-  gleich ,  so  bleiben  v,t  und  nahe 
auch  a  gleich,  u  und  Ja  aber  sind  der  c2  nahe  proportionirt. 

Beispiel.  Sei  e  =  l°=60',  A=2°,  also  msJi  «:A  =  1:2; 
dann  ist 


VC  +  2 
t>  =  ^— =1  11237, 

log  =0-32477 

2 log j  =3-51625,  Tin  Gr. 

logt*=0  80852  -4 
*  logr=5  31443,  r  in  See. 
logcosa=9-98872 


<=V6- 2  =  0-44949 
u  =  000064 


<  +  045013 
-sina= 0*22506 
—  «=13°0-'4 
z/a  =  129"3 
=  2'9"3 


log^a=21U67 

Bleibt  f:A=l:2,  so  ist  für  €'  =  30'  und  A'  =  l° 


t'  =  t=z  0-44949 
u'  =]u=  0-00016 

 4 

+  *'  =0-44965 
—  sin«' =0-22482 


—  a'  =  12059'-5 

Ja'  =  \ja=Zr-Z. 
4 


y  GüOgl 


15. 

Dort  wo  keine  der  angegebenen  Näherungsrechnungen  hinrei- 
chend genau  ist,  oder  wenn  der  Grad  der  Genauigkeit  einer  sol- 
chen Rechnung  in  einem  bestimmten  Falle  ermittelt  werden  soll, 
wird  es  unumgänglich  noth wendig,  die  umständliche  aber  genaue 
Berechnung  von  a  und  J«  nach  Art.  7.-9.  vorzunehmen.  Um 
aber  hiebei  durchgängig  die  Logarithmen  benützen  zu  könuen, 
wird  man  sich  der  Hillswinkel  bedienen. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (10)  und  (12) 


v 
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(39) 


sin 


nVS=  shnh  V8=tang<p, 


so  ist 


(40) 


secy  -f  1 
2 


Dabei  muss  secc>=VT+8??  stets  positiv  ausfallen,  folglich  <p 
von  —90°  bis  +90°  gewählt  werden. 

Entweder,  wenn  man  eine  Secantentafel  hat,  berechnet  man  v 
ganz  einfach  aus  (40),  oder  man  benützt  die  folgende  Darstellung: 


1  -f  cosy 
zcosg> 


wonach  nian  erhält 


(41) 


cos  ^9» 
cosqp 


Nach  dem  ersteren  Ausdrucke  ist  die  in  u  vorkommende  Summe 

''•♦>- 

daher,  wenn  man  den  Winkel  X  so  bestimmt,  dass 

i 

j=cos2a  .  ( 

ist,  wonach  jedenfalls  2A=70°31,43"-6  und 
(42)  «=35  15  51-8 

-  • 

ist,  findet  man 
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■ 


cos  (X  +  ^qp)cos(A— <p ) 
»  +  1  =  3  • 

COB(p 

» 

Demgemäss  verwandelt  sich  die  Gleichung  (13)  in 

■ 

3  1  1  t 

Oder  man  setzt  im  ersten  Ausdrucke  von  v  + 1 

also 

(44),        .  tÄngip=3siny; 


dann  wird 


2  cosqp  sini// 


und 


- 

^  sin(g>-f  i^) .      *  .  . 

Zur  Bestimmung  von  a  berätst  man  entweder  die  Gleichung 
(15),  wenn  man  eine  Tafel  der  Cosinus  zu  Gebote  hat.  oder  man 
umwandelt  diese  Gleichung  wie  folgt.   Es  ist 


l 

v  —  1  +  2  sin  2*  «a 

—  siu  a  =  j  — j  .  tangA 

2  sin  ^£  cos  j  s  - 

=  (  —  +«n  2     J  — f~  tauS  2  a 

sinj«* 

=(1+  ~1  ^\ tang2  €tanSÄ* 

2sio  ^  t*  y 


Nach  (41)  ist  aber 


sin  ^  tp* 

V  1  =    »  '  y 


(olglich,  wenn  man 
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1 

sin  -r  f 


(46)  sin  g  e  :  ^         =  j-  \T(2  cos  <p  =  tang  w 

setzt,  wonach  a>  immer  positiv  und  sfiitz  ausfallt, 
(47)  -  sin  a=^5  tang  SjttangA.*) 


10. 

Um  die  Betrüge  des  grossten  Fehlers  Ja  im  Horizontalwin- 
kel  o  einiger  Massen  in  besonderen  Fallen  beurtheilen  zu  kennen, 
habe  ich  mir  die  Miihe  genommen,  folgenden  Abriss  einer  Tafel 
zu  berechnen,  in  welcher  zu  gewissen  Neigungswinkeln  s  des 
Iiiesstisches  und  für  gewisse  Hohenwinkel  h  der  V isur  nicht  allein 

i'eoer  grosste  Fehler  Ja,  sondern  auch  derjenige  Horizontalwin- 
;el  a,  bei  dem  er  statt  findet,  aufgeführt  ist.  Die  Neigungswin- 
kel f  wurden  geflissentlich  so*  aussergewiihnlich  gross  gewählt, 
weil  man  daraus  für  kleinere  s  leicht  Ja  angenähert  danach  be- 
rechnen kann,  dass  wenigstens  von  A^=25  Min.  an,  bei  einerlei 
A,  die  Fehler  Verden  Neigungswinkeln  s  nahe  proportional-' sind. 
Eine  grössere  Ausdehnung  dieser  Tafel  muss  ich  jemand  über- 
lassen, dem  mehr  helfende  Hände  als  mir  zu  Gebote  stehen. 


*)  Wenn  <w  genüg  klein  ausfüllt,  kann  man  mittels  der  logarith- 
roisch-  goniometrisehen,  Tafel ,  ohne  den  Winkel  a*  seihst  zu  bestimmen, 
Ton  logtanga»  unmittelbar  auf  logsina»  übergehen.  Denn  für  jede  zwei 
Winkel  ar  und  tu"  ist 

,    s     sinw    sin  to'     ,  .  »  cos  ai 

tangw:tang«'  =          :   *  =(sin» :  «na*')  — , 

°         °        cosw    cosw*  cosar 


CO 

log  tango* —  log  lnngc/j' =  lo£  sinew  — log  sin  o/-f-log 


Sind  nun  die  Winkel  w  und  vt*  so  klein,  dass  man  sehr  nahe 
setzen  darf,  so  ist  hinreichend  genau 

,   log  tangw  —  log  tang«*'  =Hog  sin«;  —  log  sin«' 

» 

und  sofort 

log  sino>jrr  logsinw'-f-  (log  fgw  —  log  tgo/)# 

Bezeichnet  demnach  oj4  den*  Winkel,  dessen  logtang  die  untere  Grenze 
von  logtangw  in  der  goniometrischen  Tafel  ist,  so  hat  man  nurlogtgc/ 
von  dem  gefundenen  logtgw  abzuziehen ,  und  den  Unterschied  zu  dem 
in  der  Tafel  auf  derselben  Zeile  stehenden  logsinw'  zu  addiren,  um  so- 
gleich den  verlangten  log  sin«»  zn  haben.  t 
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Aus  dieser  Tafel  ersieht  man,  wie  der  Winkel  «,   bei  dem 

der  grusste  Fehler  Ja  statt  findet,  für  A  =0°  noch  ein  wenig  über 

g 

45°  steht,  und  wie  er  schon,  während  h  nur  auf  j  aufsteigt,  auf 

30°  herabsinkt,  und  bereits  für  A=50,hur  wenige  Grade  und  bei 
e=10'  nicht  mehr  einen  vollen  Grad  beträgt.  Dagegen  sieht  man, 
dass  Ja  bei  einerlei  e,  so  wie  h,  in  arithmetischer  Progression 
aufsteigt. 
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i 

mit  welcher  Genauigkeit  lassen  sich 
die  I/än^e  eines  kleinen  Kreisbogens, 
sein  Sinus  und  seine  Tangente  einander 
.  -    .  gleichstellen? 

Untersucht  von 

Herrn  Dr.  Wilh.  Matzka, 

k.  k.  Professor  der  Mathematik  und  prakt.  Geometrie  an  der  stand. 

techn.  Lehranstalt  su  Prag  . 


Dies*  für  angenäherte  goniometrtsche  Rechnungen ,  rorn 
lieh  in  den  verschiedenen  Zweigen  der  praktischen  Geometrie  und 
Mechanik,  höchst  wichtige  Präge  habe  ich  noch  nirgends  aufge- 
worfen und  beantwortet  gelunden,  wesshalb  ich  dies  hier  selbst  taue. 

Sei  a  eines  Kreisbogens  Gradmass,  a  seine  Länge  oder  sein 
Zahlwerth,  wenn  sein  Halbmesser  die  Längeneinheit  ist;  oder  sei 
a  eines  Winkels  Gradmass,  und  a  =  a:  r  sein  analytischer  Zahl 
werth,  wenn  er  nämlich  durch  die  analytische  Winkeleinheit,  den 
Gehren  r,  ausgemessen  wird.    Dann  ist  bekanntlich 

...  1 

2a»  -  16as 

I.  SoH  nun  a  mit  sincr  bis  auf  eine  DecirnaletnheU  der  Afcen 
Ordnung,  d.  i.  bis  auf  -^»übereinstimmen,  also  1 

«Vi    «*  .     \^  1 
n-s.n«=-r^l-2Ö+...>)<I5i 

■ 

sein;  so  kann  mann,  weil  hiezu  a jedenfalls  schon  klein  sein  mm 
für  eine  erste  Annäherung,  wenn  man  die  genäherten  Wer the  v 
1  a  mhaf  und  a'^af  xT  bezeichnet. 
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6  <10* 


setzen.   Dies  gibt 


3 


also    '  a'srra 


Sei  k  =  3m — n, 

«0  ist  «'<l^VXiÖ^ 

1 

also  logo^^n  -Mogty+Io^r-  m. 

►  * 

Nehmen  wir  a*  und  Tin  Minuten,  so  finden  wir 

förn=0,  log«'  < 3-79565— m,  «' <6246'7:10»V 

-  »=1,  loga'<412S99— m,  «' <  13458:10«, 

-  n=r2 ,  log«' <  4-40232 -m,     < 28995 : 10»». 

Für  eine  schärfere  Annäherung  setzen  wir  nun  oben  in 

^  für  d  den  genährten  Werth  a*,  und  erhalten  , 


a»  a'*  =a^8 
6(l—  2Ö* 6 


daher 


a*2  i 


ÜSO  a^a'+lQir+l' 

*  * 

Wenn  wir  sonach  mit  rmultipliciren,  und  Kürze  halber  des 
Näherungswerthes  o'  Correction  durch  A«'  bezeichnen,  nämlich 

r=3437/7 
10*+ 1 

setzen,  so  erhalten  wir 
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Nimmt  man  nun  für  k  die  Zahlen  9  bis  2,  so  ergibt  sich  fol- 
gende Zusammenstellung: 


m 

n 

1 

1 

~  — sina< 
i 

u 

o 

'6-25 

0* 

0°  6'*25 

l  •  I09 

~8~ 

3 

1 

1346 

0 

0  1346 

1:10* 

3 

290 

0 

0  29  0 

l:W 

TT 

2 

0 

6*5 

0 

1  2-5 

1:10« 

5 

2 

1 

J34-6 

0 

2  14-6 

1:10« 

2 

2 

290-0 

0 

4  50-0 

1:10* 

3 

1 

0 

6247 

(K3 

10  24-7 

1:101 

2 

1 

1 

1345-8 

3^1 

22029-2 

1:10* 

II.    Soll  a  mit  tanga  bis  auf  eine  Decimaleinheit  der  Aien 

1 

Ordnung,  d.  i.  bis  auf  jg* ,  übereinstimmen,  also 

o3       2  l 
taug«— a  =  -3-(i  +  ga»-|-....)<  ^ 

sein ;  so  kann  man  wegen  der  Kleinheit  von  a  für  eine  erste  Ao- 
näherung,  wenn  man  die  obige  Bezeichnung  beibehält, 


setzen.    Dies  gibt 


JL 
3  ^10* 


a  3 


10*' 


oder 
folglich 


log«'  <j(n  +  log 3)  +  log  r-  m. 


Nimmt  man  abermals  T  und  a  in  Minuten,  so  findet 

tür  n  =  0,  log«'  < 3-69531  -m,  «*  <  4958' :  10" , 

-  n  =  l,  log«'<402865^-m,  «'<  10682:10»», 

-  n  =  2,  log  «*<  4*36198 -m,  «'< 23013:10»-. 
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2 


Für  eine  schärfere  Annäherung  setze  man  oben  in  gl** 
fär  a  den  genäherten  Werth  «';  danach  erhält  man 


äT(1  +  5a  +  )<T 


folglich 


also 


MultiplTcirt  man  mit  T,  und  bezeichnet  wieder  des  Näherungs- 
werthes  «'  Verbesserung  durch  Ja'f  nemlich 


=  13751' 


so  erhalt  man 


Setzt  man  abermals  fär  X:  die  Zahlen  9  bis  2,  so  ergibt  si 
folgende  Zusammenstellung: 


k 

i 

m 

n 

y 

Ja* 

— 
"< 

tanga-^ 

9 

3 

0 

5'0 

0 

ö«5'0 

Ii  fr 

8 

3 

1 

107 

0 

0  107 

1:10« 

3 

2 

230 

0 

0  230 

1:107 

i 

0 

490 

0 

0  49*6 

1  46-8 

1:106 

5 

2 

1 

1068 

0 

1:10*- 
1:10* 

4 

2 

2 

2300 

Ol 

3  49-9 

3 

1 

0 

495*8 
1068-2 

1.4 

8  14*4 

1:103 

2  I  1 

1 

13.8 

17  34  4 

1:10* 

III.  Damit  sina  mit  tang«  bis  auf  eine  Decimaleinheit  der 
Heu  Ordnung  fibereinstimme,  also 

tang  «-sin «=  J<1+|  •*4^)<j}|  * 

sei;  kann  man  für  eine  erste  Annäherung,  indem  man  die  ge- 
brauchte Bezeichnung  beibehält,  wr 
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a's  1 

6  <W 

setzen,  wie  in  1.  Danach  erhält  man  zu  den  drei  Werthen  von  n 
auch  wie  in  1.  die  obern  Grenzen  von 

Zu  einer  genaueren  Annäherung  erhält  man  dann  durch 
den  bekannten  Vorgang  1 


6 


(*+  —  -!-•••; » 


daher  ; 


oder 


=  a 


>3 


a'  — 


4  ••, 

15 
10*+* ' 


Wird  nun  mit  V  multiplictrt  und  des  Näherungswerthes  a' 
Verbesserung  durch  da1  bezeichnet,  nemlich 


15  r  51566' 


10*+ 


10*+* 


gesetzt,  so  erhält  man 


Nimmt  man  wieder  für  /,  die  Anzahlen  9  bis  2,  so  erhalt 
man  folgende  Zusammenstehung: 


k 

7» 

n 

Ja' 

«  < 

[tangof— sina^ 

9 

3 

0 

«'•25 

0 

0°  6'25 

1  1:10» 

8 

3 

1 

13'-40 

0 

0  13-46 

1:10* 

7 

3 

2 

29-0 

0 

0  29-0 

1:107 

6 

2 

0 

62-5 

0 

1  2-5 

1:10« 

5 

9 

1 

134-6 

0 

2  14-6 

1:10» 

4 

2 

2 

290D 

(K5 

4  49-5 

1:10* 

3 

1 

0 

6247 

5-2 

10  19  5 

1:103 

2 

1 

l 

1345-8 

5]'-6 

21  34-2 

1 : 10* 

Die  intcrpretaion  der  in  den  zwei  Schlussspalten  dieser  dre 
Täfelchen  enthaltenen  Ergebnisse  ist  so  einfach,  dass  ich  sie  hie 
Kürze  halber  wohl  weglassen  darf. 
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Populäre  Vorlesungen  über  wissen- 
schaftliche Gegenstände  von  V.  W. 
Hessel.  Stach  dem  Tode  des.  Verfas- 
sers herausgegeben  von  H.  C  Schu- 
macher. Hamburg.  Perthes ,  Besser 

&  Mauke.  1848. 

Von  dem 

_  ♦  i 

Herrn  Dr.  P.  Wolfers, 

ischem  Rechner  an  der  Königlichen  Sternwarte  su  Berlin. 


Der  Herausgeber  des  vorliegenden  Werkes  hat  hierdurch  sei- 
nem unsterblichen  Freunde  das  schönste  Denkmal  gesetzt,  denn 
wenn  €s  auch  den,  Männern  der  Wissenschaft  voltkommen  bekannt 
ist,  wie  vielseitig  und  (was  seften  der  Fall  ist)  gründlich  zugleich 
die  Wirksamkeit  des  grossen  Astronomen  gewesen;  so  erfahren 
durch  das  vorliegende  Werk  auch  die  zahlreichen  Liebhaber  der 
astronomischen  und  physikalischen  Wissenschaften ,  wieviel  diese 
dem  verstorbenen  Verfasser  verdanken.  Während  derselbe  in  so 
vielen  Zweigen  der  Wissenschaften  erschöpfende  Untersuchungen 
angestellt  hat,  wusste  er  doch  sich  noch  Zeit  abzumüssigen, 
(iie.se  eben  so  allgemein  fasslichen ß  als  gründlichen  und  eleganten 
Abhandlungen  zu  schreiben.  Der  aufmerksame  Leser  derselben 
kann  nur  bedauern,  dass  der  Verfasser  nicht,  wie  nach  einer  An- 
deutung des  Herausgebers  seine  Absicht  war,  dazu  gelangt  ist, 
die  vorliegenden  Bruchstücke  in  ein  Ganzes,  eine  populäre  Astro- 
nomie, zu  vereinigen;  reichlichen  Dank  bleiben  wir  aoer  auch  ftir 
diese  Gabe  schuldig.  Das  erwähnte  Denkmal  ist  nur  dadurch 
onvoli ständig,  dass  der  Verfasser  zu  bescheiden  gewesen  ist,  um 
ja  den  einzelnen  Abhandlungen  überall  anzugeben,  was  er  selbst 
in  den  einzelnen  dort  besprochenen  Gegenständen  geleistet  hat. 
Diese   allgemeinen  Bemerkungen  enthalten  bereits  unser  Urtheit 
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über  das  Werk,  wir  glauben  keine  undankbare  Arbeit  zu  unter- 
nehmen, wenn  wir  die  einzelnen  Abhandlungen  vorzugsweise  be- 
sprechen, und  hierbei  werden  wir  Gelegenheit  finden,  jenem  Man 
gel  theilweise  abzuhelfen.  Wir  werden  bei  dieser  Besprechung 
die  Reihefolge  des  Buches  nicht  beobachten ,  sondern  die  Abhand- 
lungen mehr  nach  der  Verwandtschaft  ihres  Inhalts  ordnen.  Die 
erste  Abhandlung  hat  die  Ueberschrift: 

Ueber  den  gegenwärtigen  Stan dpunkt  der  As  tronomie. 

Dieselbe  nimmt  nur  einen  Kaum  von  33  Seiten  ein,  allein 
der  Verfasser  hat  es  verstanden,  auf  demselben  mannichfache 
interessante  Darstellungen  niederzulegen.  Um  den  gegenwärtigen 
Standpunkt  der  Astronomie  klar  zu  machen,  gibt  der  Verfasser 
eine  kurze  Uebersicht  ihrer  Geschichte  aus  dem  vorigen  Jahrhun- 
dert; er  zeigt,  wie  wechselweise  besonders  seit  New  ton 'die 
Theorie  und  Praxis  einander  vorausgeeilt  waren  und  wie  eben 
das  Vorauseilen  des  einen  Zweiges  die  Veranlassung  war ,  weiche 
das  Vorwärtsschreiten  des  ander  n  herbeiführte.  Wüsste  man 
nicht  ohnedem,  dass  der  Verfasser  auf  der  Hohe  beider  Zweige 
der  Wissenschaft  stand,  so  müsste  man  diese  Ueberzeugung  dar- 
aus abnehmen  können,  dass  er  die  Leistungen  der  hervorragend- 
sten neuern  Astronomen  mit  wenigen  Worten  klar  darzustellen 
verstanden  hat.  Als  eigentliche  Aufgabe  der  Astronomie  gibt  er 
bei  dieser  Gelegenheit  an,  dass  sie  Vorschriften  ertheilen 
muss,  nach  welchen  die  Bewegungen  der  Himmelskör- 
per, so  wie  sie  uns  von  der  Erde  aus  erscheinen,  be- 
rechnet werden  können.  Zuerst  wird  Newton'*»  Verdienst 
um  die  Theorie  dargestellt,  hierauf  folgen  Flamsteed's  Verbes- 
serungen der  astronomischen  Instrumente  und  Beobachtungsmetho- 
den ,  in  deren  Folge  die  Theorie  der 1  Praxis  vorauseilte. 
Die  genauen  Beobachtungen  des  letztern  konnten  desshalb  nicht 
durch  die  Rechnung  dargestellt  werden,  weil  die  Störungen 
nach  Newton's  allgemeiner  Gravitation  noch  nicht  berechnet 
waren.  Hierzu  bahnten  Clairaut  und  Euler  den  Weg.  Noch 
genauere  Beobachtungen  als  Flamsteed  stellt  Bradl  ey  an,  und 
diese  benutzt  Tobias  Mayer  zur  Construction  von  Mondstafeln, 
mittelst  deren  man  die  Öerter  des  Mondes  mit  einer  Genauigkeit 
voraus  berechnen  konnte,  welche  man  früher  nicht  für  möglich 
gehalten  hatte.  Jetzt  konnte  man  durch  Beobachtungen  des  Mon- 
des die  geographische  Lange  auf  dem  Meere  finden.  Durch  Brad- 
ley  war  die  Praxis  vorausgeeilt,  Lagrange  und  Laplace  för- 
dern die  Theorie,  die  Mecanique  Celeste  des  letztern  füllt  eine 
grosse  Lücke  aus.  Wie  in  den  Wissenschaften  überhaupt,  las- 
sen in  der  Astronomie  insbesondere  die  Grössen  sich"  nicht  abso- 
lut genau  bestimmen,  die  Grenzen  ihrer  Unsicherheit  können  nur 
verengert  werden.  Die  Theorie  inuss  daher  zu  jeder  Zeit  die  ia 
beobachtenden  Grössen  so  genau  darstellen,  dass  der  Unterschied 
zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  den  möglichen  Fehler  der 
letztem  nicht  übersteige.  So  spricht  sich  der  Verfasser  über  die 
bisherigen  Leistungen  aus,  er  verlangt  aber,  dass  künftig  Theo- 
rie und  Praxis  unbekümmert  um  einander  vorwärts  geführt  wer- 
den sollten. 

Piazzi  bearbeitete  im  Anfang  dieses  Jahrhunderts  ein  Ver- 
zeichniss  von  7000  Fixsternen,  ähnlich  wie  früher  Tycho  dt 
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Brahe,  Flamsteed,  Bradley  und  Lalande,  und  entdeckte 
bei  dieser  Gelegenheit  am  1.  Januar  1801  die  Ceres.  Die  leich- 
teste Berechnung  der  Cometenbahnen  hatte  O Ibers  bereits  1797 
gelehrt,  die  der  Planetenbahnen  mittelst  weniger  einander  nahe 
liegender  Beobachtungen  fehlte  noch;  in  Folge  der  Entdeckung 
der  Ceres  schuf  diese  der  grosse  Mathematiker  Gauss.  Weitere 
Entdeckungen  von  Planeten  folgten  schnell  auf  einander.  Brad- 
ley's  Beobachtungen  wurden  vom  Verfasser  scharf  reducirt  und 
in  seinem  Werke  „Fundamenta  astronomiae"  niedergelegt.  Sie  ha- 
ben den  .Weg  eröffnet,  die  scharfen  Beobachtungen  der  letzten 
100  Jahre  so  fruchtbringend  als  möglich  zu  benutzen.  Durch  die 
von  Legendre  und. Gauss  unabhängig  von  einander  erfundene 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  wird,  nach  des  Verfas- 
sers Ausdruck,  die  frühere  Kunst,  aus  Beobachtungen  eines 
Wandelsterns  eine  sich  ihnen  anschliessende  Bahn  zu  finden ,  in 
eine  Regel  verwandelt.  Ausser  den  bisher  erwähnten  Namen 
von  Ästronomen  und  Mathematikern  fuhrt  der  Verfasser  die  Ar- 
beiten der  Mechaniker  Bird,  Ramsden,  Trou^hton,  Rei- 
chen bach  und  Repsold  an  und  bedauert!  am  bchluss,  dass 
er  die  Arbeiten  von  Struve  und  Encke  zu  schildern  verhindert 
sei.  Bleiben  trotz  des  angeführten  mannichfachen  Inhalts  dieser  Ab- 
handlung Lücken  übrig,  so  werden  diese  durch  die  Abhandlun- 
gen Ii.,  13.  und  14.  ausgefüllt.    Ihre  Ueberschriften  sind:  _ 

Ueber  die  Verbindung  der  astronomischen  Beo 
bachtungen  mit  der  Astronomie; 

Astronomische  Beobachtungen; 

Oerter  der  Fixsterne  an  der  Himmelskugel.        ■  * 

Wir  bemerken  sogleich,  dass  die  zwei  ersten  Abhandlungen 
nicht  nur  verwandten  Inhalts,  sondern  die  eine  wahrscheinlich 
eine  Umarbeitung  der  andern  ist;  zum  Theil  kommen  wörtlich 
gleichlautende  Stellen  in  beiden  vor.  Wir  betrachten  zunächst 
die  erstere  (11.)  und  finden  nach  einer  angestellten  Unterschei- 
dung zwischen  der  Astrologie  und  Astronomie  das  Wesen  der 
letztem  bestimmt  angegeben,  welches  nämlich  in  einer  Kennt- 
niss  der  Bewegungen  der  Gestirne  besteht.  Die  Beobach- 
tungen benutzt  der  Verstand,  um  das  Gebäude  der  Astronomie 
aufzuführen.  Es  werden  allgemein  geltende  Regeln  für  die  Be- 
wegungen aller  Wandelsterne  aufgestellt,  für  einen  einzelnen 
müssen  besondere  Zahlenwertbe,  die  0  Elemente  seiner  Bahn  be- 
stimmt werden.  .Die  Uebereinstimmung  der  mittelst  der  letztern 
berechneten  Oerter  mit  den  beobachteten  bestätigt  zugleich  die 
Richtigkeit  der  allgemein  aufgestellten  Theorie,  lässt  sich  hin- 
gegen die  letztere  durch  keine  Verbesserung  der  Elemente 
den  Beobachtungen  in  einem  bnsondern  Falle  anpassen;  so  ist 
tliess  ein  Beweis. für  die  Mangelhaftigkeit  der  Theorie.  Die  ersten 
astronomischen  Theorien  waren  unrichtig,  Keplers  Theorie 
war  richtig  ufid  erschien  auch  so  lange  vollständig,  bis  neu- 
ere genauere  Beobachtungen  widersprachen.  Newton  entdeckte 
hierauf  die  allgemeine  Anziehung  der  Himmelskörper  und  bahnte 
io  den*  Weg  zur  Vervollständigung"  von  Kepler  s  Theorie.  Die 
io  vervollständigte  Theorie  stimmte  lange  mit  den  Beobachtungen 
iberein,   erst  jetzt  (1840)  erhebt  der  Widerspruch  wieder 

Theil  'XIII.  IO 


-  Digitized  by  Google 


146 

■ 

seine  Stimme  und  bringt  nahe  Entdeckungen  in  Aussicht.  Diese 
Entdeckung  ist,  wie  wir  unten  sehen  werden,  erst  nach  BesselV 
Tode  erfolgt  und  hat  aufs  Neue  die  vollständige  Richtigkeit  jener 
Theorie  bestätigt. 

In.  grösserer  Ausführlichkeit  als  in  der  ersten  Abhandlung 
erfahren  wir  hier,  wie  allmählig  von  der  ältesten  Zeit  herab  bis 
zur  neusten  die  Beobachtungen  vervollkommnet  wurden,  die  Lei- 
stungen einzelner  Astronomen  werden  klar  dargelegt.  Hervor- 
ragend sind  hier  die  Namen:  Ptolemäus  und  Almamon  aus 
der  altern,  Johann  Müll  er  Regiomoutanus,  Copernicus, 
Wilhelm  IV.  von  Hessen,  Tycho  de  Brahe,  Flamsteed 
Bradley  in  der  neuern  Zeit,  den  letztern  lugen  wir  einen,  im 
Werke  nicht  erwähnten  Namen,  Bessel  hinzu."  Wie  die  Astro- 
nomen, werden  die  nach  und  nach  eingeführten  Instrumente  er- 
wähnt, es  wird  gezeigt,  wie  jedes  die  Genauigkeit  der  Beobach- 
tungen zu  erhöhen  im  Stande  war.  Wir  erinnern  an  die  Armillar- 
sphäre,  den  Quadranten,  Sextanten,  die  Pendeluhr,  den  Mauer- 

?[uadranten,  das  Mittagsfernrohr,  den  Mittagskreis.  Jedes  dieser 
nstrumente  bezeichnet  eine  Epoche  . in  der  Geschichte  der  beob- 
achtenden Astronomie  und  in  der  neusten  Zeit  hat  man  gelernt, 
ihre  Fehler  zu  bestimmen  und  durch  Rechnung  aus  den  Beobach- 
tungen fortzuschaffen.  Einige  Momente  nmssten  bestimmt  wer- 
den ,  ehe  man  die  genau  angestellten  Beobachtungen  auf  absolute 
Grossen  zurückführen  konnte;  es  sind  diess  die  erst  in  der  neuem 
Zeit  bestimmte  Strahlenbrechung,  die  Bestimmung  des  wirklichen 
Widderpunktes  als  Anfangspunktes  der  geraden  Aufsteigungen  o. 
s.  w.,  kurz  die  Fundamente  der  Astronomie,  welche  Bes- 
se-! aus  Bradley's  Beobachtungen,  in  Verbindung  mit  den  in 
Königsberg  angestellten,  hergeleitet  hat. 

Nach  dem  Ausspruche  von  Laplace  entspricht  die  New- 
ton'sche  Anziehung,  wenn  ihre  Folgen  mit  der  gehörigen  Voll- 
ständigkeit entwickelt  werden,  vollkommen  allen  Beobachtungen 
der  Planeten.    Diese  Aeusserung  war  aus  den  eigenen  Arbeiten 
dieses  grossen  Meisters  hervorgegangen.    Delamhre  und  Bou- 
vard  hatten  in  Folge  seiner  Aufforderung  die  in  der  Mecanique 
Celeste  dargestellte  allgemeine  Theorie  auf  die  Planeten:  Erde, 
Jupiter,  Saturn  und  Uranus  angewandt  und  Tafeln  für  diese  be- 
rechnet, welche  zwar  die  Beobachtungen  weit  besser  als  frühere 
darstellten,  indessen  noch  immer  Unterschiede  von  10"  u#m.  übrig 
Hessen.    Besonders  auffallend  zeigten  sich  diese  Unterschiede  bei 
dem  1781  von  Herschel  entdeckten  Uranus,  dessen  bereits  vor 
der  Entdeckung  angestellten ,  nachher  aber  erst  aufgefundenen»  so 
/  wie  auch  dessen  neusten  nach  1821  angestellten  Beobachtungen 
die  Tafeln  durchaus  nicht  entsprachen.    Yfir  ersehen  aus  dieser 
Abhandlung,  dass  Bessel  bereits  1840  aussprach,  diese  Unter- 
schiede würden  zu  einer  neuen  Entdeckung  im  Sonnensy- 
steme,   nämlich  eines  jenseit  des  Uranus  befindlichen 
Planeten  fuhren,  dessen  Bahn  und  Masse  im  voraus  angege- 
ben, werden  würde.    Indem  er  selbst  die  dahin  zielenden  Arbei- 
ten bereits  begonnen  hatte,  ereilte  ihn  der  Tod  und  kaum  brau- 
chen wir  daran  zu  erinnern,  dass  kurz  nachher  Leverrier  und 
Adam 8,  unabhängig  von  einander,  die  prophetisch  angekündigte 
Entdeckung  buchstäblich  zur  Wahrheit  geführt  haben. 
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Die  bisherigen  Auszüge  haben  wir  der  IL  Abhandlung  ent- 
nommen, die  13.  enthalt  viele  Mittheilungen,  welche  in  jener  be- 
reits vorkommen,  aber  auch  manche  neue  und  interessante.  Wir 
linden  ausführlich  angegeben  und  erläutert,  wie  Kepler  seine 
Gesetze  gefunden  hat,  Newton's  Anziehungsgesetz  wird  hier 
erklärte  Durch  Zahlen  wird  angegeben,  wie  die  Beobachtungen 
Tycho's,  Flamsteed's,  ßradley's  und  die  der  neusten  Zeit 
an  Schärfe  zugenommen  haben  und  der  Mittel  erwähnt,  durch 
welche  diese  Fortschritte  herbei  geführt  worden  sind.  Wegen 
notwendiger  Kürze  begnügen  wir  uns  mit  diesen  Andeutungen, 
damit  der  Leser  erfahre,  dass  er  in  jeder  dieser  beiden  nahe 
verwandten  Abhandlungen  eigentümliche  und  lehrreiche  Mitthei- 
lungen finden  wird.  Ehe  wir  diesen  Gegenstand  verlassen,  müs- 
sen wir  aber  noch  bemerken,  dass  am  Scbluss  dieser  13.  Abhand- 
lung diejenigen  Untersuchungen  angegeben  werden,  welche  Bes- 
se! selbst  nach  eigenen  Ideen  angestellt  hat,  um  die  Fehler  der 
anzuwendenden  Instrumente  zu  bestimmen  und  ihren  Einfluss  auf 
die  Resultate  der  Beobachtung  fortzuschaffen. 

Während  die  beiden  eben  besprochenen  Abhandlungen  vor- 
zugsweise der  Bewegung  der  Planeten  gewidmet  sind,  beschäf- 
tigt sich  die  Abhandlung  14.,  wie  auch  ihre  Ueberschrift  andeutet, 
mit  deu  Fixsternen.  Der  Verfasser  bemerkt,  was  nicht  in  allen 
populären  Schriften  geschieht,  dass  die  Fixsterne  bei  ihrer  täg- 
lichen scheinbaren  Bewegung  keine  Kreise,  beschreiben,  eine 
Folge  der  Strahlenbrechung.  Von  dieser,  ihren  Ursächen  und 
Wirkungen,  wird  eine  deutliche  Uebersicht  gegeben,  natürlich 
konnte  hierljei  nicht  auf  Rechnung  eingegangen  werden.  Da  man 
nur  eine  matigelhafte  Kenntniss  von  dem  Einfluss  hat,  welchen 
die  Veränderungen  in  der  Atmosphäre  auf  die  Strahlenbrechi 
ausüben y  diese  also  nur  immer  unsicher  bekannt  wird;  so  z< 
der  Verfasser,  wie  man  die  zu  beobachtenden  Sterne  auszuwäl 
leu  habe,  um  diesen  Einfluss  zu  vermindern.  Tycho  de  Brahe 
hat  zuerst  durch  Beobachtungen  die  Grösse  der  Strahlenbrechung 
zu  bestimmen  versucht,  J.  1).  Cassini  verband  damit  die  Theo- 
rie, nach  ihm  vervollständigten  diese  Kenntniss  Simpson  durch 
Theorie,  Bradley  durch  Beobachtungen  und  in  der  neusten 
Zeit  haben  Laplace,  Kramp  und  Bessel  dieselbe  besonders 
bereichert. 

Das  älteste  Verzeichniss  von  Fixsternen  hat  Hipparch 
128  v.  Chr.  verfertigt,  die  Vergleichung  desselben  mit  den  150 
fahre  früher  von  Timocharis  angestellten  Beobachtungen  führte 
cur  Entdeckung  der,  Praecession  genannten,  Erscheinung.  Der 
Einfluss  derselben  auf  die  Lage  des  Friihlingsnachtglcichpunktes 
vird  hier  erklärt.  Es  werden  hierauf  die  spätem  Stern  verzeich - 
Usse  besprochen  und  gezeigt,  wie  sie  unsere  Kenntniss  der  ein- 
lebten Sterne  ihrer  Lage  nach  erweiterten  und  wie  die  anzubra- 
tenden Correctionen  vermehrt  und  verfeinert  wurden.  In  der  neu- 
Irn  Zeit  war  das  Bedürfniss,  die  Oerter  der  Fixsterne  zu  kennen, 
grösser  als  früher,  um  mittelst  derselben  zu  jeder  Zeit  den  Ort 
Ines  beweglichen  Gestirns  bestimmen  zu  können.  Bradley  ent- 
Ickt  die  Nutation  und  Aberration  und  setzt  so  die  Astronomen 
I  den  Stand,  die  Oerter  der  Fixsterne  weit  genauer  als  früher 
«bestimmen.   Die  geraden  Aufsteigungen,  sowohl  die  absolu- 
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ten  als  die  relativen,  werden  mittelst  der  Fundamentalsterne 
bestimmt.  Unter  den  Arbeiten,  welche  die  Kenntnis«  der  Fix- 
sternörter  erweitern  sollten,  macht  Piazzi's  Katalog  Epoche 
Durch  Verbindung  desselben  mit  den  45  Jahre  früher  von  B rad- 
le y  angestellten  Beobachtungen  bestimmt  Besse I  weit  genauer 
die  Praecession  und  die  eigene  Bewegung  vieler  einzelnen  Sterne. 
Lalande  liefert  in  der  Histoire  celes;te~50ü00,  Bessel  selbst, 
von  1821-18*3,  75000  Beobachtungen  von  Sternen,  die  letztern 
in  der  130°  breiten  Aeuuatorealzone.  Die  vier  Verzeichnisse  von 
Bradley,  Piazzi,  Lalande  und  Bessel  liefern  die  Grund- 
lage zu  der,  auf  des  letztern  Betrieb  von  der  Berliner  Akademie 
veranlassten,  Herausgabe  von  Karten.  Diese  haben,  wie  Bessel 
voraus  gesagt,  nach  seinem  Tode  die  Entdeckung  6  neuer  Pla- 
neten herbeigeführt  Diesen  schönen  Lohn  seiner  umfassenden 
Arbeiten  zu  erleben,  war  leider  dem  grossen  Astronomen  nicht 
vergönnt ! 

TVir  gehen  nun  zur  Besprechung  der  7.,  ihrem  Inhalte  nach 
mit  der  vorhergehenden  verwandten,  Abhandlung  über,  deren 
Ueberschrift  lautet: 

Messung  der  Entfernung  des  61.  Sterns  im  Stern- 
b  i  1  d  e  d  e  s  S  ch  w  a  n  s. 

Der  grössere  Theil  dieser  Abhandlung  dient  dazu,  zu  zeigen, 
dass  die  versuchte  Bestimmung  der  Entfernung  eines  Fixsterns 
manche  Entdeckung  herbeigeführt  hat,  im  Vergleich  mit  welcher 
die  endliche  Lösung  der  Aufgabe  unbedeutend  ist.  Nachdem 
Co  per  nie  us  die  jährliche  Bewegung  der  Erde  gezeigt  hatte, 
mussten  die  zu  verschiedenen  Zeiten  des  Jahres  beobachteten 
Fixsterne  eine  Orts  Veränderung,  die  sogenannte  Parallaxe  erge- 
ben, eine  um  so  grössere,  je  kleiner  die  Entfernung  des  Sterns 
von  der  Erde  war.  Die  damaligen  Beobachtungen  zeigten  keine 
derartige  Ortsveräuderung,  Copernicus  nahm  kühn  eine  zu 
grosse  Entfernung  der  Fixsterne  von  der  Erde,  nach  der  damali- 
gen Beobachtungsschärfe  über  1146  Halbmesser  der  Erdbahn  an, 
als  dass  sich  eine  Parallaxe  von  3'  zeigen  könne.  Die  Beobach- 
tungen mussten  zunächst  verschärft  werden,  Tycho  bestimmte 
die  Oerter  bereits  bis  auf  1'  genau.  Seine  gleich  scharfen  Be- 
obachtungen der  Ptaneteu  führten  Kepler  zur  Entdeckung  seiner 
berühmten  Gesetze.  Seine  Beobachtungen  des  Polarsterns  zeig- 
ten dem  letztern,  dass  die  Parallaxe  dieses  Sterns  kleiner  als 
30",  seine  Entfernung  grösser  als  6875  Halbmesser  der  Erdbahn 
sein  müsse. 

Picard  und  Azout  brachten  das  Fernrohr  an  den  Mess- 
instrumenten an,  Flamsteed1  und  Römer  vervollkommneten  dij 
letztern  anderweitig.  Des  erstem  mehr  als  30jährige  Beobachj 
tungen  waren  sechsmal  so  genau  als  die  Tychoniscben  und  dl 
sie  keine  Parallaxe  der  Fixsterne  zeigten,  mussten  diese  und 
41*250  Halbmesser  der  Erdbahn  entfernt  sein.  Unterschiede  in  d 
Beobachtungen  dieser  Astronomen  schrieb  man  fälschlich  der 
rallaxe  zu,  ihre  wahre  Ursache  zu  entdecken,  waren  die  Beo 
tungen  noch  nicht  hinreichend  scharf.  Hook  suchte  diese  zu  v 
scharfen,  eben  soMolineux  in  Kew.  Der  letztere  fing  mit  eine 
festgestellten  Fernrohre  von  24'  Brennweite  am  3.  Decemb.  172 
Beobachtungen  des  Sterns  y  Draconis  an,  Bradley  setzte  di 
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selben  fort  und  fand  in  der  That  Unterschiede  im  Orte,  welche 
bis  auf  40 u  anstiegen.  Diese  Unterschiede  entsprachen  nicht 
einer  Parallaxe,  nach  dreijährigem  Studiuni  erklärte  Bradley 
sie  durch  die  wichtige  Entdeckung  der  Aberration  des  Lich- 
tes. Hiermit  hatte  man  einen  directen  Beweis  für  die  von  Co- 
pernicus  aufgestellte  eigene  Bewegung  der  Erde.  Bradley 
fand  ferner  aus  seinen  Beobachtungen  eine  andere,  bereits  von 
Newton  angedeutete  Veränderung,  die  Nutatinn,  welche  eine 
Periode  von"  19  Jahren  hat  und  aus  der  Anziehung  des  Mondes 
auf  die  abgeplattete  Erde  hervorgeht.  Die  oben  erwähnten  Un- 
terschiede in  den  Oertern  der,  Fixsterne  wurden  jetzt  vollständig 
erklärt,  Bra dl ey's  Beobachtungen  deuteten  nichts  an,  was  einer 
Parallaxe  hatte  zugeschrieben  werden  müssen,  die  Sterne  muss- 
ten.  daher  über  40Ö00Ö  Halbmesser  der  Erdbahn  entfernt  sein. 

Hersichel  d.  A.  wollte  die  Parallaxe  mittelst  der  optisch  er- 
scheinenden Doppelsterne  bestimmen  und  entdeckte  nie  physi- 
schen, d.  h.  die  aus  mehrern  Fixsternen  zusammengesetzten  Sy- 
steme. Piazzi  und  Calandrelli  glaubten,  wie  Bessel  gezeigt 
hat,  fälschlich,  eine  beträchtliche  Parallaxe  mehrerer  Fixsterne 
1.  Grösse  gefundeti  zu  haben,  Fehler  in  dem  vielfach  benutzten 
Instrumente  des  erstem  waren  die  Ursachen  dieser  Täuschung. 
Brinkley  glaubte  am  Athair  eines  Parallaxe  von  fast  3"  gefunden 
zu  haben,  allein  Pond,  welcher  ihm  widersprach,  verengerte  die 
Grenzeu  der  Parallaxe  für  diesen  Stern  nebst  Wega  und  Deneb 
bis  aul  einige  Zehntel  einer  Secunde,  ein«  von  seinem  Nachfol- 
ger Airy  bestätigte  Bestimmung. 

So  weit  hatte  man  mittelst  absoluter  Ortsbestimmungen  die 
Parallaxe,  aber  vergebens  zu  entdecken  versucht,  wesshaln  Bes- 
sel es  nothwendig  fand,  andere  Wege  einzuschlagen.  Um  die 
Fehlerursachen  auszuschliessen  und  so  die  Genauigkeit  zu  ver- 
mehren, verfiel  er  darauf,  einen  Stern  mit  einem  ihm  sehr  nahe 
stehenden  mikrometrisch  zu  vergleichen.  S truve  hatte  bereits 
1835  — 1837  dergleichen  Untersuchungen  am  Begleiter  der  Wega 
angestellt  und  aus  denselben  gefunden,  dass  die  Parallaxe  des 

letztern  kleiner  ist  als  die  von  Brinkley  gefundene  sein  müsse. 

■ 

Bessel  wählte  den  Stern  61.  im  Schwan  aus,  theils  weil 
dieser  eine  beträchtliche  eigene  Bewegung  hat,  also  auch  die  Pa- 
rallaxe muthmasslich  gross  sein  konnte,  theils  weil  er  als  Doppel* 
stern  sich  genauer  als  ein  einfacher  beobachten  Hess,  theils  we- 
gen seiner  für  Königsberg  bequemen  Stellung  am  Himmel.  Er 
benutzte  das  damals  grösste  11  füssige  Heliometer  und  verglich 
diesen  Stern  vom  Jö.  August  1837  bis  zum  2.  October  1838  wie- 
derholt mit  zwei  benachbarten  Sternen.  Die  erhaltenen  183  Re- 
sultate entsprachen  dem  Einfluss  einer  Parallaxe,  diese  ergab  sich 
=0",3136  und  die  Entfernung  des  Sterns  von  der  Sonne  ==657700 
Halbmessern  der  Erdbahn,  eine  Strecke,  welche  das  Licht  in 
10  Jahren  zurücklegt.  Dieser  Stern  legt  demnach  in  einem  Jahre 
einen  Weg  von  16  Halbmessern  der  Erdhahn  zurück.  Weil  er  ein 
Doppelstern  ist,  wird  man  künftig  die  Masse  des  Systems  und 
jedes  einzelnen  Sterns  bestimmen  können.  Das  gefundene  Resul- 
tat erweitert  die  Ausdehnung  des  sichtbaren  Weltalls  ungeheuer. 

- 
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und  hat  ftir  die  Wissenschaft  als  besondern  Nutzen  die  Schärfe 
der  Beobachtungen  dargestellt. 

Während  die  bisher  besprochenen  Abhandlungen  sich  vor- 
zugsweise mit  den  Planeten  und  Fixsternen  beschäftigen,  sind 
die  4.  und  5.  der  Betrachtung  der  Kometen  gewidmet.  Ihre 
Titel  sind: 

Heber  den  Halley'schen  Kometen,  und 

Von  den  Erscheinungen,   welche'  der  Halley'sche 
Komet  gezeigt  hat. 

* 

Nach  der  erstem  haben  die  Kometen  schon  sehr  früh  die 
Aufmerksamkeit  der  Menschen  auf  sich  gezogen,  allein  Gegen- 
stand der  astronomischen  Beobachtung  wurden  sie  erst. sehr.  spät. 
Müller  Regio  montan  us  stellte  zuerst  i.  J.  1472  derartige  an. 
Durch  die  Erklärung  der  Keplerschen  Gesetze  mittelst  Newtons 
allgemeiner  Anziehung  wurde  Edmund  Halley  veranlasst,  die 
vorhandenen  200jährigen  Beobachtungen  von  Kometen  zu  berech- 
nen. Jm  Jahre  1705  machte  er  24  Kometenbahnen  bekannt,  wo- 
bei jedoch  die  grosse  Axe  und  somit  die  Umlaufszeit  nicht  ange- 
geben war.  Drei  derselben,  die  vom  4.  Sept.  1531.,  26.  Octbr. 
1607.  und  14.  Sept.  1682.  stimmten  so  auffallend  in  ihren  Elemen- 
ten unter  einander  überein,  dass  Halley  auf  den  Gedanken  v«|[" 
fiel,  es  sei  ein  und  derselbe  mehrmals  erschienene  Komet  Er 
berechnete  hiernach  seiue  elliptische  Bahn  und  bestimmte  seine 
Wiederkehr  für  das  Jahr  1759  voraus.  Diese  Vorausbestimmung 
traf  bekanntlich  zu,  daher  die  Benennung  dieses  ersten  periodi- 
schen Kometen  nach  seinem  ersten  Berechner.  Die  drei  Lmlaufs- 
zeiten  zwischen  den  vier  Erscheinungen  sind  nicht  einander  gleich, 
betragen  vielmehr  respective:  76  J.  2  M.,  74  J.  1GV»  M-,  76  J. 
.6  M.  Die  Unterst  hiede  entspringen  aus  den  Störungen,  welche 
die  Planeten  auf  deq  elliptischen  Lauf  des  Kometen  um  die  Sonne 
ausüben.  Newton  hatte  zwar  die  Bahn  zur  Berechnung  dieser 
Störungen  gebrochen,  Halley  sie  aber  noch  nicht  hergeleitet. 
Vor  der  Wiederkehr  des  Kometen  im  J.  1759  hatte  LaJande 
-nach  CJairaut's  Vorschriften  die  beiden  Umläufe  von  1607 — 1682 
und  von  1682 -—1759,  mit  Rücksicht  auf  die  Störunsen,  neu  be- 
rechnet. Den  neusten  Umlauf  von  1759 — 1835  haben  mehrere 
Astronomen,  Damoiseau,  P'ontecoulant,  Rosenb erg^r  und 
Lehmann  vor  der  Wiederkehr  berechnet  und  bekannt  gemacht. 
Ihre  Angaben  wichen  theils  mehr,  theils  weniger  von  einan- 
der ab. 

Während  in  der  ersten  dieser  zwei  Abhandlungen  das  Bis- 
herige besprochen  war,  gibt  der  Verfasser  in  der  zweiten  zunächst 
darüber  Auskunft,  in  wie  fern  der  Komet  in  rein  astronomischer 
Beziehung,  d.  h.  in  Betreff  seiner  Bewegung  den  im  voraus  an- 
gestellten ßerec' nungen  entsprochen  habe.  Rosenbergers  Ele- 
mente sind  hiernach  den  Beobachtungen  am  nächsten  gekommen. 
Es  folgt  eine  Reihe  von  Beobachtungen  in  Betreff  des  äussern  Ansehens 
des  Kometen,  namentlich  der  Bildung  seines  Schweifes,  mehrere 
Figuren  dienen  zur  Erläuterung  und  es  werden  diese  Erscheintin- 

?en  mit  ähnlichen  verglichen,  welche  frühere  Kometen  von  1744, 
769,  1807,  1811  und  1824  gezeigt  haben.   Der  Verfasser  bat 
zugleich  Messungen  angestellt  und  z\var  so  scharfe,  als  sie  bei 
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derartigen  nicht  genau  begrenzten  Himmelskörpern  erlangt  wer- 
den können.  Er  stellt  eine  Hypothese  über  die  hintstehung  der 
Schweift;  auf.  erwähnt  der  fast  ganz  verschwindenden  Kraft  der 
Kometen raaterie,  das  Licht  zu  brecheu,  und  spricht  über  das  po- 
laris! rte  Licht  der  Kometen  selbst.  Der  grössere 'Theil  dieser 
Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  dem  äussern  Ansehen  der  Kome- 
ten, und  hildet  daher  nicht  mehr  einen  eigentlichen  Gegenstand 
der  Astronomie ;  noch  mehr  ist  diess  bei  den  nun  zu  besprechen- 
den zwei  Abhandlungen  der  Fall. 

3.  Ueber  die   physische  Beschaffenheit  der  Him- 
melskörper. 

15.  Ueber  den  Mond. 

Während  der  Verfasser  in  der  erstem  erwähnt,  das«  die 
Kraft  unseres  Auges ,  in  Bezug  auf  die  Erkenntmss  der  Himmels- 
körper, eng  begrenzt  sei,  macht  er  zugleich  auf  anschauliche  Änd 
fassliche  Weise  klar,  wie  auch  für  die  durch  das  Fernrohr  ver- 
stärkte Kraft  eine  nothwendige  Grenze  gesteckt  ist.  Hierauf  zeigt 
er,,  was  wir  von  dem  uns  nächsten  Himmelskörner,  dem  Monde 
wissen,  dass  er  Berge  und  Thäler  hat  und  wie  die  Höhe  der 
erstem  gemessen  worden  ist.  Die  Arbeiten  Schröters  und 
Lohrmanns  werden  besprochen,  die  Karte  des  erstem  stellt 
den  Moud  dar,  wie  er  sich  dem  gehörig  bewaffneten  Auge  zeigt, 
die  des  letztern,  wie  er  wirklich  ist.  Die  Mondberge  werden, 
nach  der  Angabe  des  erstem,  mit  denen  der  Erde  verdichen. 
Es  wird  durch  Gründe  dargethan,  dass  der  Mond  keine  oder  nur 
eine,  im  Vergleich  mit  der  Erde  höchst  unbedeutende  ,  Atmo- 
sphäre habe,  so  wie  zugleich  der  Verfasser  die  Gründe  wider- 
legt, welche  man.  für  das  Dasein  einer  Mond- Atmosphäre  aufge- 
stellt hat.  Der  Mond  hat  demnach  weder  Luft,  noch  Wasser, 
uoch  Feuer  und  es  können  daher  auf  demselben  keine  lebenden 
Wesen ,  wie  wir  sie  kennen ,  wohnen.  Die  Zeiten  des  Umlaufs 
und  der  Axendrehung  des  Mondes  sind  einander  gleich,  wess- 
halb  vtir  stets  nur  "die  eine  Seite  des  Mondes  sehen,  dasselbe 
ist  wahrscheinlich  bei  den  Trabanten  der  übrigen  Planeten  der 
Fall. 

Hierauf  bespricht  der  Verfasser  die  Sonne,  deren  leuchtende 
Hülle  uns  verhindert,  ihren  festen  Körner  selbst  kennen  zu  ler- 
nen. Lücken  '  in  jener  Hülle  bilden  die  sogenannten  Sonnen- 
flecken. Manche  Beobachter  wollen  auf  den  Himmelskörpern  vie- 
les wahrgenommen  haben,  was  eine  Aehnlichkeit  zwischen  ihnen 
und  der  Erde  darthuu  sollte,  der  Verfasser  hat  keine  Spur  davon 
wahrgenommen  und  führt  einige  Beispiele  an;  dagegen  hebt  er 
Hie  Aehnlichkeit,  welche  wahrscheinlich  zwischen  dem  Mars  und 
der  Erde  stattfindet,  besonders  hervor.  Während  man  durch 
blosses  Beschauen  nur  wenig  von  den  Planeten  erfahren  kann, 
zeigt  der  Verfasser,  wie  man  mittelst  der  Beobachtung  ihrer  Tra- 
banten ihre  Masse  und,  durch  Verbindung  derselben  mit  ihrer 
Grösse,  ihre  Dichtigkeit  bestimmen  kann. 

Die  Abhandlung  „Ueber  den  Mond"  verdankt  ihre  Entste- 
hung dem  Erscheinen  der  Karte  von  Beer  und  Mädler.  Die 
ungleichförmige  Bewegung  des,  Mondes  in  seiner  Bahn  und 
seine  gleichförmige  Axendrehung  werden  besprochen,  wie 
auch  die  Gründe,  wesshalb  beide  von  gleicher  Dauer  sind.  Aus 
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der  Vereinigung  beider  Bewegungen  entspringen-  scheinbare 
Schwankungen  des  Mondes,  in  Folge  deren  wir  etwas  mehr 
als  seine  halbe  Oberfläche  zu  sehen  bekommen.  Der  erste  Me- 
ridian des  Mondes  wird  erklärt  und  ausserdem  gezeigt,  warum 
notl\wendig  seine  kugelförmige  Oberfläche  auf  eine  Ebene  proji- 
cirt  werden  muss.  Uer  Verfasser  zeigt,  was  möglicherweise  aul 
einer  Karte  vom  Monde  dargestellt  werden  kann  und  beweist  aus- 
führlicher als  oben ,  dass  man  keine  Atmosphäre  auf  demselben 
annehmen  könne.  Er  gibt  hierauf  eine  Uebersicht  dessen ,  was 
diese  Karte  liebst  dem  sie  begleitenden  Werke  über  die  Ober- 
fläche des  Mondes  gelehrt  haben,  als  die  Höhen  der  Berge,  die 
Bildungen  der  letztern,  die  Hinggebirge  und  Crater.  Die  beiden 
letztern  hat  man  „als  die  (Jeherreste  von  Aufblähungen  anzu- 
sehen, welche  die  Oberfläche  des  Mondes  im  mehr  oder  weni- 
ger flüssigem  Zustande  erfahren  hat"  Eine  fast  wörtlich  gleich- 
lautende Erklärung  vernahmen  wir  Vorjahren  aus  dem  Munde. des 
genialen  Schinkel. 

Ausser  der  Craterform  gibt  es  auf  dem  Monde  unsem  Alpen 
ähnliche  Gebirge,  die  Längenthäler  fehlen  aber  durchaus.  Ein- 
zelne The'ile  des  Mondes  haben  verschiedene  Lichtstärken,  für 
die  so  gcnannteu  Rillen  weiss  der  Verfasser  keine  Erklärung  zu 
geben.  Er  scbliesst  diese  Abhandlung  mit  der  Erwähnung  der 
grossen  Steilheit  und  Rauhigkeit  der  Mondberge  und  ibrer  Un- 
Veränderlichkeit. 

Die  nun  zu  besprechende  Abhandlung,  im  Werke  die  zweite»  hat 
den  Titel:  Ueber  das,  was  uns  die  Astronomie  von derGe 
stalt  und  dem  Innern  der  Erde  lehrt  Der  Verf.  erklärt  zu- 
nächst diejenige  Oberfläche  der  Erde,  von  welcher  in  astronomi- 
scher Beziehung  allein  die  Rede  sein  kann  und  wonach  man  sich 
die  Erde  als  mit  einer  stillstehenden  Wassermenge  bedeckt  vor- 
zustellen hat.  Aus  zwei  Ursachen  ist  die  Gestalt  der  Erde  her- 
vorgegangen, aus  der  allgemeinen  Anziehung  oder  der  Schwere 
und  der  Axendrehung.  Wie  aus  beiden  eine  abgeplattete  Gestalt 
hervorgehen  rausste,  wird  klar  gemacht;  Newton  hat  es  zuerst 
bewiesen.   Dieser  fand,  indem  er  ,dle  Erde  uberall  gleich  dicht 

1  '  1 

annahm,  die  Abplattnng  =:23Ö,  wogegen  diese  nur  =gyg  sein 

würde,  wenn  in  der  Nähe  des  Mittelpunkts  der  Erde  die  Dichtig- 
keit ihren  allergrössten  Werth  hätte.  Diese  Grenzwerthe  konnte 
man  durch  Rechnung  finden ,  die  Beobachtung  musste  den  wirk- 
lichen Werth  der  Abplattung  ergeben  und  aus  dieser  kann  man, 
mittelst  obiger  Zahlen,  auf  das  wirkliche  Verhältnis*  der  Dichti« 
keit  im  Innern  der  Erde  schliefen. 

Na*h  Clairaut  sollte  man  die  Zunahme  der  Schwere  vom 
Aequator  bis  zu  den  Polen  mittelst  Pendelschwingungen  bestim 
men,  aus  dergleichen  Versuchen  an  verschiedenen  Punkten  wurde 

eine  Abplattung  hergeleitet.    Diese  erste  Methode,  die 

letztere  durch  Beobachtungen  zu  linden,  bedarf  astronomischer 
Zeitbestimmungen,  um  die  Dauer  der  Schwingungen  zu  ermitteln 
Die  zweite  Methode  beruht  auf  astronomischen  Beobachtungen 
des  Mondes.  Dieser  wird,  wie  wir  bereits  ^erwähnt  haben,  andern 
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durch  eine  kugelförmige  Erde,  als  durch  eine  abgeplattete  ange- 
zogen. Die  unter  der  ersten  Voraussetzung  angesteflte  Berech- 
nung seines  Laufe«  kann  nicht  mit  den  Beobachtungen  überein- 
stimmen. Laplace  fand  durch  die  bereits  erwähnte  Nutation  eine 

Abplattung  =^^..  Die  dritte  Methode  besteht  in  einer  wirkli- 
chen Messung  auf- der  Erdoberfläche,  einer  so  genannten  Grad- 
messung. Diese  wird  beschrieben  und  es  wird  eine  kurze  Ueber- 
sicht  der  verschiedenen  Gradmessungen  gegeben.  Die  grosse 
franzosische  unterwirft  der  Verfasser  einer  scharfen  Kritik  und 
zeigt,  dass  die  erst  nach  der  Aufstellung  des  Meters  ausgeffihr- 
ten  Gradmessungen  die  Länge  des  Erdquadranten  genauerkennen 
gelehrt  haben.  Nach  dem  von  B  es  sei  hergeleiteten  Resultate 
aller  bisherigen  Gradmessungen  kann  man  keine  regelmässige  Fi- 
gur der  Erde  angeben,  welche  sie  alle  zugleich  erklärte.  Die 
übrig  bleibenden  Unterschiede  deuten  Unregelmässigkeiten  in  der 
Figur. def  Oberfläche  an,  welche  auf  eine  unregelmäßige  Verkei- 
lung der  Massen  von  verschiedener  Dichtigkeit  im  Innern  schlies- 
sen  lassen.  Jede  einzelne  Gradmessung  ergibt  die  Krümmung 
eines  Stuckes  der  unregelmässig  geformten  Oberfläche,  nicht 
aber,  wie  man  früher  erwartete-,  die  Gestalt  ihrer  ganzen  regel- 
mässigen Oberfläche.  Die  von  Bessel  aus  allen  Gradmessungen 
hergeleitete  mittlere  Grundform  der  Erde  hat  eine  Abplattung 

=  298»  von  dieser  mittlem  Oberfläche  weicht  die  wirkliche  bald 

nach  innen,  bald  nach  aussen  ab.  Am  Schluss  der  Abhandlung 
werden  die  Instrumente  und  Operationen  bei  einer  Gradmessung 
beschrieben. 

Die  8.  Abhandlung  hat  die  Ueberschrift:  Ueber  Mass  und 
Gewicht  im  Allgemeinen  und  das  Pjeussische  Längen- 
maass  im  Besondern. 

Es  werden  zunächst  die  bestimmten  Masse  verschiedener 
Länder  besprochen  und  wir  erfahren ,  wie  schwierig  ein  gemein- 
schaftliches überall  einzuführen  sei.  Drei  Urmasse,  ein  Längen- 
niass,  ein  Mass  für  flüssige  Korper  und  Getreide  und  eines  für 
Gewichte  sind  erforderlich,  um  ein  Maasssystem  festzusetzen, 
dieses  muss  bestimmt  und  unveränderlich  sein.  Jm  J.  1734.,  als 
Bouguer  und  Condamine  unter  dem  Aequator,  Maupertuis 
aber  unter  dem  Polarkreise  eine  Gradmessung  ausführen  sollten, 
wurden  hierzu  zwei  Exemplare  der  Toise  von  Eisen  angefertigt. 
Das  eine  derselben  wurde  später  durch  Schiffbruch  beschädigt, 
das  andere  kam  unversehrt  zurück  und  wird  die  Toise  de  Perou 
genannt.  Dieselbe  stellt  die  Einheit  des  französischen  Längen- 
rnasses bei  13°  R.  dar.  In  England  hatte  man  bis  1758  ein  aus 
den  Zeiten  der  Elisabeth  herrührendes  Exemplar  der  dortigen, 
Yard  genannten,  Längeneinheit.  Dasselbe  bestand  aus  Messing 
und  da  man  es  im  J.  1758  als  unvollkommen  erkannte,  verfertigte 
Bird  ein  neues  Urmass,  den  Standard  Yard  1757.  Dasselbe 
ward  erst  im  J.  1824  füY'die  gesetzmässige  Längeneinheit  erklärt, 
war  aber,  wie  BaiJy  im  J.  1834  fand,  zur  Regulirung  anderer 
Masse  nicht  geeignet,  wesshalb  sein  Untergang  beim  Brande  der 
Parlamentshäuser  nicht  zu  beklagen  ist. 
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Der  Verfasser  kritisirt  hier,  wie  in  der  vorhergebenden  Ab- 
handlung, das  der  Erdmessung  entnommene  metrische  System 
der  Franzosen  und  spricht  sich  überhaupt  gegen  eiu  derartiges 
Natur-  und  Urmass  aus.  Aehnlich  verhält  es  sich  mit  dem  Na- 
turmasse ,  welches  der  Länge  des  Secundenpendels  zu  entnehmen 
wäre.  Den  ersten  Vorschlag  Iii  er  zu  hatte  Huygens  bereits  in 
der  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  gemacht  Damals  wusste  man  noch 
nichts  von  der  Verschiedenheit  dieser  Länge  an  verschiedeneu 
Orten  der  Erde,  eine  Folge  der  Abplattung,  die  gefundene  Länge 
hätte  also  nur  für  Einen  Ort  Gültigkeit  gehabt.  Wenn  später 
Borda  und  Kater  die  Länge  des  Pendels  bestimmt  haben,  so 
zeigt  ß esset  die  Fehler  dieser  Bestimmungen  nach,  indem  die 
mangelhalte  Schärfe  der  Schneide  und  der  Widerstand  der  Luft 
nicht  berücksichtigt  worden  waren:  Der  Verfasser  erklärt  sich 
demnach  gegen  ein  Urmass,  welches  zu  einer  von  der  Natur  ge- 
gebenen Länge  ein  bestimmtes  Verhältniss  haben  soll,  weil  man 
diese  nie  mit  absoluter  Genauigkeit  bestimmen  kann.  Er  verlangt 
aber,  dass  ein  einzuführendes  Mass 

1)  völlig  unzweideutig  gemacht  werde, 

2)  durch  jedes  Erfolg  verheissende  Mittel  erhalten  werde, 

3)  dass  Mittel  ergriffen  werden»  möglichst  vollkommene  Co« 
pien  mit  möglichst  grösster  Leichtigkeit  erhalten  zu  können. 

Hierauf  bespricht  der  Verfasser  speciell  seine  Arbeiten  in 
Betreff  der  Regulirung  des  preussischen  Läugenmasses  im  Jahre 
1835.  Bei  der  Erklärung  desselben  im  J.  1816  waren  einige  Un- 
bestimmtheiten (ihrig  geblieben,  statt  des  damaligen  Urmasses  ist 
ein  neues  angefertigt  worden,  welches  gegen  Abnutzung  und  Be- 
schädigung gesichert  ist,  leicht  übertragen  werden  kann  und  un- 
verändert bleiben  muss.  Dasselbe  verhält  sich  zum  französischen 
wie  139,13:144,  diese  Zahlen  sind  das  Resultat  48  einzelner  Mes- 
sungen,  welche  so  gut  mit  einander  übereinstimmen,   dass  der 

mittlere  Fehler  nur  ^öqq  Linie  beträgt.    Zur  Vergleichung  hat 

eine  von  Fortin  verfertigte  Copie  der  Toise  de  Perou  gedient, 
welche  Arago  und  Zahrtmann  mit  dem  Original  verglichen  haben. 
Der  Apparat,  welcher  zur  Vergleichung  von  Copien  mit  dem  von  Bau- 
mann verfertigten  preussischen  Urmasse  dient,  so  wie  die  Ope- 
ration der  Vergleichung  wird  beschrieben.  Besonders  schwierig 
war  es  hierbei,  die  erforderliche  beständige  Temperatur  herzu- 
stellen. Die  dänische  Regierung  hat  bereits  dasselbe  Mass  in 
ihrem  Lande  eingeführt. 

Die  6.  Abhandlung  ist  betitelt: 

Ueber  Flut  und  Ebbe. 

Diese  Erscheinung  sah  man  vor  Newton  als  ein  Zeichen 
des  Lebens  der  Erde  an,  die  allgemeine  Anziehung  des  letztern 
setzt  uns  in  den  Stand,  Jahrhunderte  laug  vorauszubestiminen, 
wann  an  einem  gegebenen  Tage  und  bis  zu  welcher  Höhe 
eine  Flut  eintreten  muss.  Newtons  Naturlehre  hat  die  Flut  und 
Ebbe  von  allem  Wunderbaren  entkleidet  und  in  den  Kreis  des 
Notwendigen  zurückgeführt.    Die  ganze  Erscheinung  wird, 
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ihrer  Dauer  und  ihrem  Verlauf  nach,  beschrieben  und  Figuren 
dienen  zur  Erläuterung.  Auf  einer  idealen,  ganz  mit  Wasser  be- 
deckten Erde  würde  der  Verlauf  ein  anderer  sein,  als  er  auf  der 
wirklichen  Erde  ist.  Im  erstem  Falle  würde  jedes  Viertel  der 
Erde,  welches  Flut  hat,  etwa  100  Cubiknieileri  Wasser  mehr  ent- 
halten .  als  jedes  Ebbe  habende  Viertel.  Her  grossere  Theil  der 
Strömung  von  Osten  gegen  Westen,  welche  das  Meer  bat,  ist 
vermuthlich  der  Flut  und  Ebbe  zuzuschreiben,  der  andere  Theil 
muss  Unterschieden  der  Temperatnr'zugeschrieben  werden.  Die 
einzelnen  Contrnente  verändern  die  Richtungen  der  Strömungen, 
aber  umgekehrt  losen  diese  Theile  der  einzelnen  Küsten  ab  und 
verändern  so  ihre  Gestalt.  Die  Form  der  Küsten  wirken  auf  die 
Zeit  und  Hohe  der  Flut  ein*  welche  Einwirkung  nicht  mehr  be- 
rechnet werden  kann;  hier  muss  die  Beobachtung  zu  Hülfe  gezo- 
gen werdeo.  Der  Erfahrung  zufolge  ist  Höhe  und  Zeit  der  Flut 
vom  Stande  des  Mondes  gegen  die  Sonne  und  Erde,  sowohl  der  v 
Richtung  als  Entfernung  nach,  abhängig.  Die  Flut  und  Ebbe 
zeigt  sich  gar  nicht  oder  nur  unbedeutend  iu  kleinen  eingeschlos- 
senen Meeren,  vielmehr  nur  im  Weltmeere,  und  die  Franzosen 
und  Engländer  haben  in  diesem  eigene  Thürme  zur  Beobachtung 
dieser  Erscheinung  erbaut.  Das  von  diesen  gelieferte  Material 
dient  zum  Beweise  der  aus  Newtons  Lehre  der  Schwere  gezo- 
genen Folgerungen.  —  Zur  Erklärung  der  mechanischen  Gesetze, 
welche .  die  Flut  und  Ebbe  befolgen ,  erklärt  der  Verfasser  auf 
kurze  Weise  die  Kräfte,  ihre  Richtungen,  Zusammensetzung  und 
erwähnt  der  Reibung.  Mittelst  dieser  vorausgeschickten  Erklärun- 

fen  zeigt  derselbe  deutlich  die  Wirkung  der  Sonne  und  des  Mon- 
es  auf  die  Erde  und  ihre  flüssige  Hülle,  eben  so  erhält  man 
eine  deutliche  Vorstellung  von  der  geringen  Einwirkung  der  mäch- 
tigen Sonne  auf  diese  Erscheinung,  im  vergleich  mit  der  des  weit 
kleinern  Mondes,  weil  hierbei  hauptsächlich  der  Unterschied  der 
Entfernungen  in  'Betracht/  kommt  Die  Wirkung  der  Sonne  beträgt 
nur  2/ft  von  der  des  Mondes,  beide  erfolgen  zugleich  beim  Neu- 
und  Vollmonde  und  es  entstehen  so  die  grössten  Fluten;  bei  den 
Mondvierteln  trifft  die  Flut  des  einen  Körpers  mit  der  Ebbe  des 
andern  zusammen  und  daher  ist  hier  die  erstere  am  kleinsten. 
Besonders  beim  Monde  ist  auch  sein  Abstand  von  der  Erde  in 
Betracht  zu  ziehen.  Die  oben  erwähnten  Thürme  liefern,  gleich 
den  Sternwarten ,  Materialien  zur  Berichtigung  unserer  Kenntniss 
vom  Lauf  und  der  Masse  der  Sonne  und  des  Mondes.  Nach  La- 
place's  Bestimmungen  befindet  sich  das  Meer  im  Gleichgewicht,, 
eine  Ueberschwemmung  des  Festlandes  ist  daher  nicht  zu  besorgen. 

Die  Ueberschrift  der  12.  Abhandlung  „Gleichgewicht  und 
Bewegung"  erregte  uns  Zweifel,  ob  über  diesen  Gegenstand 
ein  fiBr  Dilettanten  deutlicher  und  unterhaltender  Vortrag  gehal- 
ten werden  könne;  der  geniale  Verfasser  hat  aber  beide  Schwie- 
rigkeiten überwunden.  Er  erklärt  zunächst  die  Kraft,  welche 
wir  nur  durch  ihre  Wirkung  erkennen,  so  wie  diese  auch  ihre 
Grosse  bestimmt.  Indem  die  Wirkung  einer  bestimmten  Kraft  als 
Einheit  angenommen  wird,  kann  man  jede  andere  Krad  durch  eine 
Zahl  ausdrücken  und  so  die  Betrachtung  der  Kräfte  zum  Gegen- 
stand^ der  Mathematik  'machen.  Bei  dieser  Gelegenheit  schildert 
der  ,Verfasser  die  Kraft  der  neuern  Mathematik  und  zeigt  den 
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.grossen,  durch  Decartes  herbeigeführten,  Fortschritt  von  der 
altern  zur  neuern  um  so  deutlicher,  als  er  ein  passendes  Beispiel 
anftihrt  und  bespricht.  Er  deutet  an,  wie  die  Aufsuchung  der, 
jeder  Frage  angemessenen,  mathematischen  Operation  zur  Ent- 
deckung der  Analyse  des  Unendlichen  durch  Newton  und 
Leibnitz  geführt  hat  und  wie  in  der  neusten  Zeit  ein  besonde- 
rer Zweig  der  Mathematik,  der  mathematische  Calcül  ent- 
standen ist.  Nach  diesen  und  mehrern  andern  nicht  unmittelbar 
zur  Sache  gehörenden  Betrachtungen  kehrt  der  Verfasser  zur 
Mechanik  zurück  und  erklärt  die  Masse,  die  bewegende  Kraft 
und  das  Gleichgewicht. 

Archimedes  ging  vom  Gleichgewicht  der  gleicharmigen 
Wage  aus,  Galilei  und  seine  Nachfolger  vom  Parallelogramm 
der  Kräfte,  Johann  Bernoulli  fügte  diesem  den  Grundsatz  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  hinzu,  dessen  Wahrheit  Laer  an  ee 
auf  einfache  Weise  bewiesen  hat.  Dieser  Grundsatz  hat  den 
grössten  Nutzen  für  die  Vervollkommnung  der  Lehre  vom  Gleich- 
gewicht —  der  Statik.  Einige  hervorragende  Sätze  dieser  Lehre 
werden  angeführt,  namentlich  der  Schwerpunkt  und  die  Figuren 
der  Korper,  z.  B.  die  Figur  der  Erde  und  die  Anziehung  einer 
Kugel  auf  Punkte,  welche  inner-  oder  ausserhalb  derselben  lie- 
gen. Findet  kein  Gleichgewicht  unter  den  auf  einen  Korper  ein- 
wirkenden Kräften  statt,  so  wird  dieser,  wenn  er  ruht,  sich  zu 
bewegen  anfangen  und  wenn  er  sich  bereits  bewegt,  seine  Ge-  i 
schwindigkeit ,  oder  Kichtung  oder  beide  zugleich  ändern.  Durch 
d'Alembert's  Grundsatz,  wonach  die  Kräfte,  welche  die  verlo- 
renen oder  gewonnenen  Bewegungen  der  einzelnen  Massentheile 
irgend  eines  Systems  zu  erzeugen  fähig  sind,  unter  einander  im 
Gleichgewicht  stehen,  werden  die  Aufgaben  der  Lehre  von  der 
Bewegung  —  der  Dynamik  —  auf  die  Statik  zurückgeführt.  Spe- 
ciell  besprochen  und  durch  interessante  Beispiele  erläutert  wird 
das  Gesetz  der  Bewegung  des  Schwerpunktes,  das  Gesetz  der 
Winkelflächen  und  das  Gesetz  der  lebendigen  Kraft.  Das  letztere 
gibt  dem  Verfasser  Gelegenheit,  des  perpetuum  mobile  zu 
erwähnen  und  die  Fruchtlosigkeit,  dasselbe  zu  suchen,  aus  ein-  . 
ander  zu  setzen.  Die  Aufgabe  der  Mechanik  ist  erfüllt,  wenn  sie 
jede  Frage  hinsichtlich  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  iu 
eine  bestimmte  Forderung  verwandelt  hat,  welche  der  mathema- 
tische Calcül  erfüllen  muss.  So  weit  es  diesem  nach  seinen  neu- 
_sten  Fortschritten  möglich  ist,  erfällt  er  seine  Aufgabe,  die  Me: 
chanik  aber  hat  die  ihrige  ganz  erfüllt. 

Die .10.  Abhandlung  ist  überschrieben:  Ueber  Wahrschein 
lichkeits-Rechnuug.  Es  wird  zunächst  gezeigt,  was  man  für  ge- 
wiss oder  für  wahrscheinlich  zu  halten  habe;  im  gemeinen 
Leben  wird  beides  bisweilen  mit  einander  verwechselt.  Die  ganze 
Theorie  der  Wahrscheinlichkeiten  beruht  auf  dem  sogeiannteo 
Zufalle;  an  einem  Beispiele  wird  erläutert,  welchen  &ina  man 
mit  diesem  Worte  verbindet.  Man  hat  Mittel  gesucht,  die-  soge- 
nannten Zufälle  im  Allgemeinen  zu  Oeurtheilen,  Jacob  Ber- 
noulli brach  in  seinem  1713  herausgegebenen  Werke  „are  con- 
jectandi"  die  Bahn,  Laplace  hat  in  seinem  grossen  Werke  die 
vielfältigen  spätem  Untersuchungen  der  Mathematiker  vor  Auge« 
gelegt.  ~- 
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Ein  Wärfei  dient  dem  Verfasser  als  Beispiel,  um  dag 
Mass  der  Wahrscheinlichkeiten  zu  erläutern  und  zu  zeigen,  wie 
man  aus  der  Beobachtung  auf  die  Beschaffenheit  der  Ursache 
sc  h  Ii  essen  kann.  Ein  anderes  Beispiel  dient  dazu  zu  zeigen,  wie 
man  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  bestimmt  ange- 
ben und  von  dieser  Angabe  Anwendung  machen  kann.  Mit  der 
Anzahl  der  zu  Grunde  gelegten  Beobachtungen  nimmt  das  be- 
stimmte Mass  der  Wahrscheinlichkeit  an  Richtigkeit  zu  und  zu- 
letzt wird  der  wahrscheinliche  Fehler  so  klein,  dass  das  heraus- 
gebrachte Verhnltniss  nicht  mehr  merklich  von  der  Wahrheit 
abweicht.  Dagegen  wird  durch  Beispiele  gezeigt,  wie  man  fälsch- 
lich ein  Ereigniss  für  wahrscheinlich  halten  konnte,  "weil  die  zu 
Grunde  liegenden  Beobachtungen  nicht  richtig  angestellt  waren. 

Durch  die  astronomischen  Beobachtungen  erhält  man  nie 
den  wahren,  sondern  nur  den  wahrscheinlichen  Werth  und  dieje- 
nige Bestimmung  desselben  Gegenstandes  ist  die  beste,  deren 
wahrscheinlicher  Fehler  am  kleinsten,  deren  Wahrschein- 
lichkeit also  am  gross teu  ist.  Die  Wahrscheinlichkeit*- Rech- 
nung hat  gelehrt,  mittelst  beliebig  vieler  Beobachtungen  eines 
Himmelskörpers  seine  beste  Bahn  zu  bestimmen,  vorher  hing 
diess  von  der  Geschicklichkeit  des  Rechners  ab.  Dieselbe  Rech- 
nung lehrt  die  Unsicherheit  des  gewonnenen  Resultats  kennen 
und  diese  dient  theils  dazu,  unter  verschiedenen  Resultaten  das 
beste  auszuwählen,  theils  zn  beurtheilen,  wie  weit  man  dem  Re- 
sultate vertrauen  dürfe.  Die  Anwendung  der  WahrscbeinJichkeits- 
Rechnung  auf  die  astronomischen  Beobachtungen  bat  auch  Au- 
griffe erlitten«  welche  der  Verfasser  mit  gewichtigen  Gründen 
zurückweist,  so  wie  er  auch  den  Grund  angibt,  warum  er  diese 
Betrachtungen  nicht  aul  andere  Wissenschaften  angewandt  hat. 

Die  letzte  Abhandlung,  welche  wir  zu  besprechen  haben, 
ist  die  9.,  ihr  Titel  ist:  Ueber  den  Magnetismus  der  Erde. 

Diese  Abhandlung  ist  die  einzige,  deren  Thatsacheo  ohne 
Beiträge  des  Verfassers  sind,  wie  er  selbst  am  Eingänge  erwähnt. 
Die»  Anziehungskraft  und  Polarität  der  magnetischen  Kör- 
ner, die  magnetische  Abweichung  oder  Declination  und  die 
Neigung  oder  Inclination,  wie  auch  der  magnetische  Meri- 
dian werden  erklart.  Die  Declination  hat  Columbus,  die  In- 
clination Robert  Norman  entdeckt,  beide  sind  Wirkungen  der 
magnetischen  Kraft  der  Erde.  Beide  Erscheinungen  sind  an 
verschiedenen  Orten  der  Erde,  sowohl  während  eines  Tages  als 
während  grösserer  Zeiträume,  verschieden.  Diese  Verschieden- 
heit kann  zur  Auffindung  der  geographischen  Länge  auf  dem 
Meere  dienen,  wesshalb  Edmund  Halley  bereits  1700  eine 
Karte  für  die  Abweichungen,  Wilcke  1768  eine  ähnliche  für  die 
Neigungen  an  den  einzelneu  Punkten  auf  dem  Meere  entwarf. 

Zur  Richtung  der  magnetischen  Kraft  kommt  noch  ihre 
Stärke  oder  Intensität,  welche  zuerst  Humboldt  an  vielen 
Punkten  der  Erde  bestimmt  hat.  Mehrere  namentlich  aufgeführte 
Reisenden  haben  später  derartige  Untersuchungen  angestellt. 
Auch  die  Intensität  hat  an  eiuzelnen  Punkten  der  Erde  verschie- 
dene Werthe,  welche  man  mittelst  Karten  anschaulich  gemacht 
f  t. 
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Nur  in  Bezug  auf  die  Declination  bat  man  bis  jetzt  die  täg 
liehe  Veränderung  des  magnetischen  Zustandes  der  Erde 


sucht,  dieselbe  ist  von  8  Uhr  Morgens  bis  1  Uhr  Mittags  am 
gross ten  im  April,  etwa  15',  am  kleinsten  im  December.  Diese 
Resultate  verdankt  die  Wissenschaft  Gauss,  welcher  einen  eige- 
nen Apparat  zu  diesem  Behuf  construirt  hat.  Ausser  diesen  re- 
gelmässigen Veränderungen  treten  andere  plötzlich,  und  zwar  an 
den  verschiedensten  Orten  der  Erde  gleichzeitig,  ein.  Diese  zu 
erforschen,  hatte  Humboldt  bereits  1806  und  1807  gleichzeitige 
Beobachtungen  an  verschiedenen  Orten  veranlasst,  die  Zeitum- 
stände brachten  diese  in's  Stocken.  Arago  fand  durch  ähnliche 
Beobachtungen  unter  anderrn  einen  Einfluss  der  Nordlichter  auf 
die  Magnetnadel  und  zwar  einen  gleichzeitigen  in  Paris  und  Casan. 
Humboldt  rief  von  1828 — 1830  aufs  neue  gleichzeitige  Beobach- 
tungen an  6  Orten  ins  Leben,  allein  an  Genauigkeit  wurden  die 
bisherigen  Beobachtungen  bei  weitem  durch  diejenigen  übertrollen, 
welche  von  1836  an  Gauss  an  verschiedenen  Orten  mittelst  des 
bereits  erwähnten  Apparates  herbeiführte.  Die  Gleichzeitig- 
keit dieser  Veränderungen  ist  nun  durch  unzählige  Beobachtun- 

§en,  welche  an  den  verschiedensten  Orten  scharf  angestellt  wor- 
en  sind,  bestätigt. 

• 

Wie  man  sich  die  Wirksamkeit  der  magnetischen  Kraft  in 
einer  Nadel  zu  denken,  damit  jedes  Theilchen  der  letztem  wie- 
der einen  besondern  Magneten  bilde  und  diese  Kraft  durch  Kunst 
hervorgerufen  werde,  wird  ausfuhrlich  besprochen.  Wir  erfahren, 
dass  die  magnetische  Kraft  wie  die  Schwere  dem  Quadrat  der 
Entfernung  unigekehrt  proportional  sei;  diess  haben  Coulomb, 
Hansteen  und  besonders  vollständig  Gauss  durch  Versuche 
dargethan.  Hieraus  folgt  die  Wirkung  eines  magnetischeu  Kör- 
pers und  sein  sogenannter  freier  Magnetismus.  Diesen  wird 
man  schwerlich  jemals  auf  geradem  Wege  durch,  Rechnung  an 
jedem  Punkte  der  Erde  kennen  lernen,  die  Erscheinungen,  unter- 
stützt durch  das  Gesetz,  müsseu  uns  ilahin  führen. 

In  der  Astronomie  suchte  man,  ehe  man  die  Erklärung 
einer  Erscheinung  geben  konnte,  ihren  Grund  zu  errathen.  Co- 
pernicus,  Kepler  und  N,ewton  folgen  auf  einander,  dieser 
erklärte  die  Bewegung  der  Himmelskörper.  Eben  so  dachten  sich 
Euler  und  Tobias  Mayer,  zur  Erklärung  der  magnetischen 
Erscheinungen,  einen  in  der  Erde  befindlichen  Magneten.  Han- 
steen nahm,  nachdem  die  Erscheinungen  vervielfältigt  waren, 
deren  zwei  an.  Gauss  verlässt  alle  Annahmen  und  bestimmt 
die  unzweideutigen  Bedingungen,  denen  das  Hervortreten  der 
magnetischen  Kraft  auf  der  Oberflache  der  Erde  durch  ihr  Gesetz 
selbst  unterworfen  ist.  Diese  Erklärung  oder,  astronomisch  zn 
sprechen,  diese  Elemente  gelten  nur  für  eine  bestimmte  Zeit, 
Gauss  selbst  hat  sie  mit  103  beobachteten  Declinationen ,  102  In- 
clinationen  und  95  Intensitäten  verglichen,  Erman  hat  auf  zwei 
Karten  derartige  Vergleichungen  in  Bezug  auf  Declination  darge- 
stellt. Am  Schluss  der  Abhandlung  werden  die  vielfachen  Un- 
tersuchungen, welche  Gauss  in  Gemeinschaft  mit  Wilhelm 
Weber  über  den  Magnetismus  angestellt  hat,  besprochen. 
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Hiermit  ist  meine  Aufqabe,-  den  Inhalt  dieses  Werkes  in 
Auszügen  anzudeuten,  beendet;  sollte  diese  Darstellung  dazu  die- 
nen, dem  trefflichen  Werke  manchen  Leser  anzuwenden,  so  wurde 
ich  mich  vollkommen  belohnt  fühlen.  Die  Erinnerung  an  den  ge- 
nialen Verfasser  wird  dadurch  in  jedem  Leser  erweckt  und  rege 
erhalten  werden. 


Demonstration  des  formales  de  Hr. 
Gauss  dans  la  Trigonometrie  spM- 

rique. 

Par 

Monsieur  F.  Arndt, 

Docteur  cn  Philosophie  a  Stralaus d. 


On  sait,  aue  les  relations  entre  les  six  parries  d'un  triangle 
spherique,  connues  sous  le  nora  de  Celles  de  Mr.  Gauss,  ont  e*te* 
rieduites  freqnemment  des  analogies  de  Neper ;  mais  Celles  -ci 
resulrant  de  Celles -lä  par  urie  simple  division,  il  est,  ce  nie 
semble,  plus  naturel,  de  demontrer  les  form u les  de  Mr.  Gauss 
sans  avoir  recours  aux  analogies  de  Nener.  11  est  jrrai  quelques  ' 
auteurs  ont  donne*  des  demonstrations  directes  de  ces  formutes ; 
mais  toutes  ces  demonstrations  n'etant  pas  assez  eourtes  pour  un 
objet  si  elementaire,  j'ai  juge  utile  de  donner  ici  la  mienne. 

En  designant  les  trois  cdtes  du  triangle  spherique  par  a,  b9~ 
c;   les  angles  opposes  resp.  par  A,  B,  C,  la  forroule  connue 

=  cns2  cosc  -f  sin6  sine  co»A  donne 


cosa  =  cos(6— c)— 2sin6sinc  sin  cj^2' 
cosa = cos  (b + c)  +  2sin6  sine  cos  ^  A*  • 

Ajoutez  d'une  part  chaque  membre  de  ces  equatioos  a  Vvtn\t4,  et 
le  soustrayez  d'autre  de  celle-ci,  faisant  usage  des  formules 
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2  cos  £-«2=l  +  cos«,  '2sin^a2  =  1  —  cos«  > 


vous  aorez 


[l]....cos^-  «2  =  cos 2     —  c)2  —  sin&sincsinjj-^i2  > 
%   [2]  sin  \  a2  =  sin  j  (6  —  c)2  +  sinA  sin  csin  j  ^4*  » 

[3]  ....cos^-  «2  =  cos  ^-(Ä  +  c)2  j-  siu6  sine  cos  ^-  A2  * 

1  -    1  1 

[4]  cos  j  o2  =  sin  ^  (6  -f-c)2  — sin6  sin  c  cos  r>  ^*  • 

Au  moyen  de  l'equation  cos.<4t= — cos  Z?  cos C  -l-sinÄsinC'coso,  ou 
bien  des  equations  pr&edentes,  en  changeant  les  quantites  a,  b, 
c,  A  en  les  Supplements  180°—^,  180°— B,  I80°-C,  180°— a,  on 
trouvera  les  quatre  suivantes: 

[1']  sin^2=cos^(Ä-02— sinflsinfcosi«2, 

[2']....cos^-  J2  =  sin  ^(B—C)2-{-  sinl?sinCcos^-a2, 

[3']  ....  sin  ~A2  =  cos  ^  (B  +  C)2  +  sintfsin Csin  \  «2 , 

1  1  1 

[4']  ....  cosjj-  ^42=sin  ^{B  +  C)2 — sin/? sin  Csin^  a2- 

C'est  par  une  simple  combinaison  de  ces  huit  equations  qu'on 
obtient  les  quatre  formules  de  Mr.  Gauss,  savoir  . 

la  premiere: 

11  1  1 

cos   A  cos  ^  (6  —  c)  =  i  cos  y  osin  ky  (Z?-f  C) 

1  1 

par  [  1  ].  cos  s  A2—,  [4']  cos  -^a2 , 

-  la  seconde: 
cos  -}  As\r\  ^  (b  —  c)  =  jfc  sin  »  asin  kj  ( /? — 

pai -[2].  cos  \a2-  PI  sin i«2 


la  troisieme: 
sin  ^-  A  cos  ^  (6  +  c)  =z ± cos^-  acos  ^(B O 

I  par[3].sini  ^— [3']  cos^-a2, 
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la  quatrieme : 
sin  j  A  sin  |-  (b  +  c)  =  +  sin  ^  ocos  ^  (B  —  C) 

1  1 

par[4].sin  j  ^a  —  [l']sin  j  a2. 

.1  1  t 

En  faisant  le  calcul  prenez  ^  sin^  au  lieif  de  sin      cos  ^A, 

1  11 

de  meine  ^&ma  au  Heu  de  sin^-acos^«»  -  remarquez  ensuite 

qu*on  a  toujours  l'equation  sino sine  sin A2=  sin ßsinCsina2,  qui 
resulte  immediatement  paT  la  inultiplication  de  eis  formules 

mioa  •   atnn  ein  H — -ain  ,4  «in/i       uiiin  ein/1  ein  lcin<> 


nues:  sinosinÄ=sin^sin6,  sinn  sin C=r  sin A sine. 

Quant  aux  doubl  es  signes  dans  les  equations  ci  dessus,  pour 
lever  le  doute,  je  fais  remarquer  qu'on  suppose  ici  un  triangle 
spherique  dont  tous  les  cotes  et  les  angles  n'excedent  pas  180°. 

Cela  posö,  d'abord  il  est  clair  qu'il  faut  prendre  le  signe  su- 
perieur  dans  la  premiepe  et  quatrieme  equation ,  tous  les  sinus 
et  cosinus  etant  positifs;  mais  ce  qui  concerne  les  deux  autres, 
pour  demontrer  que  le  signe  +a  egalement  lieu,  voici  une  me- 
thode  pour  y  parvenir. 

En  substituant  dans  les  equations  cos6=cosccosa-f  sincsinacos/?> 
cosc=cosacos6-f-sinasin6cosC,  la  valeur  cosocosc -f- sinosinccos-dl 
ä  la  place  de  cosa  et  faisant  les  reduetions  necessaires,  on  ob- 
tiendra  les  equations  suivantes: 

cos6sinc  =  sinocoac  cos^i  -f-  sina  cos/?, 

cosc  sin6  =  sine  cos6  cos^l  -f  sina  cos  C; 

.  -  ■  - 

*    ,  ■      ■■■  .  ••  . 

desquelles  on  deduit  sin(o±c)(l-|-cos^)  =  sin«(cosC±co8Ä) ,  ou 

2)   sin  (6—  e)  cos  \a*  =  sina  sin        +  €)  giu£(£--C) . 
Maintenant  la  premlere  Equation  de  Gauss  e*tant 

11  11 

cos  j  Avos^  (b — c)=cos  ^  ««in ^  (B  +  C), 

sapposons  qu'oo  prenne  le  signe  inferieur  dans  la  seconde,  de 
nianiere  qu'on  ait 

11  11 

cos  2  A  sin    (6— e) = —  sin  ^  «  sin  j  (B—  C) , 

la  multiplication  de  ces  deux  Equations  donnerait  ' 
Theit  XIII  il 

% 
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sin (6— c)cos  2  sina sin  ^(B+C)%\ri^(B—  C), 

ce  qui  ne  s'accorde  pas  avec  la  formule  2).  De  meine  s'il  fallait 
prendre  le  signe  iiifeVieur  dans  la  troisjeme  equation,  la  multipli- 
cation  de  celle-ci  par  la  quatrieme  donnerait 

sin  (6 + c)  sin  j  A*=-  sina  cos  ^  (Ä+C?cos  i  (B  -  Q . 

contre.  la  formule  1). 

Voila  donc  generale'ment  dVmiontre'  ou'il  faut  prendre  te  signe 
sunerieur  dans  toutes  les  quarre  formufes  de  Gauss,  des  qu'on 
sojpose  quaucuti  cote  et  qu'aucun  angle  nest  plus  grand  que  180°. 

Stralsund  le  19.  mai  1849. 


Ein  Wort  für  die  Romershaiisen'sclien 
Mesglnstrumente  den  Herren  Barfuss 
und  Selm  eltler  firetrenfiber* 

.  i  Von  dem 

Herrn  Dr.  August  Wiegand, 


Oberlehrer  an  der  Realschule  in  Halle. 


In  den  Schriften:  „Handbuch  der  bobern  und  nieder! 

Messkunde  etc."  von  Dr.  Barfuss,  Weimar  1847.  und  „DM 
Instrumente  und  Werkzeuge  der  nöhern  und  niederen 
Messkunst  etc."  von  Sc  hu  eitler,  Leipzig  1848.  sind  auch  die 
Romershausen'schen  Messinstrumente  theilweise  einer  Beurthei- 
lung  unterworfen  worden,  und  zwar  wird  derselben  in  beiden 
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Schriften  nur  mit  Geringschätzung  und  einer  gewissen  Wegwer- 
fung gedacht  Keineswegs  deshalb  nun ,  weil  ich  in  meiner  Schrift . 
„Der  geodätische  Messapparat  und  sein  Gebrauch"  2. 
Auflage.  Halle.  1848.  jene  Instrumente  als  zweckmässig  undw  ortheil- 
haft  aufgeführt  habe  und  durch  die  Urth eile  genannter  Herren  meine 
Autor  ehre  verletzt  glaubte,  sondern  lediglich  aus  dem  Grunde, 
weil  ich  die  Romershausen'schen  Instrumente  durch  längeren  un- 
ausgesetzten Gebrauch  hinlänglich  zu  erproben  Gelegenheit  hatte, 
nehme  »ich  Veranlassung  gegen  das  unbegründete  und  übereilte 
Urtheil  jener  Herren  das  Wort  zu  ergreifen.  Hören  wir  zunächst 
die  Herren  über  das  JSpicgeldiopter.  Der  besseren  Vergleichung 
ich  die  Urth  eile  beider  gleich  neben  einander: 


Schneitier  sagt  S.  56. 
„Die  Idee  zu  diesem  Instru- 


te ist  sehr  einfach  und  nicht 
neu,  da  im  Grunde  das  Fall on- 
sche  Spiegellineal,  ein  zu  dem 
beschränkten  Gebrauche  viel  zu 
theures  Instrument ,  dasselbe  ist. 

Bei  a  und  6  (Fig.  65.)  be- 
finden sich  Dioptern,  von  denen 
jedes  durch  zwei  messingene 
Stifte  gebildet  wird ,  die  eine 
schmale  Spalte  zwischen  sich 
lassen.  Die  Spalte  des  Objec- 
tivdiopters  6  ist  jedoch  etwas 
breiter  als  die  des  Oculardiop- 
ter.s  a,  damit  man  noch  deutlich 
genug  einen  Fluchtstab  durch 
dieselbe  sehen  kann.  Gegen  die 
Visirlinie  ab  ist  nun  der  ebne 
Spiegel  cd  unter  45°  Neigung 
gestellt  und  wenn  daher  ein  Strahl 
um  so  darauf  fällt,  dass  er  mit  der 
Visirlinie  ab  einen  rechten  Win- 
kel macht,  so  wird  er  in  der 
Richtung  dieser  Linie  reflektirt 
und  geht  folglich  durch  das  Oku- 
lardiopter  a. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Ge- 
brauch des  Instrumentes  leicht. 
Die  ganze  Vorrichtung  ist  in 
einem  viereckigen  prisma- 
tischen Gehäuse  von  4"  Län- 
ge, das  an  der  Seite  entspre- 
:hende  Ausschnitte  hat  und  worin 
*icb  noch  eine  ähnliche  zum 
Abstecken  von  Winkeln  von  45° 


leunuei. 


Barfuss  sagt  S.  159.: 

Der  Gedanke  zu  diesem  Instru- 
mente ist  äusserst  einfach  und 
keineswegs  neu,  denn  das  Fal- 
lon'sche  Spiegellineal  ist  im 
Grunde  dasselbe  Werkzeug. 

Bei  a  und  b  (Taf.  V.  Fig.  10.) 
he  finden  sich  Dioptern,  von  de- 
nen jedes  durch  zwei  messin- 
gene Stifte  gebildet  wird,  die 
eine  schmale  Spalte  zwischen 
sich  lassen.  Die  Spalte  des  Ob- 
iectivdiopters  b  ist  jedoch  etwas 
breiter  als  die  des  Okulardiop- 
ters  a,  damit  man  noch  mit  ge- 
höriger Helligkeit  einen  Abstecke- 
stab durch  dieselbe  sehen  kann. 
Gegen  die  Visirlinie  ab  ist  nun 
der  ebene  Spiegel  cd  unter  45° 
Neigung  gestellt  und  wenn  da- 
her ein  Strahl  mn  so  darauffallt, 
dass  er  mit  der  Visirlinie  ab  ei- 
nen rechten  Winkel  macht,  so 
wird  er  in  der  Richtung  dieser 
Linie  reflektirt  und  geht  folglich 
durch  das  Okulardioper  a. 

Hieraus  ergiebt  sieht  der  Ge- 
brauch des  Instrumentes  leicht 
etc.  Die  r  ganze  Vorrichtung  ist 
in  einem  viereckigen  prisma- 
tischen Gehäuse  von  4  Par. 
Zoll  Länge  angeordnet,  worin 
zugleich  sich  noch  eine  ähnliche 
befindet,  mit  der  man  Winkel 
von  45°  abstecken  kann. 


Ii 
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Ohne  mich  weiter  auf  eine  Untersuchung  einzulassen ,  ob  Herr 
Schneitier  von  Herrn  Barfuss  oder  ob  beide  von  einem  drit- 
ten wörtlich  abgeschrieben  haben,  will  ich  nur  so  viel  sagen,  dass 
weder  die  Beschreibung  noch  die  beigefügte  Zeichnung  die  ge- 
ringste Aehnlichkeit  mit  dem  RomershauseVschen  Spiegeldiopter 
haben,  dass  somit  beide  Herren  das  betreffende  Instrument  nicht 
einmal  gesehen,  geschweige  denn  geprüft  haben  und  beide  also 
urtheilen,  wie  der  Blinde  von  der  Farbe. 

Das  Romersbaiisensche  Spiegeldiopter*)  hat  mit  dem 
Fall on'schen  Spiegellineal  nicbt  die  geringste  Aehn- 
lichkeit —  »eine  Diopter  sind  weder  durch  messingene 
Stifte  gebildet,  noch  ist  dasselbe  in  einem  vierecki- 
gen Gehäuse  eingeschlossen.  Es  hat  dagegen  die  beque- 
mere Form  eines  kleinen  Taschenfernrohres,  dessen  Ocular 
zwei  parallele  Durchsichten  enthalt,  welche  mit  einer  auf  das 
Übjeetivglas  geatzten  oder  durch  ein  feines  Haar  gebildeten  Rich- 
tungslinie correspondiren.  Im  Innern  des  Rohrs  befinden  sich 
zwei  feine,  für  die  Winkel  von  90"  und  45°  unwandelbar  recti- 
ficirte  Metallspiegel.  Diese  Einrichtung  gewahrt  vor  allen 
anderen  ähnlichen  Instrumenten ,  wegen  einiacfier  Brechung  des 
Lichtstrahls  mehr  Klarheit,  Sicherheit  und  Leichtigkeit  im  Visi- 
ren aus  freier  Hand;  sie  gestattet  die  bei  praktischen  Messungen 
so  überaus  nützliche  Construction  des  rechtwinklig-gleichschenkli- 
gen Dreiecks  auf  eine  schnelle  und  leichte  Weise  und*in  Folge 
dessen  nicht  allein  Horizontal-,  sondern  auch  Hübenmessungen, 
sie  macht  die  sofortige  Bestimmung  der  Entfernung  unzugänglicher 
Punkte  bei  coupirtem  Terrain  möglich  und  giebt  die  Factoren  zur 
Flächenberechnung  unmittelbar  auf  dem  Felde. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  von  selbst,   dass  der  .von  obigen 
Herren  empfohlene,  mir  durch  längeren  Gebrauch  übrigens  eben- 
falls vollkommen  bekannte,   alte  Ada  ms  che  Winke!  spie  gel 
nicht  die  Hälfte  der  Leistungen  des  Romershausen'schen  Spiegel- 
diopters für  sich  in  Anspruch  nehmen  kann  —  abgesehen  davon, 
dass  seine  doppelte  Spiegelung  und  wandelbare  Rektiüeation  we- 
nig Klarheit  und  Sicherheit  im  Visiren  gestattet.    Hr.  Barfuss 
hofft  zwar  die  beim  Spiegeldiopter  angegebenen  Vortheile  auch 
auf  den  Wiiikelspiegel  übertragen  zu  können  und  will  zu  dem  Ende 
entweder  zwei  dergleichen  Instrumente  für  die  verschiedenen  Win- 
keigrössen vorrichten  oder  vier  Spiegel  in  einem  Kasten  anbrin- 
gen. Letzteres  möchte  aber  wohl  schwer  ausführbar  sein  und  das 
complicirte  Instrument  sehr  vertheuern,  ohne  dass  es  zugleich  die 
Bequemlichkeit  und  Sicherheit  des  kleinen  und  billigen  Spiegel- 
ftiopters  erlangte. 

Nicht  besser  wie  mit  den  Beurtheilungen  des  Spiegeldiopters 
sieht  es  mit  des  Herrn  Sehn  eitler  Urtheile  über  den  Romers- 
hausen'schen Längenmesser  (Diastimeter)  aus,  und  ich  glaube 
auch  hier  dreist  behaupten  zu  können ,  dass  der  genannte  Herl 
dieses  Instrument  ebenfalls  nie  gesehen,  geschweige  denn  geprüft 


♦)  Romersliauscnt  Spiegeldiopter  und  Längenmessei  etc.  Halle;  1843 


■  * 
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hat.  Es  liesse  sich  wenigstens  dann  gar  nicht  hegreifen ,  wie  der- 
selbe jenes  Instrument  mit  dem,  nach  ganz  andern  Grundsätzen 
und  auf  ganz  verschiedene  Weise  construirten ,  uralten  Pantome- 
trum  Paceccianum  zusammenstellen  kann.  Wunderlicher  Weise 
stützt  er 'sich  hierbei  auf  ein  im  Jahre  1810  von  S  chulz  -Mon- 
tan us  abgegebenes  Urtheil,  wonach  dieses  unter  allen  Distanz- 
niessern  der'  zweckmassigste  und  brauchbarste  sein  soll,  indem 
es  auf  10000'  nur  einen  Fehler  von  ^  der  ganzen  Länge  zulaifce. 
Er  fugt  mit  einer  gewissen  vornehmen  Verachtung  noch  hinzu: 
„Abermals  ein  Beweis,  was  von  allen  solchen  geometrischen  Wun- 
derwerken, an  die  ein  Newto  n,  T  ob.  May  er,  Häd  ley,  Raros- 
den  etc.  nie  gedacht  (?)  bei  Messungen,  wo  es  auf  mehr  als 
ungefähre  Weitenbestimmungen  ankommt,  zu  halten  ist. 

* 

Hierzu  nur  ein  paar  Bemerkungen.  Schu  I  z-  Mon  tan  us  konnte 
natürlich  das  jetzige  Diastimeter  des  Dr.  R.  nicht  kennen  und 
es  ist  deshalb  lächerlich,  wenn  sich  Herr  8 ch n eitler  auf  das 
Urtheil  desselben  beruft;  noch  auffallender  ist  es  aber,  wenn  er 
Nichts  anerkennen  will,  woran  nicht  schon  jene  alteren  berühm- 
ten Mathematiker  gedacht  haben.  Er  verneint  dadurch  jeden  mög- 
lichen Fortschritt  und  setzt  sich  mit  sich  selbst  in  Widerspruch* 
indem  seine  Schrift  doch  den  jetzigen  vervollkommneten  Stand- 
punkt sämmtlicher  Messapparate  darstellen  soll.  Er  hätte  daher 
diesen  schwierigen  für  Civil -Militairmessung  wichtigen  Distanz- 
messungen eine  besondere  Aufmerksamkeit  widmen  und  sich  kein 
absprechendes  Urtheil  darüber  erlauben  sollen,  ohne  sich  vorher 
persönlich  mit  den  neueren  Instrumenten  dieser  Art  bekannt  zu 
machen. 

«.  » 
Die  Messung  mit  dem  Ro m er s haus en'schen  Diastimeter 
giebt  bei  genauer  und  richtiger  Behandlung  in  gehöriger  Sehweite 
der  unmittelbaren  Kettenmessung  nichts  nach  und  übertrifft  die- 
selbe an  Genauigkeit  bei  coupirtem  Terrain.  Es  gewährt  diese 
Vortheile  durch  das  ihm  zu  Grunde  liegende  eigentümliche  Prin- 
zip ,  wo  mach  es  bei  constanter  Tangente  des  parailaktischen  Win- 
kels uur  den  Radius  ändert  und  deshalb  auch  bei  Messungen 
sehr  kleiner  Winkel  nach  raeinen  sorgfaltigsten  Prüfungen  (lern 
kostbarsten  Theodoliten  nichts  nachgiebt.  Eine  längere  Einübung 
erfordert  dies  Instrument  allerdings;  das  kann  aber  doch  wahr- 
lieh! kein  Vorwurf  für  dasselbe  sein,  sonst  wäre  auch  das  Ur- 
theil eines  ungeübten  Schützen  gerechtfertigt,  dass  eine  Büchse 
nichts  tauge,  weil  er  nichts  damit  treffe.- 

Herr  Dr.  Barfuss  seheint  vom  Romersh aus  en'schen  Di- 
astimeter gar  nichts  gehört  zu  haben,  denn  er  erwähnt  nur  den 
praktisch  völlig  unbrauchbaren  Reichen bacb'schen  Distanzmes- 
ser. Eben  so  wenig  scheint  ihm,  sowie  auch  Herrn  Sehn  eitler, 
das  nicht  minder  interessante  und  zur  Messung  grösserer  Entfer- 
nungen bestimmte  Militairfernrohr*)  bekannt  zu  sein.  Schon 
beirn^  ersten  Gebrauche  dieses  Instruments  überraschte  mich  die 
Genauigkeit  der  damit  erlangten  Resultate  so  ungemein,  dass  mir 


•)    Romcrthauscii'a  Militairfernrohr  etc.  Halle  1848. 
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die  allgemeinste  Anerkennung  desselben  unzweifelhaft  schien  und 
meine  Vermnthung  wurde  auch  bestätigt  zunächst  durch  eins 
Urtheil  des  Konigl.  Preuss.  Premierlieutenant  Hellmuth*)  sowie 
durch  die  zu  meiner  Kenntnis*  gekommenen  Urtheile  der  vierten 
preussischen  Artilleriebrigade  und  eines  wfirttembergischen  Inge- 
nieurofficiers  **). 

0  Ebenso  unbekannt  wie  das  vorige  Instrument  sind  den  Her- 
ren Schneitier  und  Barfuss  das  Rom ers hausen'sche  Spie- 
gelniveau und  das  Reductionsniveau.  Was  das  erstere  betrifft, 
so  habe  ich  damit  ein  Nivellement  vom  G eis tt höre  in  Halle  längs 
der  Magdeburger  Chaussee  und  von  da  aus  links  seitwärts  nach 
dem  Bade  Wittekind  unternommen  und  dasselbe  mit  einem  sehr 
genau  gearbeiteten  Nivellirinstrumente  mit  Fernrohr  wiederholt. 
Ich  habe  mich  da  überzeugt,  dass  der  Gebrauch  von  jenem  die- 
sem nicht  nur  nichts  nachgiebt ,  sondern  namentlich  wegen  bedeu- 
tenderer Abkürzung  der  Arbeit  einen  grosseo  Vortbeil  voraus  hat 
Seine  vorzügliche  Brauchbarkeit  durfte  auch  wohl  aus  der  T hat- 
sache  hervorleuchten ,  dass  die  Nivellements  der  Prinz  Wilhelms- 
Bahn  vorzugsweise  damit  ausgeführt  worden  sind.  Mit  dem  Re- 
ductionsniveau habe  ich  eigene  Messungen  zur  Zeit  noch  nicht 
unternommen  und  enthalte  mich  deshalb  jeden  Urtheil«,  mnsa 
aber  hinzufügen,  dass  ich  es  von  den  mit  der  Separation  in  der 
ungemein  coupirten  Wettiner  und  Löbejüner  Gegend  beschäftigt 
gewesenen  Feldmessern  habe  ganz  vorzüglich  rühi 


Möchten  diese  Mittheilungen  die  Folge  haben,  dass  den 
Romershaushauseirschen  Instrumenten  die  allseitige,  verdiente  An- 
erkennung zu  Theil  würde. 

In  Bezug  auf  das  sonst  so  treffliche  Werk  des  Herrn  Schneit- 
ier können  wir  schliesslich  den  Wunsch  nicht  unterdrücken,  dass 
der  Herr  Verfasser  bei  einer  neuen  Auflage  auch  den  neueren 
Instrumenten  eine  gerechte  und  aus  eigener  Prüfung  hervorgegan- 
gene Würdigung  zu  Theil  werden  und  nicht  nur  dem  Alten  und 
Bekannten  allein  das  Wort  reden  möge. 


*)  Die  Distanz-Messungen  der  Artillerie  u.  s.  w.  mit  Hälfe  dei  Ro- 
mershansen'schen  Längenmessen».  Von  O.  Hellmuth,  Premier- 
Lieutenant  im  Preuss.  27.  Inf. -Regiment. 

**)  So  eben  erfahre  ich  durch  den  hiesigen  Mechanikus  Herrn  Ju- 
lius Schmidt,  dass  in  Folge  zahlreicher  Bestellungen,  eine  Meng« 
Militair-  Fernröhre  nach  Schleswig-Holstein  abgehen. 
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Vom  Maximum  und  Minimum,  dem 
eine  oder  zwei  Oerade  unterworfen 
sind,  welche  von  1  oder  2  gegebenen 
Punkten  an  einen  gesuchten,  in  ei- 
ner Curve  gelegenen,  Punkt  gehen, 
Punkte  und  Curve  in  derselben  Ebene 

gedacht« 

.  Herrn  Breniier, 

Lehrer  su  Tuttlingen  im  Königreich  Worteinberg. 


Sind  die  Coordinaten  der  Curve  durch  x  und  y,  und  die  des 
gegebenen  Punktes  durch  a  und  b  dargestellt,  'so  ist  Air  den 
Fall  fragliche  Linie 


M=-V(a-tf)*  +  (6~y)*, 

und  man  hat  als  Bedingung  des  M.M. 

(a-^-Ho-.y)^ 

V^(a-*)»  +  (*-y)*  .     ,  . 

woraus  folgt 

1  _»-y 

dg,  a-x' 

—       ist  die  Tangente  des  Winkels ,  den  die  Normale  der  Curve 

mit  der  Abscissenaxe  macht.  Ebenso  ist  ^MieTangeote  des  Win- 

kels,  den  eine  durch  die  Punkte  (a,  6)  und  (x,*)  gehende  Linie 
mit  derselben  Axe  bildet/  woraus  folgt,  dass  die  gesuchte  Linie 
mit  der  Normale  der  Curve  zusammenfällt. 

Im  zweiten  Fall  seien  (Taf.  II.  Fig.  3.)  die  beiden  Punkte  A  und  B 
mit  den  Coordinaten  <t  und  b ,  «'  und  b\  und  die  Curve  CV9  wah 
read  OX  die  Abscissenaxe  darstellt.   Ist  M  der  gesuchte  Punkt, 
und  ziehe  ich  AM  und  BM,  so  ist  die  Summe  dieser  beiden  Geraden 
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u  =  \f(a-3ry*+(b-y)*  +  V  (T^Sf  +  (b'-yjT 
Die  Bedingung  des  M .  M.  liefert  nun  die  Gleichung 
Bu=.     a-x  +  (b~  n)dyx  ^  a'  —  x  +  (b'—y)dyx  _n 

woraus  folgt 

_  1  _  (&'-y)  V^-*)H(6--y)*-r-(6  -y)  V"  (^yg 

(a' — x)  V («— ^)a+(6-y)2  +  (a  -  ar)  V (a— ar)2+(6'— y)*  '■ 

Theilen  wir  nun  den  Winkel  AM  Ii  durch  /,  J/  in  zwei  gleiche 
T heile  und  untersuchen,  ob  nicht  LM  die  Normale  der  Curve 

ist.  In  diesem  Falle  müsstu  identisch  sein  t<j  {LMM)  —  —  }  ,  indem 
wir  MN  parallel  OX  ziehen.    Wir  haben  aber 

Da  man  aber  die  Gleichung  hat  tg2Z(l  —  tgZa)  =  2tgZ,  so 
setze  man  in  diese  Gleich  im»  Z  —  LMM  und  für  tgLIuN  und 

tg2LMS  obige Werthe,  während — g-  durch  dessen  Werth  in  x, 
yt  a,  by  a'  und  b'  ersetzt  wird.    Macht  man  noch  zur  Abkürzung 

a  —x  =  A, 
a'  —  x=A', 
b  —  x~B, 

¥ — so  kommt  endlich 

AA'-BB'L1    \A'\/  A*+B*+A\Tä*+b*J  J 


eiue  Gleichung,  von  deren  Indentität  man  sich  durch  Reduction 
bald  überzeugt.  Es  folgt  hieraus,  dass  AM  und  BM  mit  der 
Normale  gleiche  Winkel  machen ;  und  zwar  geht  die  Normale  mit 
ten  zwischen  A  und  B  so  hindurch,  dass  der  eine  Punkt  auf  der 
einen  und  der  andere  auf  der  andern  Seite  derselben  gelassen 
wird,  weil  2 L MN==  BMN  +  A MJV. 
Will  man  nun  die  Aufgabe  lösen: 

Von  einem  gegebenen  Punkt  (  an  einen  gesuchten 
in  einer  Curve  gelegenen  Punkt  eine  Gerade  zu  ziehen, 
die  ein  M.M.  sei,  so  muss  man  in  die  Gleichung 

tyx{b— y)  +«—  x=zO 

y     -  '  . 

j^y  *  *  *  Digitized  by  Googl( 
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für  y  und  dy*  die  aus  der  Gleichung  der-Curve  gezogenen  Werth e 
«nibstituiren  und  die  Gleichung  in  Beziehung  auf  x  auflösen.  Oder 
kann  man,  aal  Palarcoordinateh  übersehend,  statt  der  Gleichung 


dys  (fß  —  y)  +  a  —  xz=0 
eine  andere  aufstellen. 


> 


Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  4.)  die  Curve  LM>  der  gegebene  Punkt 
A,Oß  die  Axe,  RM  der  Radius  -  Vector  r,  Winkel  MRB=iw, 
AN  die  Normale,  so  dass  M  den  gesuchten  Punkt  darstellt, 
so  ist  bekanntlich 

•  tg  whr=j, 

tg  ANB = tg  («,  ^  AJf R) = ^ ; 

1  +  tgtr.— 

demnach  ist  die  Gleichung  der  Normale,  die  durch  den  Punkt  A 

gebt: 

^  —  6  =  5-       — a),  wo  ar*  und  y'  die  Coordinaten  der 


Normale. 

Man  hat  aber  fär.ilf  y'=r  siq w  und*  ar'=rcosu>,  folglich 

tg?r  — — 

1)  r  sin  io  —  6=  ^  (rcosio  —  a), 

1  +  tgio— 

welche  noch  mit  der  Gleichung  der  Curve  zu  verbinden  ist, 
om  r  und  w  zu  bestimmen. 

Will  man  aber  von  zwei  Punkten  an  einen  in  einer  Cnrve  gesuch- 
ten Punkt  zwei  Linien  ziehen,  deren  Summe  ein  M.M.  sei,  so  ist 


tg(2MNB)  (Taf.II.Fig.  4)  =  tg(2Xüf2V)(Taf.II.Fig.  3.). 

._  (6  -  y)  (a'-x)  +  (fr  -  y)  ja -x) 
1     '~  (a-*)(a'-tf)--(&--y)(6'--y), 

k 

tgtr  —  — 
Ehrend  tg  MNB  =  —  V . 

1+tgtof 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

tg2MNB(l-tg*MNB)=2tgMNB,  so  hat  man 
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dr  Sr 


<«-*X« '-*)-(*-^X*'-y)L    M+tg^V  J  i+tgtr^ 

wo  nur  noch  ar  durch  rcosw  und  y  durch  rainto  zu  ersetzen  ist. 
Zur  Anwendung  des  Obigen  gehen  wir  auf  einige  specielle  Auf 


Aufoabt  1. 

Von  einem  gegebenen  Punkte  soll  in  einen- noch  ge 
suchten  Punkt  eines  Kegelschnittes  eine  Gerade  ge- 
zogen werden,  die  ein  M.M.  ist 

Auflösung. 

Die  allgemeine  Gleichung  für   diese  Art  von  Curven  ist 

^fÄi»  worauv 

n  pesintg 
^(l+ecos*)»  und 
v  >     8r  csinw 


r  14ccostc 


Hieraus  ergibt  sich 

fr 

tg«-v 


sin  10 


und  dadurch  wird  nach  1) 


•in  10 


psinto — 6(1  -r*ecostc)=*^p^jj8~[pcosiü«— a(l  +  ecosto)]. 

Die  weiteren  Entwicklungen  und  Reductionen  liefern 

3)  pe  sin  w  +  (He  cos  w)  [a  sin  tt— O  (e  +  cos  w)]  =0. 

Hat  man  einen  Werth  w'  gefunden,  der  dieser  Gleichung 
beinahe  genügt,  so  ist  der  Correctionswerth 

 ,  pesintc'  +  (A-f  ecostQ  [a  sin«?y — b(e  -f  costoQ]  

pe  cos«/ + ( I  -f  ecos«0')[acos«5'  -f-  baimc'] — esi  ntc'[asin  t& — b(e  +cosw  0] 


Geht  man  aber  auf  ein  anderes  Coordinatensystem  über,  s< 
die  Axe  durch  den  Punkt  A  selbst  geht,  so  wird  das  neue  fr 

gleich  Null  und  jenes  a  gebt  über  in  a'=  Va*  +  6*  Die  Winkel 
aber  werden  von  RA  angezählt.    Setzt  man  nun  ARMz=t>  und 


ARB  —  v\  so  ist  tc=v-\-v'  und  tgr'=— ,  während  ist 


l+ecos(e+t>') 
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wird 

.  ar 

gP     r  _  tgr  4-  ftgecosfo+trQ— «fgin(g+p') 
i^*^      l  +  «cos(ü+r')+«tgpsin(ü+t>') 

Gleichung  1)  gibt  somit 

welches  Dach  alleo  Redoctionen  gibt 

4)  ^sin(r  +  rO+(*»n»— esinvO[l  +  ecos(r?+pO^=0. 

Ist  0"  ein  Werth,  der  dieser  Gleichung  beinahe  genügt,  so 
hat  man  den  Correctionswerth 

- 

sin       »0  +  (s«n       «  «in  ©')  [1  +  e  cos  (0"  +  ©0] 


^cos^'+pO+cosü'^l-f  ecos^-r-rO]— eshi(©#-f  tf)  (sine1'—  e  sini^) 

Ist  der  gegebene  Punkt  nicht  sehr  weit  Ton  der  Curve  ent- 
fernt, so  kann  man  fär  einen'  ersten  Näherungswerth  sin  0=0  und 
cos 9=1  setzen,  weil  0  klein  ist,  und  es  entw  ickelt  sich  dann  aus  4) 


esifl0'(l+*cos0'-£) 

I—  

e  cosV  (l  -f        e  +  e»sin  v' 


För  einen  Punkt,  der  in  der  grossen  Axe  der  Curve  selbst 
liegt,  hat  man  6=0  und  ©'=0  und  es  ergibt  sich  sowohl  aus  3) 
als  auch  aus  4) 

sin  w  (pe\  +  a  +  a  e  cos  w) = 0. 

Diess  liefert  die  vier  Werth  3 

t0  =  O, 

<  t0=18O», 

1  1)     1  # 

cos  tc  =  — x  ,  und  wenn  der  Werth  w'  der  letztern  Gleichung 

a  e 

entspricht, 

to=i3rj0— 

T)  1  * 

Ist  E  -f  -  grösser  als  -f  1  oder  —  1,  so  gibt  es  nur  zwei  MM 

(i  e 

Punkte. 
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Uro  zu  entscheiden,  nie  viele  M. M.  im  Allgemeinen  höchsten* 
existiren,  gehe  man  zur  Bedingung  (a — x)-\i(b — y)üy*  —  ®  zu' 
rück  und  verbinde  sie  zunächst  mit  der  Gleichung  für  die  Ellipse 

und  Hyperbel  .y*—B*±-~-ß-*  so  wird  man  entwickeln 

» 

wodurch  höchstens  vier  Werthe  angezeigt  werden.  Für  die  Pam 
bei  aber  ergibt  sich  bei  Benützung  ihrer  Gleichung  y*=2fwr, 

cV3  +  %py(p  —  «')  —  2pH =0 ; 

wo  a'  die  vom  Scheitel  an  gerechnete  Abscisse  des  Punktes  A 
ist. 

Will  man  aber  die  Gleichung  3)  io  Anwendung  bringen,  so 
muss  man  e—l  setzen  und  hat 

p  sin«?-f-(l  +cosu>)[asintr  —  6(1  +  costc)]=0, 

welches  nach  gehöriger  Entwicklung  gibt 

welches  zuerst  gibt  ^  w=90°undl  t©=270°.  tfeide  Werthe  lie- 
fern io=  180°,  wodurch  ein  unendlich  entfernter,  folglich  gar  kein 
Punkt  angezeigt  wiid.    Die  andere  Gleichung 


1  t    /2a+;A     26  n 


P    J  P 

kann  höchstens  drei  Werthe  liefern,  so  Wie  es  auch  mit 

.y»  +  2pjf(p-a')  -2/>*6=0 


JfJf.j 


der  Fall  ist.    Demnach  bietet  die  Parabel  höchstens  drei 
Punkte  dar. 

Für  die  Grenze,  wo  beide  Gleichungen  anfangen,  zwei  imaginär« 
Werthe  zu  liefern,  hat  man  vermöge  der  Cardanischen  Formel 

^V"*^"^)  =0,  wenn  man  bedenkt,  dass  a+a'  =  y,p- 

Aufgabe  2. 

Von  zwei  beliebig  gelegenen  Punkten  an  einen  gesuchten 
in  der  Peripherie  eines  Kreises  liegenden  Punkt  zwei 
Gerade  zu  ziehen,  deren  Summe  ein  M.M.  sei* 


■ 
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Au  flösune. 

Es  seien  (Taf.  II.  Fig.  5,)  von  A  und  Z?an  einen  noch  gesuchten 
Punkt  D  in  der  Peripherie  eines  um  C  beschriebenen  Kreises 
zwei  gerade  Linien  AD  und  BD  zu  ziehen,  dereo  Summe  ein 
M.M.  sei.  Bezeichne  ich  die  Coordinaten  von  A  mit  a,  b  und 
die  von  B  mit  a'9  6',  die  fragliche  Summe  mit  u,  so  wie  die 
Coordinaten  des  Punktes  D  mit  x,  y,  wahrend  alle  Coordinaten 
von  C  aus  gerechnet  werden,  wo  CX  die  Abscissenaxe  ist,  so 
haben  wir  folgender  Bedingung  zu  genügen: 

« 

Die  Gleichung  des  Kreises 

- 

r*=.r4+y2  liefert  aber 

# 

 ,  und  diese  substituirt,  gibt 

y 

- 

# 

y(q— — (6— y).r_     y  (i/'—  *•) — (6'  -  y)  g 
V  (a-:r)*+(6-y)*  +  ^(«^  +  (6'  -y)*  *■ 

Nehmen  wir  nun  für  einen  Augenblick  an ,  CX  habe  die  Lage, 
dass  sie  den  Punkt  des  M.M.  in  der  Peripherie  gerade  treffe, 
so  hat  man  in  diesem  Fälle  y  =  0  und  x  =  r,  folglich  • 


5) 


V  (a-r)*  +  b*  \r(a?-r)*+b* 


Es  ist  nun  zweckmässiger,  wenn  wir  uns  an  diese  Bedingung  hal- 
ten, anstatt  die  Gleichung  2)  zu  benutzen.  Da  die  Wurzelgrossen, 
als  absolute  Werthe  der  Linien  AD  und  BD,  nur  das  positive 
Zeichen  haben  können,  so  sieht  man  zunächst,  dass  eiuer  der 
Werthe  b  oder  //  negativ  sein  muss,  dass  demnach  der  den 
3t. M.  Punkt  treffende  Halbmesser  oder  dessen  Verlängerung 
«tets  zwischen  A  und  B  auf  solche  Weise  hindurch  gehen  muss, 
dass  der  eine  Punkt  auf  der  einen  und  der  andere  auf  der  andern 
Seite  desselben  zu  liegen  kommt,  wie  auch  diess  oben  schon 
bemerkt  worden. 

Obige  Relation  lässt  sich  noch  einfacher  ausdrücken,  wenn 
man  die  eine  Grosse  auf  die  andere  Seite  der  Gleichung  bringt, 
quadrirt,  reducirt  und  wieder  die~Wur2el  auszieht.  Es  ergibt  sich 
hiedurch 

A  A' 


Um  nun  die  Fälle  auszuscheiden,  in  denen  das  positive  oder 
negative  Zeichen  zu  wählen  ist,  geben  wir  dieser  Gleichung  fol- 
gende Form : 
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*  o — r 

Haben  die  beiden  Grössen  a'  — r  and  «  — r  das  gleiche  Zei- 
chen, d.  h.  liegen  A  und  B  innerhalb  oder  beide  ausserhalb  des 
Kreises,  so  igt,  unter  der  Voraussetzung,  das«  6  positiv  ist,  das 
negative  Zeichen  zu  nehmen,  weil  b'  negativ  sein  nrass,  und  da- 
durch wird  wirklich  5)  befriedigt. 

Haben  hingegen  a! — r  und  a — r  verschiedene  Zeichen,  welches 
der  Fall  ist,  wenn  der  eine  Punkt  innerhalb,  und  der  andere 
ausserhalb  des  Kreises  liegt  und  der  den  M.M.  Punkt  treffende 
Halbmesser  selbst  (nicht  dessen  rückwärts  gehende  Verlängerung) 
zwischen  A  und  B  hindurchgeht,  so  ist  das  positive  Zeichen  zu 
nehmen,  damit  b'  negativ  wird. 

Auch  diese  Bedingung  befriedigt  die  Gleichung  5).  Denn 


setzt  man  o'=o        >  so  gibt  5) 


Der  Nenner  im  letztern  Posten  stellt  noch  immer  die  absolute 
Grüsse  BD  dar  und  damit  sie  wirklich  positiv  werde,  hat  man 
die  negative  Wurzel  zu  nehmen.   Dbnn  hat  man  aber 


— 0. 


Wenn  demnach  beide  Punkte  in  oder  beide  ausserhalb  des 
Kreises  liegen,  so  steht  die  einzige  Bedingung  fest 

Liegt  hingegen  der  eine  Punkt  in  dem  Kreise,  der  andere  aus- 
serhalb desselben,  so  hat  man  ausser  der  obigen  auch  noch  fol- 
gende Bedingung  zu  untersuchen: 

7) 

Um  nun  den  M.M.  Punkt  in  der  Peripherie  des  Kreise^  wirk- 
lich zu  bestimmen,  gehen  wir  wirklich  vom  ursprünglichen  Coordtna- 
ten  -System  mit  der  Abscissen  •  Axe  CX  zu  einem  andern  über, 
dessen  Abscisse  CX'  durch  den  gesuchten  Punkt  D  geht.  Setzen 
wir  den  Winkel  X'CX—w,  so  wie  die  secuodaren  Abscissen  de« 
Punktes  A  gleich  «,  ß  und  des  Punktes  B  gleich  <**,  ß;  so  bat 
man  für  diesen  üebergaug  bekanntlich 
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a  =  6  8mw+ acosw, 
ßzzzbcosw — a  sin  w; 
«'  =  6'  sin  w  +  a'cos  «c , 
ß'=t/cosic— a'sinte. 


ß 


=  0  liefert  aber  die  Gleichung 

2sinwcos tr(aa'—  66')  +  («in«»-  costo«)(ao'  +  6o0i  _Q 
-f  rcos  tu (6  ^- 6*)  — rsin  tc(a  +  «')  * 

oder  auch 

8)         »in  2«?  (an*' — bb')  —  cos  2  w  (ab*  -+  6a') 
-fr  cos  tc  (6  +  b')  —  r  sin  w  (a  +  a') 

0  /* 


0. 


Die 


=0  aber  gibt 


« — r  »r 

r sin  w («'  -  a)  -  rcos  w  (^  6)  —  (6a'  —  «60  =  0. 

Bringt  man  diese  Gleichung  unter  die  Form 

,f,'— b\     ba'-ab'      .     .  . 

sintc— cost©  (  —  )=  *-}r-;  r-  und  setzt 

W—  «/     r(a'— a) 

6'-6 


9) 


=tgp,  so  hat  man  hieraus 
sin  (w— u)  =  y(g,  _  fly  cos 


Diese  Gleichung;  gibt  zwei  Werthe  für  tc.  Denn  wenn  der  eine 
w'  ist,  so  ist  der  andere  n — ts'-f-Bu-.  Die  beiden  hiedurch  angezeigten 
Punkte  sind  aber  nichts  anders,  als  die  Durchschnittspunkt* 
der  die  Punkte  A  und  B  verbindenden  Geraden  mit  dem  Kreise. 
Denn  substituire  ic!i  in 


r  sin  uo  (a'  —  a)  —  r  cos  w  (6'  —  6) — (6a' — a6')  =0 

y  statt  rsinto  und  x  statt  rcos«?,  so  geht  sie  über  in 

y  (a'  -  a)  -  ar  (6'  -  6)  -  (6a' —060=0, 

welches  nichts  anders  ist,  als  die  Gleichung  für  die  Linie,  die 
durch  die  Punkte  (a,6)  und  (u',  6')  hindurchgeht.  Uebrigens  fragt 
sichs  noch,  ob  beide  Punkte  MJt.  Punkte  sind. 

Es  lasst  sich  schon  a  priori  einsehen,  dass  nur  Ein  Maximum 
und  Ein  Minimuni  existiren  kann.  Dennoch  ist  es  interessant  zu 
wissen,  wie  viele  Werthe  für  %q  die  Gleichung  8)  liefert.  Zu  die- 
sem Zwecke  setzen  wir  in  der  der  Gleichung  8)  unmittelbar  vor- 
angehenden 
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sintc=  —  und  cos  tc  =  - .  welches  gibt 

r  .  .  i»  ° 

2#y(an'-6Ä')  +  (y*- **)  (a©' +  6a0  +  r»*(6  +  6')— r*y(a  +  «')  =0. 
Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  des  Kreitfes 

und  eliminirt  eine  der  Unbekannten,  um  die  andere  zu  bestimmen, 
so  w  ird  man  hiedurch  auf  eine  Gleichung  des  vierten  Grades  geführt, 
wodurch  im  Allgemeinen  vier  Punkte  bestimmt  werden. 

Um  die  Bedeutung  der  beiden  andern  nicht  zu  den  3/.J7. 
Punkten  gehörigen  Punkte  zu  erfahren,  bedenken  wir,  dass  es 
noch  zwei  Lagen  des  Radius,  wie  z.  B.  CE  gibt,  in  denen  AE  und 
ER  mit  demselben  zwei  gleiche  Winkel  AhC  und  BEF  machen. 
Nimmt  man  hier  CF  als  Abscissenaxe  an,  so  liegen  beide  Punkte 
A  und  B  auf  Einer  Seite  dieser  Axe  und  man  hat  als  Bedingung 
für  die  Gleichheit  der  Winkel 

oder- — -  +  ,=0. 


r — «      a/— r       r — a  1  r  —  a 

Da  sich  diese  Bedingung  von  6)  in  Nichts  unterscheidet,  so  ist 
klar,  wie  bei  der  angegebenen  Coordinaten- Verwandlung  auch  hier 
die  Gleichung  8)  zum  Vorschein  kommen  muss.  Demnach  liefert 
8)  ausser  den  beiden  M.M.  Punkten  auch  noch  zwei  andere  Punkte 
mit  der  Eigenschaft,  dass  die  von  A  und  B  an  sie  gezogenen 
Geraden  mit  dem  betreffenden  Radius  gleiche  Winkel  machen.  In 

der  That  befriedigt  auch  obige  Bedingung 

- 

a  —  r 

-~ 

wo  eine  negative  Grosse  ist,  die  Gleichung  5)  nicht  Denn 

diese  gibt  die  Grosse 


6 


(n  —  r) 


AHein  ans  dem  angegebenen  Grunde  muss  die  Wurzel  des  zwei- 
ten Postens  negativ  genommen  werden,  und  dann  hat  man  eine 
Grosse ,  die  nicht  =0  ist,  nenilich 

26 


Wollten  wir  nun  unsere  M.M.  Punkte  auf  algebraischem  WTege 
erhalten,  so  könnte  diess  nur  durch  Auflosung  einer  Gleichung  des 
vierten  Grades  geschehen,  indem  man  dazu  obige  zwei  Gleichun 
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gen  in  x  und  y  benfete.  Besser  ist  es ,  8)  näherungsweise  auf- 
zulösen. Ist  w'  ein  Werth,  der  dieselbe  beinahe  befriedigt,  so 
ist  ein  Näherungswerth 

sin2to'(afl'— 660— co8^tg/(q6/-t-6a/)-t-rc<yStt/(6+6Q-rsinti?/(a-fftO 
2cos2to/(«o'i-fc6/)+2sin2w?/(a6'+6«')—  rsiniü'(6+6')~ rcosw^a+n') 

Die  Gleichung  8)  und  deren  Näherungswerth  lassen  sich  verein- 
fachen, wenn  man  zu  einem  neuen  Coordinatensystem  übergeht, 
auf  solche  Weise,  dass  die  neue  Abscissenaxe  den  Winkel  ACB 
halbirt.  Denn  gesetzt,  es  sei,  für  uosern  jetzigen  Zweck»  CXn 

diese  Abscissenaxe,  so  ist  XnOX =\{A CX  f  B CX),  folglich 

wenn  man  X"CX=v  setzt. 

Setzt  man  nun  die  neuen  Coordinaten  gleich  A,B  und  A',B'; 
so  ist 


- 


A=b8itiv  acosr, 
Z?=6cost>—  asinr; 
A4~h4  sin  v  -f  «'  cos  t> , 
cos  t?  —  a'sinv. 

Nun  ist  AB  ~{-  BA'  =zO,  und  so  bekommen  wir  statt  8)  und 
deren  Näherungswerth 

10)     Zs\nw(AA'-BB')  +  r(J$+B')-rtgw(A+ A')-0  und 


;  e   /a  2sint<?'(^'-B*0+r(g+*0~rtgto'( 

/i-costo  .  -         r(^{+  ,|<)_  2cos«o'3(^'—  fiß 


HB) 


wo  aber  t©  von  der  Axe  CXn  an  zu  rechnen  ist. 

Ausser  der  Vereinfachung  bietet  die  Gleichung  10)  noch  einen 
indern  sehr  bedeutenden  Vortheil  dar.  Sind  nemlich  die  beiden 
Punkte  A  und  B  so  ziemlich  gleich  oder  auch  nur  sehr  weit  vom 
Kreise  entfernt,  oder  ist  der  Winkel  ACB  ziemlich  klein,  so  wird 
ier  das  M.M.  treffende  Radius  auch  beinahe  den  Winkel  ACB 
□  zwei  gleiche  Theile  theilen  und  ftfr  eine  erste  Annäherung  kann 
nan  dann  setzen 

sint0'=tgtö'=M>',  welches  gibt 

 r{B+B) 

7~  HA  +A')  —%AA4-i-BB?) 

st   auf  solche  Weise  der  Winkel  w  bestimmt,  so  wird  man  haben 
AD  =  V  oHA*  +  r2  —  2(a  cos  w  +  b  sin  w), 


w' 


BD=  V     +  6'2  +  ra  -  2 (a4 cos  w  +  b'  sin  w)- 
Xli«il  XIII.  1* 
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Schliesslich  bemerken  wir  noch ,  dass  sich  auf  die  Gleichung 

2xy  (da'  -  bb1)  +  (y2— x2)  (ab'  +  6a')  +r2.r(6  rf  60  —  r*y(a  f  a')=0 

eine  Methode  gründen  Hesse,  vorliegende  Aufgabe  durch  Construc 
tion,  vermitterst  eines  Kegelschnittes,  aufzulösen. 

An  diese  Aufgabe  schliesst  sich  von  selbst  die  folgende  an: 

i 

Aufgabe  3. 

In  einem  Dreieck  einen  Punkt  zu  bestimmen,  von  dem 
aus  drei  Gerade  in    die  Spitzen  desselben  gezogen, 

ein  Minimum  seien. 

A  u  f  I  ö  s  u  n  g. 

Essei  (Taf.II.  Fig/6.)  das  Dreieck  ABC  und  der  gesuchte  Punkt 
Z>,  so  wird  AD+DB+DC  fragl.  Minimum  sein.  Der  Punkt  0 
wird  bestimmt  sein,  wenn  ich  auch  nur  zwei  der  letzten  drei  Li- 
nien kenne.    Ich  setze 

AD—xt   BD—y,    CD=z;  „  » 

so  wie  die  Seiten  des  Dreiecks    .  * 

BC—  ff,   AC—bf  AB=  c. 

Soll  x+y  für  einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Werth 
von  2,  ein  Minimum  sein,  so  kann  man  sich  mit  z  um  C  einen 
Kreisbogen  gezogen  denken ,  und  dann  muss,  wie  diess  schon  oben 
bewiesen  worden,  ^  ADC—^L  BDC  sein.  Gleicherweise  ist 
Z.ADB  =  ^BDC,  wenn  x+*z  bei  .beliebigem  Werth  von  y  ein 
Minimum  sein  soll.    Hieraus  ist  klar,  dass 

ADC=ADB  =  BDC=  120°,  wenn  x+y  +  i  ein  Min. 
Man  hat  daher 

#2  +  z*  -2^/2  cos  120° = a2  oder 

11)  */2  +  22  +  y2  =  a2,  und  ebenso 

12)  *2  +  i2  +  *2=6V 

13)  *2  +  y1  +     =  e2 

Die  Summe  dieser  drei  Gleichungen  liefert 

U)  x* + y2  +  22  +  j  (ary  +J»  fy*)'-)  («»  +  6*  +  c*). 

Nun  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks  ADB=}^ :rysinl20°  oder 

\^~3~.  xit 

dADB=  y*^    Gleicherweise  ist 


•  I 
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JADC=¥%^  und 

Die  Summe  aber  gibt  den  Flächeninhalt  i  des  ganzen  Dreiecks,  d.  h. 

"4-  \*y  +  xi  +  #*)=*>  woraus 
3 

Addire  ich  diess.  zu  14)  und  ziehe  die  Wurzel  aus,  so*  kommt 

*+y  +  zz=z^^aH0Hc*)tf\T3.i,  welches  ich  =4  setze. 
Ziehe  ich  11)  von  12)  ab,  so  habe  ich 

— - — >  welches  gibt: 

fb*—  o2\a-  *  v 

x  ±y* — 2*ry=  ^ — ^ — ^  ,  und  diess  von  13)  abgezogen : 

in  o 

Wird  diese  Glejchung  aufs  Neue  mit  ar—y=- — -  verbunden, 
so  entwickelt  sich  9 

•o  wie  durch  Buchstabenverwechslung 

*=^+Vio*-(!vf)']' 

> 

12* 
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Die  Wurzelzeichen  ergaben  sich  durch  folgende  Betrachtung 
Gesetzt,  es  sei  a  die  grösste  Seite  des  Dreiecks,  b  die  mittlen 
c  die  kleinste,  so  kann  die  Wurzel  in  15),  da  wir  nur  positiv 
Werthe  für  x,  y  und  2  annehmen  dürfen,  nur  positiv  sein.  Di 
Wurzeln  in  15)  und  18)  "sind  an  sich  gleich;  allein  sie  müssei 
auch  noch  gleiche  Vorzeichen,  d.  h.  das  positive,  haben,  wei 

b'2—a2 

man  sonst  nicht  hätte  x — y=  >  wie  sein  muss.  Dasselb 

(l 

kann  auch  in  Beziehung  auf  die  übrigen  Wurzeln  gefolgert  werde; 
aus  der  Verbindung  von  16)  mit  19)  und  von  17)  mit  20). 

Von' Interesse  ist  auch  die  Beantwortung  der  Fra^e,  ob  e 
nicht  Fülle  gebe,  wo  kein  Minimum  möglich  sei?  Diese  Unmöglich 
keit  ergibt  sich  für  imaginäre  Werthe  von  x  oder  y  oder  z  ode 
auch  von  r/.  Die  djo.sseu  uutej*  den  Wurzelzeichen  können  nieb 
negativ  werden,  bevo't-sie  durch  Null  gehen.  Es  wird  also  z.  B 
x  erst  anfangen  imaginär  zu  werden,  wenn  schon  vorher  gewor 
den  ist 


c2-(t)  =° 


Es  ist  aber  klar,  dass  nicht  der  eine  Werth  15)  von  x  imaginä 
sein  kann,  wenn  es  nicht  gleichzeitig  der  andere  16)  auch  ist.  E 

— — j  =0.     Somit  ist    auch  di 
Wurzel  in  18)=0,  folglich  auch  in  17)  nemlich 


Und  so  sind  gleichzeitig  alle  Wurzeln  in  15)  —  20)  der  Null  gleicl 
Addirt  man  alle  Gleichungen  15)  —  20),  so  hat  man 

2(*+y+z)=2?=:0. 

Setzen  wir  nun  in  q  den  Inhalt  t  gleich  der  bekannten  Forme 
so  haben  wir 


fla  +  A2  +  &+*{W  (a+6+c)(a  +  6-c)(a-6-fc)(— a+6+c)  =  0. 

Setzen  wir  die  Wrurzelgrösse  auf  die  andere  Seite  des  Gleichhei 
Zeichens,  quadriren  und  reduciren,  so  werden  wir  auf  die  Gleicht 

geführt 

Lösen  wir  diese  Gleichung  nach  einander  in  Beziehung  auf 
6*  und  c'1  auf,  so  kommt: 


1 
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che  Gleichungen  nicht  existireu  können,  wenn  nicht  ist 

6a-ca=0,  aa— c2=0,  6a— a*=0;  >voraus  folgt 

a=b=c=0  und  ebenso  x=y=zz=0. 

Somit  hat  sich  alles  auf  den  Punkt  zurückgezogen,  woraus, 
»Igt,  dass  im  Allgemeinen  so  lange  ein  Minimum  existiren'  wird, 
o  lange  a,  b  und  c  noch  Werthe  haben,  d. Ii.  also  für -jedes 
keiect.  Dennoch  gibt  es  einen  Fall,  wo  insofern  kein  Min. 
tatt  findet,  als  man  keine  negativen  Werthe  ftir  x,  y  und  z  zu- 
Isst.  Bevor  iedooh  einer  dieser  Werthe  negativ  wird,  rauss  er 
lurch  Null  gehen,  und  nehmen  wir  diess  in  Beziehung  auf  x  an, 
u  haben  wir 


cV=(*2-«2)2- 
Ersetzen  wir  q  und  t  durch  deren  Werthe,  so  kommt 

)iese  Gleichung  wird  befriedigt  durch  den  Werth 

«2=64+ca  +  ftc,  und  vergleichen  wir  diess  mit 
tt2=6a+c*  —  2bc.cosBAC,  so  ist 


cos  BA  C=  -  \u  nd  BA  C=]  20* 


o  der  That,  nimmt  man  an,  dass  die  Dreiecksspitze  A  auf  AD 
nehr~lund  mehr  zurückweicht,  so  bilden  x9  y  und  %  doch  stets 
tusammen  das  Minimum,  bis  in  D  das  Dreieck  ABC  mit  DBC 
.usammenfällt.  Weicht  A  auf  der  Verlängerung  von  AD  noch 
veiter     zurück,    so.  wird    x   negativ    und  BAC^  120°. 

)araus  folgt,  das»  för  Dreiecke,  die  einen  grösseren  Winkel  als 
1*20°  haben,  kern  Min.  statt  findet,  in  so  fern  negative  Werthe 
ron  x,  y  und  z  ausgeschlossen  sind. 
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Ueber  die  tehnlichkeit  der  Curven 

«  ■ 

und  Körper. 

Herrn  Brenner, 

Lehrer  zu  Tuttlingen  im  Königreich  Würtemberg.  , 


A.  Polygone  «oder  gebrochene  Linien  sind  ähnlich,  wenn  sie 
gleich  viel  Seiten  und  Winkel  haben,  wenn  die  in  gleicher  Reihen* 
folge  liegenden  Winkel  einander  gleich  shuh  und  die  gleiche 
Winkel  einschliessenden  Seiten  nach  derselben  Reihenfolge 
einander  proportional  sind.  Homolog  heissen  diejenigen  Seiten 
oder  Stücke,  z.  B.  Diagonalen,  die  die*  Schenkel  der  gleichen 
Winkel  sind.  Homolog  heissen  ferner  zwei  Punkte,  voo.  de- 
nen aas  man  jedes  Polygon  in  ähnliche  Dreiecke  zu  theileu  ii 
Stande  ist,  wofern  in  jedes  Eck  ein  Strahl  gezogen  wird.  Dem 
nach  sind  auch  diejenigen  Ecken  der  Polygone  oder  gebrochenen 
Linien  homolog  ,  die  die  Scheitel  gleicher,  Winkel  enthalten^  Ge- 
rade Linien  heissen  homolog,  welche  die  Verbindung  zweier  ho* 
iqologen  Punkte  vermitteln,  und  manschreibt  ihnen  eine  homologe 
Lage  zu,  selbst  wenn  man  sich  dieselben  unbegrenzt  denkt.  In 
letzterm  Fall  heissen  sie  auch  homologe  Axen,  welche  nichts 
anders  sind,  als  eine  ununterbrochene  Reihenfolge  homologer 
Punkte.  Diejenigen  Seiten  homologer  Axen  nennt  man  ebenfalls 
homolog,  auf  denen  die  ähnlichen  Theile  der  Polygone  liegen. 
Zieht  man  von  beliebigen  homologen  Punkten  im  Umfang  des 
Polygons  oder  in  der  gebrochenen  Linie  auf  homologe  Axen  senk- 
rechte Linien,  so  sind  nicht  nur  diese  Senkrechten  selbst  homo- 
log,  sondern  sie  schneiden  von  jenen  Axen  -auch  homologe 
Stücke  ab. 

B.  Man  bezeichne  die  Seiten  zweier  ähnlichen  «Ecke  durch 
s',*,/,*w,/w.....*w  und  wo  die  mit  gleichen 
Stellenzeigern  versehenen  homolog  sind,  so  hat  man 
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Äultiolicirt  man  ie  ,<lie  2  ersten,  3  ersten  u.  s.  w.  Gleichungen 
mit  einander,  so  hat  man. 

Alle  diese  Verhältnisse  y,  -jf»-.«.  —  haben  demnach  eine  con- 
Grttsse,  die  wir  gleich  c  setzen ,  und  dann  haben  wir 

Dasselbe  constante  Verhältsiss  lässt  sich  für  alle  homologen  Li- 
Jiie%  nachweisen,  zv  B.  auch  (jur  die  oben  berührten  Senkrechten 
eod  die  durch  dieselben  voo  homologen  Axen  abgeschnittenen 

C.  Da  sich  nun  jede  Curve  als  ein  Polygon  oder  als  eine 
gebrochene  Linie  von  unendlich  vielen"  unendlich  kleinen  Seiten 
betrachten  lässt,  so  gilt  alles  oben  Gesagte  auch  von  ähnlichen 
Curven.  Die  Curven  aber  sind  In  der  Regel  durch  Gleichungen 
gegeben,  und  so  lässt  sich  demnach  die  Frage  stellen:  Welche 
Bedingungen  mü*ssen>,erfüllt  sein,  damit  zwei  Curven 
^halten  sind? 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  ähnliche  Curven  an,  legen  ihreCoordi- 
«aten-Axen  homolog,  und  stellen  wir  die  Coordinaten  der  erstem 
'eh  x,  y,  die  der  letztern  durch  x\y',  vor,  so  haben  wir,  wenn 
uns  in  diesen  Curven  zwei  homologe  durch  (x,  y)  und  {x*9  y') 
ebene  Punkte  denken: 


£  ■  ■ 


und  eben  so  ~z;=c. 

y  m  X 

Ist  demnach  die  Gleichung  der  einen  Curve  yz=f(&),  der 
andern  y=o;(a^);  so  ist 

<P(*9         ,  <P(cx) 

|  7w=<?odcr7to 

Diess  ist  die  Bedingung  der  Aehnltchkeit ,  und  man  sieht,  dass 
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die  beiden  Funktionen  f  und  tp  dieselbe  Form  haben 
müssen. 

Die  Bedingungen  aber,  die  die  einzelnen  Conflicienten  der 
Veränderlichen  x  und  x'  zu  erfüllen  haben,  finden  sich,  wenn 
man  in  yix*)  die  Veränderliche  x*=zc£  setzt,  die  Funktion  f{x) 
mit  c  multiplicirt  und  in  der  Gleichung 

cp(ex)=cf(x) 

die  Coefficienten  der  gleichen  Potenzen  von  x  einander  gleich  setzt, 
x  mag  mit  irgend  welchen  Vorzeichen«  versehen  sein,  oder  nicht, 
z.  B.  fhit  trigonometrischen  oder  logarithmischen.  Nur  müssen  die 
den  Vorzeichen  voranstehenden  Coefficienten,  ivofern  sie  sich  nicht 
unmittelbar  vor  x  setzen ,  d.  h  wofern  sie  sich  nicht  unter  das 
Vorzeichen  bringen  Jassen,  gleichfalls  einander  gleich  gesetzt 
werden. 

*  * 

In  Beziehung  auf  implicite  Funktionen  y  von  x,  die  durch 
eine  Gleichung  zwischen  y  und  x  gegeben  sind,  ist  Folgendes  zu 
bemerken,  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  von  homologen 
Axen  ausgegangen  wird. 

()  bschon  die  Auflösung  einer  solchen  Gleichung  mehrere  Funk- 
tionen v  von  x  liefert,  so  stellt  immerhin  Eine  Gleichung  nur  Eine 
Curve  aar  und  die  verschiedenen  Werthe  von  y  repräsentiren  nur 
verschiedene  Zweige  der  Curve.  Sollen  nun  zwei  Gleichungen  durch- 
aus gleich  viele  und  lauter  ähnliche  Zweige  liefern,  so  kann  dies» 
nicht  anders  sein,  als  wenn  beide  für  y  gleichviele  und  durchaus 
Funktionen  von  derselben  Form  (von  x)  darbieten,  und  dies*  fin- 
det nur  statt,  wenn  auch  beide  Gleichungen  durchaus  dieselbe 
Form  haben.  Die  Aebnlichkeitsbedingungen  werden  sich  hierauf 
dadurch  finden,  dass  man  in  die  Gleichung  zwischen  x'  uod  ^ 
durchweg  y*  durch  cy  und  x'  durch  ex  ersetzt,  und  die  Coef'ii- 
cienten  der  gleichen  Poteozen  von  x  und  y  einander  gleich  setzt, 
mit  welchen  soustigen  Vorzeichen  x  una  y  auch  behaftet  sein 
mögen. 

Um  für  die  vorgelegte  Form  der  Gleichungen  die  möglichst 
kleine  Anzahl  von  Bedingungen  zu  erhalten,  wird  man  vorher 
jede  Gleichung  mit  einer  möglichst  kleinen  Anzahl  von  Coetfici» 
enten  oder  Constanten  darstellen. 

So  lasst  sich  z.  B.  die  Gleichung 

ay2+bx-\-cx*~0  einfacher  durch 
ya  +  Ax  +  Bx*=z  0  ausdrücken. 

Coefficienten  vor  logarithmischen  und  Wurzeigrössen  lassen 
sich  unter  das  Zeichen  bringen. 

So  lasst  sich 

ahgx*  darstellen  durch  log a^*  (oder  auch  durch  Alogx)  und 

■  * 

'«  .  aSfbTcxf  durch  \f  A+Bx* 


-  ■ 
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Da  die  Verhol  tu  isszahl  c  unbestimmt  ist,  so  kann  man  dieses  c 
vermittelst  einer  der  erhaltenen  Gleichungen  eliminiren,  wodurch 
sich  die  Anzahl  der  Bedingungs^leichungen  auf  eine  weniger  re- 
ducirt.  Dennoch  ist  es  leicht,  c  zu  bestimmen  und  dann  wird  c 
de»  lineären  und  c2  den  quadratisch  vergrosserten  Zustand  der 
durch  die  Gleichung  zwischen  x*  und  y*  dargestelfteu  Curve  be-v 
zeichnen.  ..  * 

1.  Beispiel. 
Man  habe  die  Gleichungen 

1)   y*  +  ax+bx*=$  und 

2)    y*+  Ax'  +Bx"*=zto,  so  ist,  y*  =  cy  und  x'=zcx  setzend, 
+  Acx  +  Bc*x*=0,  und  mit  ca  dividirend: 

y*  +  ~x+Bx*=0.   Die  Vergleichung  mit  1)  gibt  a=~, 

woraus  c=-  und 
6=2?  als  die  einzige  stattfindende  Bedingung. 

2.  Beispiel. 

Man  habe 

■ 

1)    y  =  aVblT^9 
2)  y'=:A\  B\Ex*>  so  ist,  wenn  y'—cy  und  .r' = cx 

- 

gesetzt  wird,  so  wie  die  vor  dem  Wurzelzeichen  stehenden  Coef- 
ficienten  unter  dasselbe  gebracht  werden : 


y 


—  V  alH  aßex*»  . 


y=\  — 5-  +A2Ex*+  woraus 


6=-^-,  welches  gibt  c==- ^  f  *  und 


3.  Beispiel. 

1)   y=asin6a:-f  ecosfx  und 
.2)   yss^sioÄr'-l-jBcosFx''  geben 
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A  E  JT 

y=-  sin  Bcx  +  —cos  Fe»  und 

fl=^ ,   welche«  gibt   c  — —  » 
E 

/^=Fc. 


Die  Eliminationen  aber  liefern: 

b  =  BA 

\  a 

aE 


4.  Beispiel. 


1)  y=o  y  b  +  eco&fx> 

- » 

2)  y==.4  V'B+^cöi^fS'  liefern 


y=  V"^^  +  °^  Fcar  J  f0,S,ich 


a*6  =  woraus  c 


fsiFc  oder  f. 

k 

D.  Hat  man  abeT  Polarcoordinaten ,  so  nehme  man  die  Axen 
mit  homologer  Lage  und  als  Anfangspunkt  homologe  Punkte.  Bei 
gleichen  Winkeln  v,  die  nach  den  homologen  Seiten  der  Axen 
gezählt  werden,  sind  die  beiden  Radii  vectores  r  und  r'  selbst 

homolog,  und  so  hat  man  ~=c,  bei  demselben  v.  Tfie  Bedin- 
gungen der  Aehnlichkeit  werden  sich  daher  einfach  dadurch  erge- 
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ben,  dass  'man  r*  durch  rc  ersetzt,  die  beiden  v  aufeinander 
gleich  macht,  und  im  Uebrigen  ganz  wie  oben  verfährt,  während 
auch  hier  dieselben  'Bemerkungen  in  Beziehung  auf  die  Vorzei- 
chen vop  v  und  r  gelten.  Dass  hierin  aucn  das  Verfahren  für 
iiuplicite  Funktionen  eingeschlossen-  ist,  wird  kaum  zu  erinnern 
nuthi"  sein,  eben  so  wenig  als  dass  beide  Gleichungen  zwischen 
r  und  v,  r'  und  v*  durchaus  dieselbe  Form  haben  müssen. 

Hat»  man  z.  B.  >  - 

und»  * 


b  sinep  -f-  fcosgc 
A 

r'=ifein£e  +  J'co8<V 

h  »  •  ■ 

so  gehen  diese  zwei  Gleichungen  uach  obigem  Verfahren  ,flber  in 

a 

b  1 
j,        r=  _  und 

sinet>  -f  j-  cosgv       s  , 

A  • 

r=  i^jj  >  woraus  folgt 

sin  Ev  rf  ö  cos  6'  t> 

IS  1  * 

a     A        ,  ,  -4  6 

b=Bi>  Elches  gibt  :c=^.~, 

£=e, 
F  f 

F*.  Aus  dem  Obigen  folgt,  dass  sich  desto  mehr  Bedingun- 
gen der  Aehnlichkeit  aarstellen,  je  mehr  die  Gleichung  constante 
CoefHcienten  hat. 

Jede  Curve  aber  lässt  sich  durch  verschiedene  Gleichungs- 
forraen  darstellen,  d.  h.  durch  Gleichungen  mit  mehr  oder  weni- 
ger Göns  tauten;  und  zwar  bietet  die  allgemeinste  Gleichung  einer 
Curv.e  die  möglich  grösste  Anzahl  von  Constanten  dar,  während 
die  einfachste  Gleichung  die  möglich  kleinste  Anzahl  derselben 
enthält.  Geht  man  nenilich  fär  eine  vorgelegte  allgemeinste  Glei- 
chung auf  ein  neues  Coordinaten-System  über,  dessen  Axen  durch 
{  und  v  repräsentirt  sein  mögen,  so  bat  man,  wenn  die  Coordina- 
ten  des  neuen  Anfangspunktes  a  und  6  sind,  so  wie  der  Winkel, 
den  die  Axe  der  g.rait  der  Axe  der  x  macht,  gleiche© gesetzt 
wird,  •=  <v 

x—a  +  Jcosc  —  vsioe, 
+  %  sine  -|-  vcosr? . 
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Substituirt  mau  nun  diese  Werthe  für  x  und  y  in  die  allge- 
meinste Gleichung,  so  kann  man  über  die  drei  beliebigen  Grös- 
sen a,  b  und  u  auf  solche  Weise  verfügen,  dass  im  Allgemeinen 
drei  Coeilficienten  auf  Null  gebracht  werden.    Daraus  folgt 

J )  dass  zwei  Curven  ähnlich  sein  können,  wenn  auch  die  Form 
ihrer  Gleichungen  nicht  dieselbe  ist,  in  welchem  Falle  ihre  Axen 
keine  homologe  Lage  haben;  ■  , 

2)  dass  nur  dann  die  möglich  kleinste  Anzahl  von  Aehnlich- 
keitsbedingungen  zum  Vorschein  kommt,  wenn  die  Form  der  Glei- 
chungen die  einfachste  ist.  « 

Will  man  daher  die  Aehnlichkeit  zweier  Curven  untersuchen, 
so  versuche  man,,  ihren  Gleichungen  durch  Coordinaten- Verwand- 
lung dieselbe  Form  zu  geben,  wobei  zu  bemerken,  dass  man  na- 
türlich keineAehnlichkeit  vermuthen  darf,  wenn  die  eine  Gleichung 
transcendent  ist,  die  andere  aber  nicht,  oder  wenn  beide  ungleich 
transcendent  sind. 

< 

Will  man  aber  die  möglich  kleinste  Anzahl  von  Bedingungs- 
gleichungen erhalten,  so  gebe  man  jeder  Gleichung  ihre  einfach- 
ste Form  und  stelle  die  Bedingungen  ganz  nach  oben  angegebe- 
ner Weise  auf,  oder  noch  besser,  man  nehme  die  Coordinaten- 
Verwandlung  nur  in  Beziehung  auf  Eine  Curve  vor,  stelle,  wie 
oben,  die  Aehnlichkeitsbedingungen  auf,  wodurch,  wenn  wirklich 
Aehnlichkeit  vorhanden  ist,  eine  homologe  Lage  der  Axen  bezweckt 
wird.,  und  eliminire  zuletzt,  aus  den  erhaltenen  Gleichungen, 
nebst  c,  noch  a,  6  und  v. 

So  enthält  z.  B.  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte 
+  4*  +  Bxy  +  Cy  +  Dx  +  E=0 

V 

fünf  Constanten,  woraus  sich  zunächst  fünf  Bedingungsgleichungen 
ergeben.  Die  Elimination  von  c,  a,  b  und  v  reducirt  sie  aber 
auf  Eine,  woraus  folgt,  dass  im  Allgemeinen  für  die  Kegelschnitte 
höchstens  Eine  Aehnlichkeitsbediugung  existirt. 

F.  Interessant  ist  auch  die  Untersuchung  der  Frage:  Welche 
bekannteren  Curven  sind  unbedingt  und  welche  nur  bedingt 
ähnlich? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  ist  es  unumgänglich  nöthig, 
die  einfachste  Form  der  Gleichungen  zu  wählen. 

1)  Die  Gleichung  der  geraden  Linie  ist 

y=U,   y'  =0  oder  c?/=0; 

woraus  weder  eine  Bedingungsgleichung  noch  eine  Bestimmung 
für  c  hervorgeht.  In  der  That  lässt  sich  die  Gerade  ganz  belie- 
big als  Curve  oder  gebrochene  Gerade  betrachten,  wo  zwei  anein- 
ander stossende  Seiten  einen  Winkel  von  180°  mit  einander  machen. 
Setzt  man  c=l,  so  sind  beide  Gerade  congruent. 

2)  Die  Gleichung  des  Kreises  ist 
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Aus' der  letztern  ist  , 

y^-\-x^=  ^  ,  daher  r=^  und  <r=^- 

Demnach  sind  alle  Kreise  unbedingt  ähnlich,  wie  auch  aus  der 
Elementargeometrie  bekannt. 

3)  Die  Gleichung  der  Parabel  ist 

y*=<Lpx,  y'*=2/>*';  daher 

ZP  P      %  *  P 

y*=Tx,   />=-  und  c  =  ~- 

i  i 
■  » 

Alle  Parabeln  sind  unbedingt  ähnlich. 

> 

4)  Diess  findet  überhaupt  fär  alle  zweigliedrigen  Curven  statt. 
Denn  habe  ich 

so  ist 

.  yn  +  Pcm~n zm~0  und  p  =  Pcm~n , 

» 

woraus 


■ 

5)  Die  Gleichung  der  genieinen  Cycloide  ist 

-       4  • 

x  =  rare  {sin  .vers.  =      —  V  2ry  -  y\ 

.r'  =  tfarc  (sin.  vers.  =  ^)—V*2%'—y*; 

wo  r  und  Ä  .die  Radii  der  Erzeugungskreise  bedeuten.  Aus  der 
zweiten  Gleichung  folgt : 


—  arc  (sin.  vers.  ="^)-  \  --y  —  y 

Diese  Gleichung  fallt  mit  der  ersten  zusammen,   wenn  man  setzt 

R  R 
r=-  ,  woraus  c  =  —  • 

I  c  r 

Demnach  sind  alle. gemeinen  Cycloiden  ähnlich. 

Q)  Anders  verhält  es  sich  mit  der  Ellipse  und  Hyperbel.  Ihre 
Gleichung  in  Polar-Coordinaten  ist:  i 


uiyiiizt? 
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« 

»  r  — 


1  -f  e  cosv 9         1  -f  E  cosr  * 


P 


c  P      A     .     P  . 

r  =  l+£cos^  ^=7'  oderc=?ond 

i*  ■ 

Zwei  Ellipsen  oder  Hyperbeln  sind  also  nur  dann  ähnlich,  wenn 
ihre  Excentricitäten  gleich  sind- 


Will  man  auf  die  Axen  ubergehen ,  so  hat 

/>=>+a(l-e*J,  P=±J(l-£?); 

F 

woraus  man  ableitet  A=ca  und  Z?=c6,  und  wenn  man  c  eliminirt: 

G.  Will  man  aber  eine  Curve  construiren,  die  einer  gegebe- 
nen ähnlich  ist,  so  kann  man  sich  entweder  vorsetzen: 

1)  die  neue  Curve  um  ein  gegebenes  Vielfaches  vergrossert 
oder  verkleinert  darzustellen.  In  diesem  Fall  muss  man  der  Ver- 
hältnisszahl  c  den  bestimmten  Vefgrössenmgswerth  zuweisen,  die 
neue  Gleichung  in  J  derselben  Form,  nur  mit  unbestimmten  Coefti- 
cienten,  hinschreiben,  und  diese"  letzteren  vermittelst  obiger  Bedin- 
gungsgleichungen  bestimmen.  Oder 

2)  kann  man  sich  vorsetzen*  irgend  einen,  oder  vielleicht  meh- 
reren Coefficienten  einer  bestimmten  Zahl,  z.  B.  der  Einheit  gleich 
zu  bringen,  wo  dann  c  erst  einen  dieser  Bedingung  entsprecbne- 
den  Werth  erhalten  wird. 


Habe  ich  z.  B. 


- 


so  setze  ich 


A 

\fB  +  E\%Fx* 


Aus  1)  habe  ich 


1  a*+a* 


tg/3r* 


und  aus  2): 
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welches  liefert  k 

Hier  kann  man,  nun  entweder  F  oder  B  oder  £J;  oder  zugleich 
B  und  ^4,  £  und  A,  nicht  aber  &  und  E  der  Einheit  gleich 
Setzt  man  B=  Ä=l,  so  ist 

c=^;  und  F=  fa 


H.  Alles,  was  über  die  Aehnlichkeit  der  Curven  in  der  Ebene 
gesagt  worden  ist,  lässt  sich  mit  Leichtigkeit  auch  auf  die  Aehn- 
lichkeit der  Flachen,  der  Korper  und  der  Curven  im  Räume  aus- 
dehnen, nur  ist  zu  bemerken,  dass#  wenn  die  Bemerkungen  in 
E.  auf  den  Raum  übertragen  werden.,  man  nicht  bloss  %ber  drei, 
sondern  übefsechs  beliebige  Constanten  der  Coordinaten- Verwand- 
lung frei  verfügen  kann,  woraus  sich  die  Folgerung,  von  selbst 
ergibt.  Auch  hier  haben  die  homologen  Coordinateri  homologer 
Punkte  das, consta ii i<>  Verhältniss  c.  Habe  kJi  B^zwei  Curven 
des  Raumes,  die  durch  folgende  Gleichungen  dargestellt  werden: 

jy    ax  +  6a;2,    *  —  ex  +  fx% 

und 

"      y'  =  Ax'  +  Bx'*,    z'  =  Ex'  +  Fx'*;  * 
so  setze  ich 


und  habe  dann 


y'  =  cy\  z'  =  ct  und  x*  —  cx 


y-=Ax  +  Bcx*,    x  =  J£r  +  Fc.Ta 


und  folglich 


a  =  A;  e=E;  b=Bc  und  f=  Fe . 


1.  Sind  zwei  Differentialgleichungen  gegeben,-  und  ich  will 
untersuchen,  ob  sie  ähnliche  Curven  liefern ,  so  kann  ich  bei  un- 
gleicher Form  nicht  auf  die  Nicjitexistenz  der  Aehnlichkeit  schlies- 
sen,  weil  eine  und  dieselbe  Urgleichung  sehr  verschiedene  Diffe- 
rentiale von  jeder  Ordnung  haben  kann  und  demnach  die  Mög- 
lichkeit vorhanden  ist,  dass  zwei  verschiedene  Differentialgleichun- 
gen dieselben  Integrale  aufweisen  können. 

Allein  wenn  zwei  Differentialgleichungen  von  derselben  Form 
(also  nur  mit  verschiedenen  Constanten)  vorhanden  sind,   so  ist 


uigiirzeo 


by  Google 


192 

gewiss,  dass  sie  auch  Integrale  von  gleicher  Form  liefern,  welche 
för  die  Cjurven-  Aehnlichkeit  bloss  noch '  die  oben  angegebenen 
Bedingungen  in  ihren  Coeflicienten  zu  erfüllen  haben.  Diese  Aehn 
lichkeit  oder  Unähnlichkeit  lässt  sich  jedoch  schqn  aus  den  con- 
stanten  Coeflicienten  der  Differentialgleichungen  selbst  absehen, 
indem  man  setzt: 

By'  =  cdy ;  &r'  =  cBx ; 

3y=Ca^;  atxf=cB2x;  (woraus  noch  folgt): 


s.  w.,  oder 


dy V=%* ;  3V*'  =  jr  «fy*  u.  s.  w.  . 

und  hierauf  die  Coeflicienten  derselben  Differentiale  oder  dersel- 
ben Potenzen  der  Veränderlichen  mit  einander  vergleicht. 

Hat  man  ferner  nur  Eine-  Differentialgleichung,  so  kann  man 
vermittelst  obiger  Methode  eine  andere  Differentialgleichung  dar- 
stellen, wejehe  eine  der  obigen  Curve  ähnliche  Curve  liefert. 
Hiebet  schreibt  man  sich  eine  Differentialgleichung  von  derselben 
Form,  nur  mit  unbestimmten  constanten  Coeflicienten,  hin,  setzt 
v'  =  cy,  x'=cxf  dy'x'  —  dyx  u.  s.  w.  und  macht  die  betreffenden 
Coeflicienten  beider  Gleichungen  einander  gleich.  Man  kann  hie- 
mit  den  Zweck  verbinden ,  eine  der  Constanten  einem  bestimmten 
Werth  z.  ß.  der  Einheit  gleich  zu- machen.  Hat  man  hierauf  "das 
Integral  gefunden  .y'=/teQ,  so  ist 
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Note  sur  l'integrale  deflnie 

/(l— 2rCos*  +  r*)Cos«a&r. 
Par 


LT 

V 

Docteur  £s  sciences  a  Deventer. 


1.  Od  a  fait  plusieurs  fois  la  remamue,  que  plus  utie  integrale 
(leb nie  conttent  de  conetantes,  plus  eile  peut  donner  lieu  gänöra- 
lement  ä  d'autres  integrales  den  nies,  non-seulement  en  les  specia- 
lisant,  mais  surtout  par  l'application  des  theoremes  plus  ou-moins 
generaux  de  cette  brauche  de  lanalyse.  Muri  but  est  de  traiter 
de  cette  maniere  Hntegrale  mentionnee  ci-dessus,  qui  en  foumira 
plusieurs  autres,  ä  ce  que  je  crois  uouvelres. 

Cette  integrale  Minie: 

/\l — 2r  Cos  x  +  r*)  Cos  nxdx  =— *  -  ( 1 ) 

71 

j  et/la-'irCosar+r^^  C>;, 

I  ' 

oü  dans  la  premiere  »>0...(«)  fet  partout  +  l^.r^— 1  ...(ß)] 

neu  connue,  se  troove  entre  autres  dans  les  Beiträge  zur 
Theorie  bestimmter  Integrale  du  Prof.  Dr.  O.  Schlft- 
Bilch,page34.Nr.[10]  et  [11]. 

Coinmencons  par  la  constaute  r,  et  diftVrentions  par  rapporf 
1  eile,  il  vient 

l~2rCosar+r*ly0ßw^~  J    I-ItCosx+t*0*--0  > 

Theit  XIII.  13 
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7rCos«^x=ü...(a)....,  /  6x=7t...(b) 

Coswa-for 
l— 2rCos#-|-ra 


 t     /Wl-2r  Cos*4-r*)--r(-2Cosgjj^  Cm nrr7Sr  , 

—  \—TiJ  1— 2rCosa:+r2  . 

i» 

=  r=7^-r)(--7trn"1)===S,  ® 

=.!B'-'-'»-,»l=?lS--  "» 


r 


dx 


1—  2rCo*r+ra 


 1    /Ml-2rCosa  +r2)— r(— 2Cosa:-f  2r)  gT__!L 

— XZ^äy  1  —  2r  Cosa-  +  ra  1— 


o 

'  *      Cos  jr&r 


1— 2rCos:r+ra 

0 

La  formule  Cos(w-l)a;=Cos7i:rCos:r  +  Sinna:Sin * ...(c) 
dnnne  par  l'appücation  ä  (3)  et  (4) 

l-SrCosor+r^  ~  I^3  ""2  '  l-ra  Tl 

0 

Les  formules  (3),  (5)  et  (7)  sont  respectivement  les  fkmm 
que  Prof.  Schlömilch  a  trouvees  1.  c.  formules  [7],  I22J  et  |ML 
(Jette  coincidence  resulte  des  propriete«  des  series,  dont  ll  a  fait 
usage  pour  parvenir  ä  ces  integrales,  detre  les  unes  les  de>ivees 
des  atitres  par  rapport  a  r,  ou  du  moins,  de  pouvoir  etre  trans- 
formees  aisement  pour  ce  but 

II  y  a  de  plus  ä  observer,  que  les  mteerales  (5)  et  (o)  au- 
raient  ete  trouvees  par  la  Substitution  de  ?i=ö  et  n=l  dans  I  in- 
tegrale (3).  qui  jouit  ainsi  de  la  conditio«  w^_0.—(y)' 

2.  Quant  ä  Integration  par  rapport  a  r  il  convient  de  faire 
age  des  formules  suivantes : 
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r        8r       _  2  )  y[4-(aCo*r)«]| 

Jl-2r€osa:+r»-Vt*-(2Cosa;)I]A    g /r  2+(— 2Cos*)r  j 


1    A    .  rSimr 


r-»3r  l  , I— 2rCosar+r»    Cosx.  rSinx 


dont  la  sorome  et  la  difference  donnent 


P        dr  1-f  ra     .      t>  Cosa:   .  rSinar 

J  l-Vrilosx  -fl3    r    ~"/r  +  *  Sin*' Arelg  1— rCos*"-W 

y^_^^l=r!=fr_/(i-2rco8*+^....(i) 

En  appliquant  la  formule  (d)  ä  (5)  et  (6),  et  (e}  ä  (6)  [puisque 
l'application  de  (e)  ä  (5)  coincide  avec  celle  de  (a)  ä  (6),  comme 
il  est  aise  de  voir]  on-  obtient  ä  l'aide  de  la  transportation  des 
fonctions  sous  les  signes  d'int^gration  dans  les  integrales  doubles,  ( 
qut  en  resultent, 

/*  rSim     S.x         Pdr       n.l  +  r 

f*_    .     rSing   CoaxBx   _Prdr  n 

o 

et 

U  v 

qui  dornte  4  l'aide  de  (a)  ' 

■ 

o 

r 

La  difference  de  (8)  et  (10)  donne 

i 

ArctS  l_r(W Sin  2  '  (11> 

Les  formules  (d)  et  (e) donnent  de  cette  maniere  pour  l'!ntegrale  (1) 

o  •    ■  < 

13* 

* 

# 

<  .  *  Digitized  by 
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■ 

oit ,  puisqne  /     Sin  /*.rSin .rd;r=0  .... (g) : 

/'TArct«I^^Sinna:Co8^  =  f(^1  +  £rt)  C3' 
Au  moyen  de  la  formuleSin(?i  +  l)^r=SinM^Cosj:+Coswj:Siiu?(h) 

on  a  par  le*  integrales  (12)  et  (13)  ä  laide  de  la  Substitution  de 
«|-1  au  lieu  de  n  dans  (12): 

=  4^T+i  ^^r;  (14) 

Enfiu  on  obtient  par  Tapplication  de  la  Ibrmule  (0  au*  integrale« 
(4)  et  (7)  au  moyen  de  la  meme  ni4thode  que  ci-dessus 

Cn  [/r-/(l— 2rCosar-f r2)]  CositarCostfö^  j  j* [i  +  r*)  r»-adr 

o 

/*Ä[/r  -  /(l  -<>r  Cos*+r»)]  Sin  mrSiiud* = | J}l--r*)r»-*dr 

=  2\n^~  «TT/ ' 

d*oü  a  cause  de  (g)  et  de y^ositx  Cos*&*  =  0....(i 

/*Ä/(1— 2rCosar+r2)  Cos  war  Cos  ard*=—  J  (j^f  +  JZT})  ^ 

o 

^V-^c°s*+r2)Sinn*^^  (16) 

L'application  de  la  formule  ( f )  aux  integrales  (3)  'et  (5)  wpioAj 
rait  les  integrales  (1)  et  (2).  -  L'integrale  (11)  rentre  dans  (W 

P°UrLeTdeux  dernieres  integrales  auraient  pu  £tre  calculee*  a» 
moyen  de  l'integrale  (1)  ä  l'aide  des  formules  connues 
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2  Cos  nx  Cos  x  =  Cos  (n  - 1)  x  +  Cos  (*  +  1;  ar  ...(k) 
et  c2SiriffcrSina:  =  Cos{tt— l)ar— Cos(?t  +  l)a:...(l) 


si  les  integrales  (4)  et  (7)  au  moyen  de  (3);  de  meine 
oo  trouverait  les  integrales  (13)  et  (14)  au  moyen  de  (12)  par  les 
formules 


2  Sin  nx  Cos  x = Sin  (n  +  l)x  -f-  Sin  (n  —  l)x...  (m) 
et  2Coswj?Sinar=Sin(n  f  l)o:— Sin(n— l)j:...(n). 

De  ces  diverses  integrales  les  (8)  et  (10)  se  trouvent  chez 
Prof.  Schlo milch  I.  c.  form.  J31]  et  [t4],  la  derniere  pour  une 
raison  semblable  celle  mentionnee  pour  nos  integrales  (3),  (5) 
et  (7). 

On  a  ict  partout  la  condition  w>0...(a). 

3.  Passons  ä  la  constante  n,  et  commencons  par  la  differen- 
tiation  par  rapport  ä  «.  A  cause  de  la  conformite  entre  les  va- 
leurs  des  integrales  (1)  et  (12),  on  peut  les  combiner:  on  obtient 
alors : 

~-fni(\--2rCo&x+T*)Cosnxdx 

o 

=  +2/ * Arctg  JZ^—,  Sin nx8.c=  nr»  l- , 

•  < 
/( l  -  2r  Cosx  +  r2)ar  Sin  nxhx 

nlr — t 


n2 


=+  2y    Arctg  jz^q^x  * Cos nxbx  =  7C1* 
+ J**H  1  —  2rCos*  +  r*)x*Cosnxdx 

- -  2rCo»*+r») x*S\nnxBx 
o/**a    *    rSin*  fi     ^(«W**1— 3+ii.3(n/r-l) 


-         x  +  r»)  .r4  Cos  nxdx 

«> 

=  -f  2  j*  Arctg  i^^^j.  .r*Sin  ?i*rcU » 


uiyiuzcu  u 
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_  xr  (»fr)4— *(»fr)*(»»fr-3)-8-a4(«fr-i) 

«6 

etc.         etc.  etc. 

d'oü  se  dlduisent  aisement  les  formules  generale«  poor  et 
entier  (6): 

Jl(l  —  2r  Cosa:  +  r2)**PCos  n#dx 

*   ■  O 

=-2/  Arctg^^^Sin^ 

o 

f-fr-H».  p.3....2/.a^/r)+4.5,..X3-iifr)(n/r)») 

jL^i —  j      +67....2p(5-*fr)(*fr)«+   > 

(  ...f+2/>(2p~l—  ntr)(nlrpv-*+(nhy*  ) 

(gp-l)-nfr  («fr)»  -1 

- +     Ufr)     {nlT)*    +  I^+l)  J 


fr)2  (nfr)» 


(^l)rfim*n3p  f  1)  p     »fr  (nfr 

n^+i  L1^  1  +  1.2  ~  2.3 

(«fr)*    («fr)ft         («fr)2?-1     (afryfr  l 

+  2.3.4      2.3.4.5  + ; Wf>)     +  fX3p+l)J 
_(^l)p^'^JX2^-H)^P  (-«fr)«      n  . 

=+2/   Arctg  Y^^T^^+iCosn^aar 

0 

(2.3...(^  +  l)(»fr — 1)  +4.5...(2p  +  l)(nfr-3)(»fr)*) 
=   WVP,T   j  +6.7...(2/i+l)(wfr-5)(Äfr)4+...  > 

nP       (  ...  +  («fr-2p-l)(«fr)2P  } 

_(-l)p+i*T»rt2;>-f  2)^H-i  (~-«fr)«  /1Q.^ 

II  resulte  de  )a  conformite  entre  les  valeurs  de«  integrales  (13) 
et  (15),  (14)  et  (16)  respectivement,  qui  dtfpend  seulement  de  celle 
entre  (l)  et  (12),  qu'on  ait  en  se  servant  des  formules  (k)  ä  («) 

+2  ^*^(1— 2rCosx  +  r2)CosfwrCosor8a; 
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=/— 4  #    Arctg  |  _  -      ^  Sin  Cosjr&r 

=zj**l(i  —  2r  Cos  a:  +  ra)Cos  (w  —  l)arfar 
+ l(\—2rQ*osx  +  r*)Cos(n  +  l)*är, 


+2  /  */(l— 2  r  Cos  ;*+!*)  Sinn*  Sin  .r&r 

,  .  /**  .         t  Sino?    ~,  _ 
.=  +  4  §     Arctg  i^yfagj.  ^os  M*  bin  xcx 

o 

=y^(l  — 2*Cosa?  +  r*)Cos  (»  - \)xdx 

o 

—y  */  (1  —  2r  Cos  x  +  r3)  Cos  (>i  + 1)  xdx. 

Si  donc  on  differentie  lcs  premiers  membres  de  ces  ^quations  par 
rapport  ä  »,  le  res  ul  tat  pourra  se  de*darre  des  formales  (17)  et  (19) 
eo  y  faisant  successivement  n  egal  a  n» — 1  et  a  n  -f  1 ;  tandis  quo 
le  oouveau  facteur  Cos  x  ou  Sin  x,  ne  contenant  pas  de  n ,  la  forme 
<ies  integrales  elles -meines  sera  celle  des  integrales  (17  et  18), 
(19  et  20)  sauf  le  facteur  Cosa?  ou  Sind?,  qui  s'y  est  iotroduit. 
Aiiisi  on  aura,  en  faisant  attention  au  changeraent  de  signe,  in- 
troduit  par  la  dUferentiation ,  apres  une  reduction  facile: 


(21  et  22) 

y**/(l — 2r  Cos  x  +  r*)x*e  Cos  na  Cos  xfa 

/**  rSina: 
— — 2  /    Arctg  i_rf  0~  ^2,#Sin na: Cos a&r 

[  1  n^(-(t-l)fr))a 

(_- ^P+im-^A^+l)  i    (n - l)*i»+i  .=<>       T(a  + 1 


2  )  r»        nap  {-(w+lW 

l  +(n  +  l)^i.f0       JT«  +  1) 

(23  et  24) 

//  (1  -  2  r  Cos  x + r*)**P+ ^iu  »ar  Cos  .re.r 

o 

/**  rSiua* 
=  2y  Axct^j^^-x^^CosnxCosixdx 


uigiiizea  d 
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_  (~lyr+i*i~-iIX<2p  +  2)  )     (n— 1)^0=0  T(a+1) 
2  j  ra       o==ap+i  {-(n-f 

(25  et  26) 

jT^/  (1  —  2r  Cos   +  r»)  «V  Sin     Sin  xBx 
—2^*  Arctg | x Cos  nx  Sin a&r  - 

o 

 l_  t-(n 

_  (~l)P+%r"->JX2p  -f  1)  1     (*  - l)***  a=o      I\a  + 1) 


2  )  ra        a=2P  |-(n+l)fr)« 

(»+I)*H-i«£0       Ha  +  l) 

(27  et  28) 

^  1(1  -  2r  Cos  * + r*)afr+  »Cos  na;  Sin  *&r 

o 

=  -2/    Arctg       r  ^g  T       1  Sin     Sin  xdx 

o 

*=*P+ 1  {— (n— l)/rj« 
-=  (— 1^7n^-^r(2p-f2  )    (n  -  1)**+2  «=o        JT(«  + 1) 

r2  «=*f>+l  (  — (W  -f  1)/r|« 

(n-f  l)2p+*af«         ir(a  +  l) 

4.  En  diffcrenttant  les  formules  (3)  et  (4)  par  rapport  a  n, 
on  obtient,  en  observant  la  conformite  des  valeurs  de  ces  inte- 
grales quant  a  cette  constante: 

P*    Sximxdx'  2r     pn    Cosnxdx  ~. 

J    l-2rCosx+raa7"-l-rV    l-2r  Coax+r*  **mX 

o  •  o 


1— 2rCo*r+r**  —  ~"l-r*  J    l-^rCosar+r**  &,n,r 


3T 
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/•»    Sinnig  2r      /»»  (Wrftr 

V   T^Jn  t-M<**+**  '!'mX 

n 

=  j3-ir"(/r)3, 
d'oü  Ion  conclut  generalement: 

♦  + 

-r-ärCo^^^^1)^1  i-7S^(fr)V+',  (30) 

t 

0 

0 

Pn     Coxnxdx      „  *r 

o 

Au  contraire  en  multipliant  de  part  et  d'autre  simplement  paf 
du,  et  en  integrant  par  rapport  ä  n,  on  trouve 


/ 


*    Sinnar  cb* 


1— 2r<W+ra  * 


2r      /»»  J 
 l-r*t/  1— 2rCos#+ra    x   "~  l-V  /r' 

P*1Eosnx<}x  1 
</  l-2rC 


2rCos*+r* 


2r      Pn_SmnxBx_  Sinx       %  _rn 
"  ~~  T^~r*J    l-2r  Cosar+r?  1  —  r»  (lr)* ' 


1=5 


2rCo&z+r*  a:8 

2r      p*    Cosnxdx      Sinx  n_  f" 

—  +I^rV    I-2rCosar+r*         ~l-r*  (fr)»' 


Ainsi  on  a  les  forroules  generales: 


P*S\nnxdx  1   i^^J5   £  /«u* 

o 

/*    Siroi«r &r      Sin a:   r"~1 
t-2rCos*+^   **J»  —  ("^IJF  2  (/r)«P'  W 
o 

f 

/*    Cosnxdx       &inx         ,    if  tc  r«->  /QÄ. 

o 

On  dedu'rt  des  integrales  (4)  et  (7)  la  relation 

/*"   Cognarfar     r  1+r*  /»*  S'wnxdx 

l-2rCos:r+r»  Lo8*=  f^rV    l-2rCos*+ra  Ä,D*' 

o  o 

dont  on  conclut,  puisque  leur  rapport  est  iodependant  de  n,  que 
la  differentiation  et  Integration  par  rapport  ä  la  constante  n  de 
cette  integrale  (4)  nous  fourniront  les  suivantes: 

■  ■ 

•  m 

■  o  ■   '  ■ 

Ii 

I 


r*Cosnxte     Cos*  *l+r*  r—1 

J     L-fcCos*+7*  "W-(_1)'2l^  (fi^P  (39) 

O 

; /*»    Sinira&r       Cos;r      .'    ?    ,  f  zr  1-f-r*  r1*—1 

r-2rCosa:+r*  ^P~~(~~"J)      2  1=^*  (fr)*  (4Ü) 

■ 

De  ces  integrales  toutes  sont  soumises  ä  la  condition  n>0  (o) 

exceptäes  les  (29)  et  (30),  qui  joulssenf  de  la  condition  n2^0~..(y) 

ä  cause  de  la  formule  (3)  dont  eil  es  sont  deduites.  De  m£me  on 

a  partout  et  entier  (S).  De  plus  la  condition  1  — ltf) 

se  cbange  dans   les  integrales   (17)  ä  (40)   dans   la  suivante 

1  =r—....0(e),  puisque  les  valeurs  de  toutes  ces  integrales  sont  des 

fooctions  (/r)  et  ainsi  valent  seulement  pour  des  valeurs  positives 
de  r. 

Les  integrales  (17)  a  (40)  se  divisent  naturellement  fcn  quatres 
groupes,  savoir: 


:ed  by  GopgU 


et 


9  A3 

17,   19,  21,  23,  25  et  27 

'  18,  20,  22,  24  ,  26  et  28 

29,  32,  33,  36,  37  et  39 

30,  31,  34,  36,  38  et  40 


riont  les  deux  deraiers  groupes  surtout  sont  assez  simples- , 

■ 

5.  Apres  avoir  vu  de  nouveau  la  fertility  de  ces  principaux 
tbeoremes,  la  dMfcrentiation  et  l' Integration  par  rapport  a  une 
coostante  soasle  signed'integration  definie,  passons  a  rusage  d  une 
propriete  curieuse,  dont  jouissent  les  fonctions 

/(l-2r(W  +  r«) ,  (1-2HW  +  r*)-i  et  Arctg 

et  qui  noos  servira,  non-  seulement  a  obtenir  quelques  nouvelles 
integrales,  mais  aussi  a  r4duire  la  limite  de  quelques  urtes  de  nos 
integrales  vc  ä  son  double,  moyeonant  quelque  restriction  ä  l'egard 
des  constantes. 

Prenons  a  ce  but  r  successtvement  positif  et  negatif  et  fai- 

sons  1^=0  (D;  de  sorte  qur  pour  cette  nouvelle  coostante  la 

condition  (ß)  devieone 


=  0^0  (17). 


On  obtient  alors 


(o) 

l(i  —  2rC osx  -f  r«)  +  /(l  -l-  2rCo&r  +  i«)=^[(l  +  r*)a — (2rCos;r)*] 
^[l+r^-2r*(2CosV-l)]=/(I-2r*Cos2ar+r*)=/(l— 2oCos2*+o2), 

l-2r(W+7*  +  l  +  ^rCos^+T*""^  <l+r»)V(2rCos*)« 


^lI-ioCosL+o«'  W 
1  1  4rCos# 


l—2r(W+r*~"  l  +  3r(W  + i*~  (1  +  r*)»--(2r€o&r)* 

4rCos# 
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r  SUur  rSinjf 
rSinx                — rSina:       A        ]— rCosr  ~~ 
Arc**l=rto*x  +  Arct»l  +  r'C55=  AtCtg     .  ,  r»Sin»  


X 

r*Cos*x 


2r2Sio.a;  Co&£  .  pSin&r 

ArctS  I^Cosfe-Sinfe)  ~"  Arctg  l-pCos2* *  (f) 


rSiox  rSinjr 
+ 


rSiftr         .       — rSioar      .        1—  rCoax*^  1-f  r  Cosa: 
'  Arct»l-rCo*r  -  Arc*  i+rfi  =  Arct«     ,  r*t>W~ 

2rSinx  .  . 

=  ArctSTZ^»  (•) 

*  * 

On  voit  de  suite  que  ces  transforinations  ne .  sont  pas  appli- 
cables aux  integrales  (17)  a  (40),  puisque  leurs  valeurs  4tant  des 
fonctions  de  (/r),  ne  valent  parsuite  que  ppur  r  positif.  Occupons- 
nous  donc  des  integrales  (1)  ä  (16)  et  premierement  quant  au 
changement  des  integrales  elles  raeme.  II  faut  observer,  que  par- 
tout, oü  dans  les  valeurs  de  ces  integrales  r  est  öleve*  aunepui*- 
sance,  fonction  de  n,  il  faut  distinguer  les  cas  de  n  pair  et  im- 
pair  ou  e*gal  a  2m  et  a  2m—  1. 

V 

(1)  donne  par  (o),  pour  w=2m  — 1: 

^W/(l-2pCos2a?-f-p«)Co8(2m-l)a:aar=0;  (41) 

(2)  donne  par  (o): 

Cnii\— 2pCos2ar  -f  p*)&r =0.  (41^ 

qui,  au  fond,  ne  differe  pas  de  (2); 

(3)  donne  par  (p)  pour  n  =  2m—  1: 

/^Cos(2m-l):r&r 

J    r^pCos2FjV-0;  <43> 
0 

(3>   donne  par  (9)  et  (4)  par  (p)  pour  n=2m: 

P7TCos2nix  CorxBx  _ 
/    l-2pCos2a?+p«  (44) 
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(4)  donue  pour  n  =  2m  —  1 ,  par  lapplication  successive  de  (p) 
et  de  (q): 

Cos (2m—  l)x.Cosxdx     n  gm  s 
l-2eCo82*|-P«    =2  <*>' 

o 

- 

O 

d  oü  a  cause  de  2Cos*a:— l=Cos2ar  par  (43;: 

- 

y**  Cosßm  —  1)*  Cos  2x8a-  ft 
l_2oCos2*-|V     =0;  <47> 

(5)  donoe  par  (9) : 

/     1  — 2oCos2*  +  o*-ü;  (48> 
o 

(7)  donue  par  (p)  pour  n=2m  et  n=2m — 1,  et  par  (9)  pour 
w=2mi — 1,  successi vement : 

Pn  S in 2m x Siiur&r 

,/     I-2pCosir+^-0t  (49) 
o 

/»»  Sin  (2m>-l)j:Sioj:a^     ?t  o>" 
o 


d'oü 


/»*  Sin  (2m  — 1)3?  Sin*  Cosaflar  _ 
J  l*-2oCosfcir  +  oa  ' 

« 

/«  Sin  (2m— Sin2g  0*  A 
l-ioCos'ir+o*    -°*  <51> 


L'appücation  de  la  formule  (t)  ä  (8),  (9)  et  (10)  nous  foumit 
les  integrales  suivantes: 

/*  pSin2ar        dx     ■  n 

leiste  Si^=0'  <52> 

o  * 

/n  pSii)*^^       Cos  x$x 
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J  Aretsr-7c^-si^-=°-  (54) 

■*  • 

De  meme  (1*2)  (13)  et  (14)  donnent  par  (r)  pour  «=2m  et 
n  =  2  m  —  1  succesivement : 

I 

f  *ArctR  \-olJk  Sin2m^=reS  •  (85) 

o  ■ 

I 

/"Arctg^Sä^Si°c2'»-1)^=0'  (56) 


7"  ArctgT^^Siii2«w:Co8^=0 


(57) 


o 

P  n Arctg  ^ZjjCSBSt  ^os  "  M  ^m  *®* = (W 

o 


Si  Ton  fait  le  meme  usage  de  (s)  pour  les  integrales  (8),  (U 
et  (10),  et,  en  prenant  successivement  n=2m  et  n=2m — 1,  de 
inämepour  les  integrales  (12),  (13)  et  (14),  on  obtient: 

. 

Arctg  1-ra    Sinx  =0,  (62) 


/*» .      2  r  Sin* Cos*r8*     „1  +r 


O 


/n  ->  /•  Sin.  r 

Arctg  i  _  Sinftiiiftirrv« 


(63) 


(64) 


y  ^Arctg^"^  Sln(2«^l)ÄÄa»*£2  (66) 

o 

Arctsnr-=^3-  s.n2m*c«s*a*=2  (>t+t  +  5rri<)  W 
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/ÄÄArctg~2^Sin(2m-l)arCo6^=S0,  (67) 


Arctg?^^  Cos  (2m  - 1)*  Sln^^O  (09) 


L'application  de  la  formnle  (o)  aux  integrales  (15)  et  (16)  donne 
respectivement  pour  n=2metn=2m— 1 : 

j*  T/(l  -2oCos2*  +  D^Cos2m*Cos*aar=0,  (70) 


o 


*(1  -2eCos2ar  +  e*)Siii2iiu-Sm;r8a:=0,  (711 


/^(l-2eCos2*  +  <flCos(2w-l)*Co8*aa:=-  £)  (72) 

0 

f  */(l-2?Co8ir  +  P*)Sin(2m  -l)*Sjn *ax=_|g^J _  £).  (73) 

0 

Dans  toutes  ces  inteerales  (41)  ä  (73)  on  am>0,  exceptee  l'in- 
tegrale  (44),  qui  vaut  encore  pour  m^O,  comme  le  dömontre  Ho- 

« 

tegrale  (48). 

Les  integrales  (52)  ä  (60)  et  (61)  ä  (69)f  forment  deux  nou- 
reaux  groupes  diverses  de  celui ,  que  composent  les  integrales  (8) 
a  (14)  en  ce  que  les  fonctions  sous  le  signe  Arctg  y  sont  dilfe- 
rentes. 

» 

6.  Nous  avons  observd  que  ces  minies  transformations  peu- 
vent  servir  a  cbanger  les  limites  de  quelques  unes  entre  les  inte- 
grales (1)  a  (16);  effectuons  ce  cbangement,  en  faisant  partout 
y=2ar  (0),  ce  qui  reduit  les  limite*  de  a:,0  et  n,  pour  y  äO  et 
z7.  II  est  clair  que  ce  cbangement  ne  peut  avoir  heu  que  pour 
des  valeurs  paires  de  n  ou  egales  ä  2m. 

Alors_(l)  donne  par  (o) 

j  4J7(1—  2oCosy  +  o«)Cosmyay=-2Jr^-,  (74) 

o 

■ 

(3)  pai*  (p) 


3»    Cos  my  dy  2^^"» 
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et  (i)  pu(f0  • 

o 

d'oü,  puisque  Cos2ar-=2Cos^=l,  ä  l'aide  de  lintegrale  (74) 

Enfm  I 'integrale  (7)  donne,  par  l'applicatfon  de  (q) 

P"S\n  2  mx  Sin  a:  Cos  ar&r  •  J 

,/      1  — 2pCos2ar+p»    — nr      fr  9 


'  d'oü/02"-^^n^  - 
a0UJ     1-2^Cosv  +  d2- 


^Co^+?"7r<?W~1,  (77) 

Les  integrales  (42),  (53)  et  (55),  trouvees  daos  le  Paragraph* 
precedent,  nous  offrent  eocore  pour  notre  but  actuel  les  suivantes 


J*  **/(!  -2pCosy  +  p*)  3y=0, 


(78) 


1 

/*»  pSin»    l+Cos.y  -  „    ,  . 

^GFt^^^^-**«!-*),  (79) 

» 

L'integrale  (74)  donne  au  moyen  des  formu.es  (h)  et  (!) 
y>2V~2(»Cos^+^)Co8myCosyay^~^J^j1  +  (81) 

y^'V^Cosy+^Sin  mySin^  -  *  <&) 

De  meine  l'integrale  (81)  nous  fournit,  4  cause  des  formu 
Ies  (m)  et  (n): 

Ilsensuit  que  la  valeur  de  ces  integrales  prtses  entre  les  Ii- 
mites  0  et  2  7i  est  präcisement  la  double  de  la  valeur  des  memea 
integrales  prises  entre  les  limites  0  et  n,  savoir: 
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les  integrales  (74),  (76).  (76),  (77),  (78),  (80),  (81),  82,  (83)  et  (84) 
respectivement  de  (t),  (3),  (4),  (7),  (2),  (12),  (15),  (16),  (13)  et  (14). 

Quant  ä  I'integrale  (79)  on  venüe  cette  meme  proprio  en  pre- 
nant  la  somme  de*  integrales  (8)  et  (9). 

Da  reste  cette  propriete  de  ces  integrales  depend  uniquement 
de  ce  qu'elle  ait  Heu  pour  les  integrales  (1)  et  (74);  car  ce  chan- 
gement  de  limites  n'altere  aucune^ment  l'öquation  (a),  ä  l'aide  de 
laquelle  les  autres  integrales  02),  (3),  (4J,  (7),  et  (12)  a  (16)  sont  dö- 
rivees  de  I'integrale  (1)  comme  nous  I  avons  inontre  au  1,  sans 
autre  restriction  ä  l'egard  de  la  valeur  de  r  que  la  conuition  (ß), 
qui  comprend  celle  (rj)  comme  cas  particulier.  Ainsi  nous  pou- 
vons  conclure,  puisque  pour  ce  meme  changement  de  limites  la 
valeur  de  I'integrale  (6)  est  doublee  aussi,  que  les  integrales  re 
Staates  (5),  (8),  (9)  et  (10)  devront  jouir  de  la  meme  propriete, 
de  sorte  que  Ion  doive  avoir : 


dy 


(85) 


/27t  . 

o 

'       r ^^y^y  =-"V-<V>  (87) 

/^Arcte-ÄSL  -=nn\^-Q).  (88) 

J    Arctgl-CCosy    Siny   -n(ll-Q    w         (  ' 

o  - 

On  a  ainsi  pour  toutes  ces  fonctiops  la  relation 

<p(x)Bx=~J     <p(x)dx=  J      <p(x)Bx.  (A) 

7.  Plusieurs  des  integrales  defmies,  trouvees  dans  les  §§.  5- 
et  6.  sont  susceptibles  d'etre  assujeties  aux  meHhodes,  dont  nous 
avons  fait  usage  aux  §$.  3.  et  4.,  ä  l'egard  de  la  constante  ?i. 

Leur  äpplication  sera  bien  facile  ici,  soit  que  les  valeurs  des 
integrales  ä  traiter  soient  zero,  soit,  parceque  au  moyen  de  la  for- 
male evidemment  vraie 

•^^»gyÄ/W)^,  (B) 

m  a,   (>  et  p  sont  des  constantes,  on  peut,  en  posant  6  asm, 

14 
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pr=jc  et  «=2w  ou  =2m — I,  suivant  les  cas  divers,  d'oü  tovjours 
(si")  =  yf\  i  ramener  aisemont  res  integrales  aax  Integrales 

correspotidantes  qui  se  trouvent  paimi  Celles  (3),  (4),  (7)  et  (12) 
a  (16),  qui  sont  traitees  successivement  dans  les  §§.  cites: 
Operation  facile,  puisque  le  rapport  des  valeurs  de  ces  integrales 
respectivement  correspondantes  est  Turnte,  ou  du'rooins  une 
fonction  independante  de  la  constante  n. 

Dans  le  prernier  cas,  oü  la  valeur  des  integrales  est  aero, 
l'influence  de  la  differentiation ,  conime  de  l'integration  par  rapport 
ä  w,  se  presente  du  premier  abord:  dans  le  cas  contraire,  pour 
toutes  les  integrales,  qui  se  rapportent  ä  un  logarithme  ou  ä 
on  Arctangente,  on  ne  pourra  se  servir  que  de  la  differentia- 
tion par  rapport  a  cette  constante  n. 

Commencons  par  les  integrales,  oü  Ton  trouve  le  signe  logja- 
rithmique  sous  le  signe  <1  "'Integration  deßnie.  II  est  aise  de  voir. 
que  les  integrales  (41),  (70)  et  (91)  donneront  tant  par  la  diffe- 
rentiation que  par  Integration  par  rapport  ä  n: 

J* n  l  (1  -2pCos2.r + q  *)x±*p  Cos<2m  - l)xdx = 0 ,  (89) 

o 

f 

fn*<\— 2pCos2a:+o2).r±(aP+*)  Sin(2m— 1)^=0,  (90) 


r 

o 

T 


/(l—  2pCos2.T+e*);r±2f»  Cos2ma:Cosa:ajr=0.  (91) 


1(1—  2oCos2.r+  pV±(Vf l)  Sin  2m*  (WS* =0,  (92) 


/l(lr-J 2pCos2*-f  q*)x±*p  S'm2mxSmxdx=0,  (93) 
f  n  1(1  —  2pCos2  x  \  p*)a-±(Vf  i)  Cos27iwrSin^ — 0 .  (94) 

e 

Quant  aux  integrales  (72)  et  (73)  elles  donneront  ä  J'aide  d| 
l'equation  de  reduction  (B)  et  des' integrales  (17)  ä  (20): 

-  2  p  Cos2.r  +  q*)x*p  Cos  (2m  -  1)*  Cos  xBx 


o 


1  j  <%**{- (*»-!)/<>).' 

»H^»  <  1)  1(m  -  im'  gl n     I\a  +  if 
-  W  )  Q    «=»r(_w/p)«     >  (*J 

T  -..'2.4-1 


v     1  wi^+lfl=,>  r(o  -f  l) 


igitized  by  VjOO* 
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^fr+2)  )(m-I)«H-*«f0        r(«  +  l) 


/  (1  -  2  o  Co»  2*  +  tf)a*P  Sin  (2  ro~  t)  x  Sin  a&r 


_(^])H-%^r-i^-H)  J^-Jm1  <£=o  T(a+I) 

y  */(l— 2*  Cos  2?  +  Cos(2ro—  l)*Sio4&r 

/       1  iMm— 1)/?]' 

V         m»P+*  ^a     T(o  + 1) 


(98) 


8.  Pa ss ons  maintenant  aux  deux  groupes,  oü  lafonction  principale 
Sons  le  eigne  (HntägratioD  est  im  Arctg,  et  traitons  en  pre- 
mier  iieu  le  groupe  des  integrales  (55)  ä  (60),  dont  celles  (56), 
(67)  et  (59)  donneront  tout  de  suite: 


o  Sin  2 :r     I  > 
l=^C^äi;c±l'Sin(2m-,)*Sa;es0'  C99) 


föc%  r?§SSba*,H"i) C«(2»»-l)*ö*«=0,  •  (100) 

■ 

Arctg^^^art^P  Sin2ro*  Cos  xdx=0,  (101) 

, ßn\$  i i^c^jr *±(2p+ ' WosZmxCosxBx^O,  (102) 
o 

yArctg  fzf^S *±ip Cos2ro*Sin*3a:=:0  ,  (103) 
o 

yArctg               *±(*J»+ »)  Sin  2  m \x  Sin  xdx-0;  (104) 


taodis  qne  les  integrales  (55),  (58)  et  (60)  frurniront  au  moyen 
du  procldl  du  §.  precädent  et  des  meines  formules  (17)  a  (20): 


14* 


212 


0 

(-ypTiQ^ryp+i)  (io5) 

—      2*p  m*P+i        o=o        +  , 
o 

(— l)r4-i7rg"/l(2;?+2)  «=«|+ 1  (-m/g)a  ^  (106) 
(         1        «=*Pj-(m-l)/g)a  j 

+  m2p+l  ^  H(fl+l) 


II     ,  — «gH  (-Qt-l)/?)« 
(ro-l)%H»    a=o  f  a08) 


0 


Arctg  fjb^XfogS  :r2PCos(2m— l):rSiiia:&r 

i  °=2p  {-(m-i)/(>r; 


m2P+i  a=o  + 
Arctg  l*r&j%i  :C*V* 1  Sm  (2  W~  1)tT  Sm  Xdx 


(109) 


(-1^+1^-11^+2)  ](m_-l)2p+»  ^a+l)  i 

22P+3  )  g     o=2p+l(_  mlQ)a  \  (HO) 


i   — i —  y 


m2p+a    a=0  r(a+l) 

Apresent  nous  avons  ä  traiter  le  groupe  (64)  ä  (69)  dont  les 
integrales  (64),  (67)  et  (69)  donnent  de  suite: 

Arct& ~J—^  r±2PSin  2m^=0,  (111) 


/  « 
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ArctS  i^a  ^t(lf'+1)  Cos2m*a*=0,  (112) 

■ 

■ 

/Arctg  ~£  x±l*'+  •  >Co8(2m-l)*Co**a* = 0 ,  (1 14) 

/Arctg  ~^ar±2PCos(2m-l)a:5ina:8x==30,  (115) 

o 

ArcfefTz!^^-*,'+A>SiD(2m--l)arSin^=0.  (116) 

Au  contraire  les  integrales  (65),  (66)  et  (68)  to  ujours  a  l'aitle 
des  minies  formules,  que  ci-dessus,  engendrent  les  suivaotes: 


/  Arctg-j^^  ^Sin(2w-l)*ax 
(--\)Pm*<»-iIX<2p+\)  «=jp  j— (2m-l)/r)« 

yArctg~|^*»P+iCos(2m  -  \)xdx 


(im 


(~l)P^^A2/?+2)"=*H-*  l-(2m-l)/ir  ,ilft, 
—  2*P+i(2wt-l)*P+»      «=o        ITa+I)  ~'  <llö; 

*  Arctg  ^j— ~jr  x*,>  ® 'n  2  m  a?  Cos  x&r 

0 

[        1  g^,gP{-(2m-l)fr))« 
(— l)Pttr*»-*r(2p  +  l)  )  (2#ii-l)aP+^fl=30  T(a+1 

2*P  I  r»       «=*P{--(2ffl+l)fr)«( ,(119) 

l+(2m+l)*P+i«f0     H[a+1)  ) 

(120) 

J* *  Arctg  J~~r  .t'P+^os  2  wurCos  arcto: 

/         1        «=*P+*  {-(2m-l)fr|« 
_  (~l)p4^gr^-'IT(2p+2))  (2m~l)^+*«=0         A«  +  l) 

2*p+*  j  r2       «yp+i{—  (2m-Kl)fr)g| 

(+(2m+  l)2P+»a=o         T(a  +  « 
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(121)  • 
f  "Arctg  Hjg^rVCos2m*Sio*fcr 


•=*r  |— (2m— l)fr|« 

2 


1  (^ljPTrr^-iT^/j+g)  1    (2m-  l^* 1  «=*o       T(a + 1) 

\^(2m+l)«i»+>«io       r(a  -1-1) 


(132) 

^*  Arctg  i^j^ ^H-1  Sin Vmx Sin a&r 


(■^l)pnysu>-ir(2/?-f2)  I    (2m-l)2*+*  tt=0         r(a  -f  1) 

!     (2m+l)^aa=o  T(a  +  1) 


9.  Restent  les  integrales,  oui  ont  sous  le  signe  d'integratioo 
une  fonction  prinzipale  (1— 2^Cos2jt+ p*)_1.  Traitons  les  dans 
r ordre  suivant: 


<43),  (44),  (45),  (49),  (50),  (47)  et  (51). 

■  On  pourra  appliquer  ä  toutes  et  la  diffeVentiatioft  et  1'integratioo 
par  rapport  ä  n  sous  le  eigne  d'intögratiofi  definie,  dont  les  resul» 
tats  se  pre'senteront  ou  d  eux-memes,  ou  comme  des  suites  neces 
saires  des  resnltats  obtenus  dans  le      4,   Ainsi  Ton  trouvera: 


Cn  Cos(2m^l)^  .Ä+%_0 
/     1-2  Q  C«s2.r +  q*  ^  U' 

o 

r 

r. 
r 


Cos  2mx  Cosa:  dx 
l— 2nCos2ar"+e5 

S'm2t/ucCo8xdx 


■ 

* 

«±(«P+i)=rO, 

• 

(124) 

.123) 

.  (126) 

o 

» 

(128) 

/*«Sin(2m-l)a:(Waa:  -a  (-l)M-i  » 
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♦ 

/»»Sioffm-lfrCowS*     1    _  »  (T 

/       l-«,CoÄr+f«  '^=(-1)P  ^^  (W1,  (U0) 

o 

■  * 

/*  Sin  2mx  Sinar  &r    j.^  Ä 
l-^C^+e*        °'  (,3,) 

0 

/*Sin(2m— IJarShu&r    -       (—  Vft    n  _., 
l-t>g  Cos 2» + e«  *v =» WlTg >  <l83> 

o 

o 

/*Sin(2ro— l^Snurd*   1      /   ~.Mn  .    »  gm 

o 

o 

0 

f  C°g(2?-l1>^ig^^±(V+»)=  0.  (140) 
1  — ■  Z£>  Lösbar  +  ez 

\ 

10.    Enfin  les  integrales 

(74),  (81),  (82)  ,  (80),  (83),  (84),  (75),  (76)  et  (77), 

cloubles  de  celles 

(1),  (15),  (16),  (12),  (13),  (14),  (3),  (4)   et  (7). 

donneront  de  meine,  au  moyen  des  methodes  des  §§.3.  et  4.,  des 
ralesdoubles  de  celles,  qui  sont  deduitesdesdernieres.  De  cette 
*re  les  integrales  (17)  a  (40)  prises  entre  les  limites  0  et  2* 
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auront  aussi  une  valeur  double  de  cell  es  prises  entre  les  limitesO 
et  7t,  de  sorte  que  pour  toutes  ces  integrales  od  a  ia  relatioo 

<p(x)öx=-%  I      <p(ßi)fa—J      <p(x)dx.  (A) 

o  n 

*  ♦ 

11  n'est  pas  besohl  de  transcrire  toutes  ces  integrales  ici,  puisque 
ni  leur  forme  ni  leur  valeur  ne  change  proprement,   pourvu  que 

1    /  27*  pn 
Von  mette  partout      /    a  la  place  de  /    ,  et  qu'on  fasse  atten- 

0      s    %  0 

ion  ä  la  condition  actuelle  1  C_  q  Z_  0, 

11.  On  peut  remarquer  en  dernier  lieu,  que  daus  les  intö- 
grales  de  la  forme 

f  * Arctg  t -rctsaf^''  Co8?):e£in9*)dx  >  (9 
° 

1=  /""Arctg  i^^A^.Cosp^Sin,,^,  (D) 

,*  =y,',  Arctg  ^r/(«*,CMyi«8iB9»)ar.    "  (E) ' 

o 

(8)  ä  (14),  (18),  (20),  (22)  ,  (24),  (26)  et  (28), 
(82)  &  (60)  et  (99)  &  (110), 
(61)  ä  (69)  et  (111)  k  (122) , 
:•      (80),  (83),  (84),  (86),  (87),  (88) 

et  Celles  designees  au  §.  precedent,  on  peut  faire  usage  des  formules 

Arctg  rr|=i-Arctg9>'  w 

* 

l  n 

- 

Arctg  JH^= J  +  Arctg  q> .  (0) 


"    Digitized  by  Google 


217 


De  cntte  maniere  od  trouvera  des  nooveaux  groupes  au  fnoyen  des 
forraules  de  reduction  suivantes,  oü  Ton  a  mis  simplement  /'au 
heu  de  f&^ofipßCtSmqx)  ou  de  f(tf,Cospy9Smpy)i 

/*  a       *  -  r  Sma:  -r  Cosa?  ^  *  />* 

ArC*l+rSJDa:-7Coli^         =  1/  <G> 

0  o 

ATCtg     rSin^-^»  =1/  <H> 

/»      4    1  +  rSiiur— rCosa?  _  «  /** 

/*»*     =lj  fl*  +  *.  (1) 

•  O 

^*  Arctg  foSl^fflte  ^     =  £^V-A,  (K) 

0  ,  O 

/*     Vl  +  gSiD%c~o€os2s  Ä  * 


/**      A  1— 2rSioar— r*  n  P* 

J    ArctSl  +  2rShu^-r*^  -    ÄT/    Z8*-*1»  <N> 

0  O 

^8 -2785^  ^  =2./   /^-»*»  (O) 

-        -  0 

I+2rSiDa:-«*  Ä  n  /»  - 

Aret8  l=¥Sh^-T7ä  /**  =47   A*+p>  (P) 

O  O  \ 

*  » 

0       x  o 

/*W-=J^  =^'W.  « 

oü  toutes  les  integrales  /    fda:  et  J      föy,   que  Ton  trouve  au 

•                       o  o 

.  second  raembre  de  ces  equations ,  se  reduisent  aux  suivantes : 

o  o 


.  218 

-si5S-=||Co«+ÄgJ=QD(c'),y  -s4£=0(F'); 

o  o 

I 

**SinjMrfte  =  >~i    I       i'Sioxax,  (G') 

o 

I 

I 

:r*  Cospeda:  ^^Fpr  xfCosx9x;  (H') 

o  o 

ar'Sinp.zCostfd.artf')  et  /     afCospxSitixdx  (&.'),  qui  sC  de 

o  o 

duisent  de  (G'); 

x*  Co&pxCosxdx  (L>)  et  I     a^S'mpxSwxdxiM'),  qui  se  de- 

»  0 

duisent  de  (H'). 

Des  formules  (A'j  ä  (F')  il  suit,  queles  integrales  (8)  et  (10),  (52) 
et  (54),  (61)  et  (63)  donnent  pour  resnltat  l'infini  positif  pour  les 
changements  de  ia  fonction  sous  le  signe  circulaire  inverse  donnes 
daos  les  formules  (G)  ä  (P).  Lorsqu'au  contraire  on  change  les 
fonctions  dans  les  integrales  (9),  (53),  et  (62),  prises  entre  les  lifnites 
0  et  rt ,  ä  1  aide  des  formules  de  reduetion  (G)  ä  (P)  leurs  valeurs 
restent  les  meines,  sauf  le  signe,  qui  ehange  seulement  pour  les 
deine  premieres  transformations ,  tandis  qua  reste  le  meine  pour 
la  troisieme.  De  meine  pour  les  integrales  (86)  k  (88),  le  change- 
ment  de  fonction  au  moyen  des  formules  (Q)  a  (S),  entre  les  limi- 
tes  0  et  2re,  n'a  aueune  influence  sur  la  valeur  propre,  mais" seu- 
lement sur  le  signe,  qui  ne  reste  le  meine,  que  pour  la  troisieme 
transformation. 

Les  untres  integrales  indiquees,  au  contraire,  peuvent  etre 
transformees  au  moyen  des  formules  de  reduetion  (G)  a  (S)  et  des 
formules  (G;)  a  (IM ') ,  sauf  d'et re  exposees  ä  la  com plication ,  que 
comportent  les  integrales  (G')  et  (H')„  • 

Or,  cette  complication  s'en  va  completement  dans  le  cas,  oü 
Ton  aurait  t  —  0;  car  alors  ces  formules  se  reduisent  aux  suivantes: 


J     S'm2mxdx  =  —  2^Tcos27iw:}=0,  (G,) 

o  0 
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"Coapxd*  ==|-?Siiip*==0,  (Hj) 


d'oü  par  les  equatious  (Je),  (/),  (m)  et  (w): 

■  o 


•  —  ■ 

J**  Sm{2m-l)a;Co8aäj:=0 ,  (Ia) 


v  # 

•    •  •  * 

/cos(2m— l)*Staz8*=0,       x  (k2) 

o 

J^*S\npxSina;dx=0;  (M,) 

O 

et  de  memc  pour  les  limites  0  et  2»: 

f%n  Sb  W3y=^  *  t  Cos^y  =0 ,  (O 

</o  Po 

v 

d'oü  I'od  obtient: 

f**CoBpyS\fiyty=U .  (K3) 

Ainsi  les  valeurs  des  integrales  (12)  pour  n  =  2*ii,  (13)  et  (14) 
pour  n=2ro— 1,  (55),  (58),  (60),  (64),  (67)  et (09)  changent  seulement  de 
siene  ponr  les deux  premieres  trausl brmations  respectivement  a  l'aide 
des  forniules  (G)  et  (H),  (K)  et  (L),  (M)  et  (O);  ettes  resteot 
tont- a-fait  les  meines  pour  les  transformatioos  respectives  (I), 
(M)  et  (P).  Au  contraire  les  valeurs  des  integrales  (12)  pour 
n=2m-l,  (13)  et  (14)  pour  n=2m,  (56),  (57),  (59),  (6§),  (66)  et  (68) 
subiront,  par  ces  transformation ,  les  changements  de  signe,  que 
eomportent  plusieurs  des  fonnules  de  reduetion  (O)  a  (P) ,  comme 
on  l  a  vu  prec^deniment,  et  seront  en  outre  augmentees  des  ter- 

mes  (Gi)  ä  (K»)  multiplte  par  |  ou  |  seloo  l  oocasion.  Quant 
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aux  integrales  (80),  (83)  et  (84)  on  n'a  pas  besoio  de  faire  aucune 
distinction  entre  les  cas  de  w=2m  et  n=2m— l,  coiaroe  nous 
avons  dü  faire  pour  les  integrales  (12)  a  (14);  et  par  l'applicatioo 
des  formules  (Q)  ä  (S)  dies  ne  changeroot  point  de  valeur  et 
seulement  de  signe  par  (Q)  et  (R). 

Toutes  ces  integrales  resteront  donc  bien  simples:  ce  n'est 
pas  le  cas  pour  les  transformations  analogues  des  integrales  (18), 
(20),  (22),  (24),  (26),  (28),  (99)  ä  (110),  (111)  a  (122)  et  celles 
designees  dans  le  $.  preeedent,  qui,  outre  la  rooindre  simplicite, 
qu'elles  comportent  dejä,  seront  de  plus  compliquees  par  les 
integrales  (G')  et  (H'),  qui  s'y  introdnisent. 

Nous  ne  transcriront  point  toutes  ces  integrales,,  qui  d  ailleurs 
se  deduiront  aisement  au  moyen  des  formules  de  ce  $. 


Remarque.  Onaeu  partout  ici  les  conditioos 

l>r>-l  et  1>0>0. 


Mais  il  est  quelquefois  aise  de  trouver  les  valeurs  des 
integrales,  dans  le  cas,  oü  Ton  aurait 

x  >r'>l  ou  -lrLr7^  — a>; 


on  n'a  qua  poser  rr'=l  et  qq'zziI,  d'oü  ces  conditions: 

ou  — l=r'^.  — oc,  ao>  o  >  1; 


tandis  que  la  forme  des  fonctions,  pour  r,  comme  pour  q: 

se  change  en 


/(l— 2rCosx  +  r«) 

(1— 2rCo*r  +  r*)-1 
ArfftT^Siru? 

f-r* 

gt2rShis 


/(l— 2r'Co*r  +  r'*)-2Jr' 
r'*(l— 2r'Cosx  +  r'*)-*, 

A  2r'S\nx 
— Arctg  1_r/a  » 


de  sorte  que  la  forme  des  integrales  reste  la  meine  dans  ces 
quarre  cas,  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  les  aufres  fonctions. 


'  N.  B.   Nous  avons  cru  devoir  reserver  pour  la  fin  une  apprö- 
ciation  de  la  validite  du  procede  de  Differentiation  et  d'integration 
rapport  a  une  constante  sous  le  signe  d'integration  aefioie, 
ous  avons  fait  un  si  frequent  usage.  Pour  pouvoir  appliquer 
ngdureusement  ä  une  formule  quelconque 
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J"f(p*)dx=<p(p) 


ces  procedes,  il  faut  qu'on  ait  (voyer  entre  autres  les  „Analy- 
tische Studien    du  Prof.   Dr.  O.  Schlömilch.    Abthl.  I. 
•  Seite  9.) 


Lim  /  edx—09 


(Y) 


oü 


e— 2  dp 


(Z) 


devient  zero,  lorsque  d  decroit  jusqu'a  zero  (od  a  1>JI>0). 

Dans  le  cas,  oü  q>(p)  ne  contient  pas  de  x,  corame  il  arrive 
partout  dans  notre  note,  la  condition  (Y)  devient  Lim  e.  /    dx  =  0 

(Y*)  qui  est  satisfaite  partout,  puisque  /  dx r  pour  0=0  et  A=ni 

ou=2jt,  etant  une  constante  ?r  ou  2»,  son  produit  avec  *  qui  est 
ze>o,  reste  ze>o  lui-raeme. 


i 
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Uebunffsaufgaben  für  Schüler 


Wenn  man  über  den  drei  Seiten  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks ausserhalb  desselben  Quadrate  beschreibt,  so  sind  die  Mit- 
telpunkte dieser  drei  Quadrate  die  Spitzen  eines  Dreiecks,  des- 
sen Flächeninhalt  dem  Flächeninhalte  des  Quadrats  gleich  ist, 
welches  sich  über  der  halben  Summe  der  beiden  Katheten  des 
rechtwinkligen  Dreiecks,  über  dessen  Seiten  die  drei  Quadrate 
beschrieben  worden  sind ,  beschreiben  lässt. 


Die  Mittelpunkte  der  fünf  Diagonalen  eines  Fünfecks  und  die 
Schwerpunkte  der  fünf  von  swet  Diagonalen  und  einer  Seite  des 
Fünfecks  eingeschlossenen  Dreiecke  sind  die  Spitzen  zweier  ein- 
ander ähnlichen,  aber  verkehrt  liegenden  Fünfecke. 


o 
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HE  1  s  c  e  1 1  e  n. 

Von 

Herrn  Professor  C.  A.  Bretschneider 

in  Go-tha. 


Es  ist 

■  "  ■  * 

.  +(2m  +  l)4^2«-  +  ..., 

+  (2m)4^2«-  +  ...; 

oder  weDD 

%ftr^)_i  +  ry  x  -f  — - fS~^lj-  X  +  .... 

9 


wird, 


gesetzt  wird, 

0=F(-2m-l,-*,-2»,2  j  „ 
(—1)»  =  F(-2m,  — * ,  —8»,  2)  |  m  positiv  und 


gani. 
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Druckfehler  im  3ten  Hefte  des  12ten  Theils. 

» 

m  «  * 

Seite  281  Zeile  3  von  oben  ist  zu  lesen  Halskreis  statt  Halbkreis. 

1  von  oben  ist  zu  lesen  qx  statt  ox. 
15  von  oben  ist  ;su  lesen  aidlz=AlJl  statt  axdi=zAd. 


99 

282 

99 

282 

99 

283 

99 

284 

ff 

284 

99 

285 

9* 

288 

>> 

290 

99 
99 


a2n         .  ahi 


99 

99 
99 

99 
99 

ff 


4  von  unten  lies  rrrr  statt 


99 


15  von  unten  ist  zu  lesen  ix  statt  iJSr. 
10  von  unten  ist  zu  lesen  ot  =  o*  statt  ol—oi. 

1  von  oben  -^r  statt  -r- • 

2  der  Aufgabe  5  ist  zu  lesen  RCN  statt 
2  von  unten  ist  zu  lesen  wy—(*+??^^ -*)*=.. 

statt  n V- +  n*'l£'P  —*)»=.... 

17  und  18  von  oben  muss  wenigstens  weglallen: 
„in  Crelle's  Journal",  da  der  Bruder  des  Herrn 
Verfassers  des  Aufsatzes  Nr.  XX.  seinen  frü- 
her ftlr  das  Crelle  sehe  Journal  bestimmt  gewe- 
senen Aufsatz  später  zurückgenommen  hat. 

Druckfehler  im  lsten  Heft  des  13ten  Theils. 

Sfeite  86  in  den  Gleichungen  (40)  statt  x,  y,  z  soll  stehen  a,  b,  c. 

„    94,  in  der  Note,  Zeile  1,  statt  „Winkellappen«  soll 
stehen  „Winkelfasser". 


In  dem  Aufsätze  XIV.  sind  leider  wegen  Undeutlichkeit  de«  Manu- 
scripts  wahrscheinlich    einige  Druckfehler  stehen  geblieben.     Ich  bitte 
Herrn  Doetor  Bieren«  de  Haan  nach  sorgfältiger  Durchsicht  des 
s  mir  die  in  demselben  etwa  stehen  gebliebenen  Fehler  snr 
im  Archiv  recht  bald  mitxuthcilen.  G. 
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lieber  ÄTormal  -  Curven  und  Normal- 
Flächen 

I  • 

— 

Herrn  Brenner, 

Lehrer  xn  Tuttlingen  im  Königreich  Wiirtemberg. 


A.  Gleitet  eine  Gerade  a  mit  einem  ihrer  Endpunkte  über 
i  ebene  Cürve  auf  solche  Weise  hin»  das*»  sie  derselben  stets 
normal  bleibt,  so  beschreibt  der  andere  Endpunkt  eine  neue  Curve, 
die  wir  Normal  curve  heissen,  während  wir  der  Erzeugungs-, 
Curve  den  IN  amen  Ur-curve  beilegen.  Die  Gerade  a  heissen  wir 
Erzeugungslinie  und  ihre  beiden  Endpunkte,  beziehlich  ihrer 
Lage  in  beiden  Curven,  correspondirende  Punkte.  Hieraus 
ist  klar,  dass  jeder  in  a  angenommene  Punkt  eine  Normalcurve 
beschreibt. 

Es  sei  (Taf.  III. Fig.  1.) die  Curve LM  mit  der  Ab scissenaxe  ^Y, 
während  deren  Coordinaten  durch  x  und  v  bezeichnet  sein  mögen. 
Ein  beliebiger  Punkt  in  derselben  sei  Jv,  in  welchem  BN=*a 
normal  steht,  so  bildet  die  Verlängerung  NC  die  Normale,  welche 

gleich  ist  y  V  1  +  fyA  Ziehe  ich  BD  und  NE  senkrecht  auf 
AX,   so  wie  ND  parallel  mit  AX,  so  ist  EC  die  Subnormale 


^ycyx,  und  die  Dreiecke  BDN  und  NEC  sind  einander  ähnlich. 
Bezeichne  ich  die  Coordinaten  des  Punktes  B  mit  x'  und  y',  so 
bat  man  folgende  zwei  Proportionen: 


i  VI  +  'dyx2'*y=za:tf'—  y  und  y\f  1  +  dy,*:yotyx  =  a:x'  —  xt 
Voraus  sich  ergibt  : 


i) 

IheU  XIII 


15 


\ 
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2)  (x1  -  x)  V 1  +  fy,*  +  <%,=  0. 

Verbindet  man  hiermit  nocfi  die  Gleichung  der  Urcurve 

3)  y=f(x) 

und  eliminirt  aus  allen  dreien  y  und  x,  so  restirt  eine  Gleichuus 
zwischen  x'  und  y' ,  welches  die  Gleichung  der  Normalcurve  Ut. 

Will  ich  auf  die  Normalcurve  abermal  eine  Normalen^ 
bauen ,  und  zwar  mit  der  gleichen  Erzeugungslinie  a ,  jedoch  rück- 
wärts nach  der  Richtung  BC  genommen,  und  stelle  ich  deren 
Coordinaten  mit  x"  und  y"  vor ,  so  darf  ich  in  den  Gleichungen  l) 
und  2)  dem  a  nur  das  entgegengesetzte  Zeichen  geben,  x  durch 
x' ,  y  durch  y' ,  x'  durch  x"  und  y'  durch  yn  ersetzen.  Ver- 
wechsle ich  hierauf  noch  alle  Zeichen.,  so  habe  ich 

3)  (y-y")Vi+öy..*-ffl=o, 

4)  (x>-x«)  Vl+SyV*  +  <%'*=(). 
Eliminiren  wir  aus  1)  und  2)  Byx,  so  kommt 

und  nehmen  wir  hievon  das  Differential,  indem  wir  einen  neuen 

fanz  beliebigen  unabhängigen  Veränderlichen  annehmen,  so 
ommt 

5)  (y — y)  (By'—By)  +         (Bx1  -Bx)=Q. 


Eliminirt  man  jedoch  aus  I)  und  2)  V*  1+%**,  so  folgt 
selben  Voraussetzung,  aus  der  man  5)  erhalten  hat: 

(y'  —y)  dy  +  (x'  —  x)  Bx  —0 

und  durch  Subtraction  von  5) 

(y-y)V +(*'-*)&*'=<>• 

Die  Division  der  beiden  letztern  gibt 

%=%  °der  %*=%v, 

1 

und  folglich  auch 

Vi+%x»  =  Vi+8yv». 

Zieht  man  endlich  noch  l)  und  3),  so  wie  2)  und  4)  von  einander 
ab,  so  kommt 

y~y"  und  x—xn . 
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Hieraus  folgt,  dass  die  nach  angegebener  Weise  auf  dieNor- 
malcurve  gebaute  zweite  Normalcurve  mit  der  Urcurve  zusammen- 
fallt und  dass  demnach  von  einer  Ur-  und  Normal  -  Curve  jede 
als  die  Normalcurve  der  andern  betrachtet  werden  kann.  Auch 
fallen  die  Normalen  und  Krümmungshalbmesser  beider  für  corre- 
spondirende Punkte  zusammen. 

Während  man  nun  für  die  Urcurve  hat: 

Tangente  —y  >f  l  +  dxf, 
Subtangente  =  ydxy, 

Normale  =  Vl  +  dyj?, 
Subnormale  =  ydy*; 

so  ist  für  correspondirende  Punkte  der  Normalcurve: 

Tangente  =  fo»  (a  +  y  Vi  f  8yx») , 
Subtangente  =dxy  (y+         *  jg J  , 

Normale  =a+jVl  +  8y**, 
|  '  Subnormale  =  dgx  (y+  ■ 

Beide  Curven  haben  dieselbe  Abgewickelte,  und  der  Krüm 
mungshalbmesser  der  Normalcurve  ist  für  correspondirende  Punkte 
um  a  grösser,  als  der  der  Urcurve. 

Als  Beispiel  för  den  Uebergane  von  einer  Urcurve  zur  Nor- 
malcurve mögen  die  Kegelschnitte  dienen.  Ihre  allgemeine  Glei- 
chung ist 

Daraus  ergibt  sich: 

•    '  V=^±^=  und 

» 

Uiess  in  l)  und  2)  substituirt,  gibt 


und 


15' 
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Die  Elimination  von  a:  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen 
föhrt  zu  einer  sehr  combinirten  Gleichung  zwischen  y*  und  st. 

Nehmen  wir  aber  die  Gleichung  des  Kreises  y't+x^r1,  so 
hat  man: 


Dadurch  gehen  1)  und  2)  übet  in: 


™  - 


und  diess  gibt: 


ry'  ive' 
a  +  r'   *-  a  +  r 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung: 

y*  -|-     = r ^,  -  so  kommt  y'a + ar* = (a  -f  r)2. 

Die  Normalcurve  des  Kreises  ist  demnach  wieder  ein  Kreis 
folglich  beide  einander  ähnlich.  Diese  Bemerkung  föhrt  zur  fol- 
genden Untersuchung: 

ß.   Beschäftigen  wir  uns*  mit  der  Frage: 

Welche  Curveo.  liefern  Normalcurven ,  die  ihnen  ähnlich  sind? 

Zum  Behuf  dieser  Untersuchung  darf  man  nur  in  den  Glei- 
chungen 1)  und  2)  y'=cy  und  x'=cx  setzen,  so  hat  man: 

(c  —  \)y  \T  1  +0^— a=0  und 

(c  -  \)x  VT+^H<%*=0 . 

Die  Integrale  dieser  beiden  Gleichungen,  so  wie  die  Elimination 
von  Bys  aus  beiden  liefern  nach  einander: 

.     ZCx  a*-C* 
'     _  "lOy    a*—  C* 


«2 


wo  C  und  C  aus  den  Integrationen  hervorgegangene  Constantefl 
sind. 

Alle  drei  Gleichungen  aber  geben  den  Kreis. 
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Noch  untersuchen  wir,  ob  nicht  die  obigen  zwei  Differential- 
Gleichungen  durch  singulare  Werthe  befriedigt  werden.  Bekannt- 
lich ergibt  sich  der  einer  Differentialgleichung  zukommende  sin- 
gulare Werth  am  Kürzesten  dadurch ,  dass  man  deren  allgemeines 
Integral  in  Beziehung  auf  die  Constante  differentiirt,  und  zwischen 
dem  Integral  und  diesem  Differential  die  Constante  selbst  elimi- 
oirt  Befriedigt  der  aus  der  Eliminationsgleichung  gezogene  Werth 
für  y  (oder  x\  die  Differentialgleichung,  hingegen  das  Integral 
nicht,  so  hat  man  einen  singulären  Werth.  Auf  solche  Weise 
erhält  man:  1 


C=*(c-1)  und  C=y(c-1),  , 
und  ferner  ab  wirkliche  singulare  Wertbe: 

wofern  man  das  positive  Zeichen  für  y  und  das  negative  für  x 
nimmt  Beide  Gleichungen  zeigen  aber  die  gerade  Linie  an. 
Daraus  zieht  man  den  Schluss,  dass  es,  ausser  dem  Kreis  und 
der  geraden  Linie,  keine  Cur ven  gibt,  denen  ihre  Normalcurven 
ähnlich  wären. 

a  — 

C.  Ohschon  die  Gleichungen  der  Normalcurven  meist  von 
«ehr  combinirter  Natur  sind,  so  bietet  deren  Rectification  und 
Quadratur  dennoch  keine  grosseren  Schwierigkeiten  dar,  als  die- 
jenigen der  Urcurven. 

Stellen  wir  uns  zwei  einander  unendlich  nahe  liegende  Krüm- 
mungshalbmesser in  beiden  Curven  vor,  welche  paarweise  einan- 
der decken,  so  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  Urcurve  gleich 

oxo*y — cyc*x 
und  der  correspondirende  der  Normalcurve 

fr» 

dxd*y-~8yd*x~ra; 

wo  s  den  Bogen  der  Urcurve  bezeichnet.  Stellen  wir  nun  durch 
i'  den  correspondirenden  Bogen  der  Normalcurve  dar,  so  bat  man: 

dx&ij-ty&x '  \dxPy—ByPx  +<y  ' 
woraus  sich  ergibt: 
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Nun  aber  ist  —  s~  die  Tangente  des  Winkels  to,  den  die  Nor 
male  mit  der  Abscissenaxe  macht,  d.  h.  tgw^^^» 


cos«?2    -  dy* 
Da  nun  cos  ioa  =      ,    so  ist 

» 

^  dxföy — >dyB2a: 

und  so  hat  man 

d(s'—s)=:adw  und  s'—s  =  aio  +  C. 
Sind  die  beiden  Grenzen  des  Winkels  tc  gleich  te'  und  w",  so  ist 

1)  *'  =  *  +  <*(«/'  — tt>'). 

Es  ist  aber  w"  —  to'  der  von  den  äussersten  Normalen  eingeschlos- 
sene Winkel,  und  «(w*—  V)  ist  der  von  diesem  Winkel  einge- 
schlossene Kreisbogen,  beschrieben  mit  dem  Radius  u.  Hieraus 
ergibt  sich  der  Satz: 

Man  findet  den  Bogen  einer  Normalcurve,  wenn 
man  den  entsprechenden  Bogen  der  Urcurve  um  den- 
jenigen Kreisbogen  vermehrt,  welcher  mit  dem  Radios 
a  in  dem  Winkel  beschrieben  wird,  den dieüussersteo 
Normalen  mit  einander  machen. 

Es  sei  ferner  (Taf.  III.  Fig.2.)  AB  eine  beliebige  Curve,über  welche 
in  ihrem  Mittelpunkt  G  eine  Gerade  CD  normal  dahingleitet,  so 
sei  der  Flächenraum  gesucht,  den  diese  Gerade  CD  in  ihrem 
Laufe  beschreibt. .  Ist  EF  eine  der  CD  unendlich  nahe  Lage, 
so  ist  GH=d$,  und,  weil  CEFD  ein  Paralleltrapez  ist,  indem 
die  Punkte  C  und  D  Normalcurven  beschreiben,  auf  denen  CD 
gleichfalls  normal  ist, 

Flächengehalt  CDFE = ods , 

wenn  man  CD=a  setzt  Diese  gibt  für  den  ganzen  beschriebe 
nen  Flächenraum: 

«(*"-*0, 

wofern      und  s"  die  äussersten  Grenzen  der  Curven  bezeichnen. 
So  haben  wir  den  andern  Satz: 

4 

Gleitet  eine  Gerade  mit  ihrem  Mittelpunkt  normal 
über  eine  Curve  hin,  so  beschreibt  sie  einen  Flächen- 
raum, welcher  dem  Produkt  aus  der  Länge  der  Curve 
und  der  Geraden  gleich  ist- 
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Wenden  wir  diesen  -  Satz  auf  den  zwischen  einer  Urcurve  und 

ihrer  Normalcurve  liegenden,  ringförmigen  Flächeugehalt  u'  an, 

so  werden  wir  eine  in  der  Mitte  liegende  Noriualcurve  annehmen 

(i 

mit  der  Erzeugungslinie  ^  *    Ihr  Bogen  ist 

i 


2 

und  folglich  der  gesuchte  Flächeninhalt: 

2)  tt'=<M+?r  («>"—  w') 


No.  1)  und  2)  lösen  die  Rectification  uud  Quadratur  für  Gren- 
zen, die  in  Beziehung  auf  die  Urcurve  gegeben  sind,  oder  sich 
vermittelst  der  Gleichung  der  Urcurve  bestimmen;  denih  w  und  s 
sind  Funktionen  von  x  (oder  auch  von  y) ,  dem  die  Werthe  von 
tc'  und  w*  und  auch  von  s  für  bestimmte  Grenzwerthe ,  die  wir 
durch  (x)'  und  (x),f  (oder  auch  durch  (y)'  und  (y)")  bezeichnen, 
entsprechen.  Allein  denkt  man  sich  die  Grenzwerthe  (#')'  und 
ix*)"  (oder  auch  (yO'  und  (yO")  der  Normalcurve  g« 'gehen,  so  be- 
nutzt man  äie  Gleichung  A.  2),  nemlich  {x4 — x)  \  1  \  fy/jft-f-ftfy/x 

=0,  [oder  auch  die  Gleichung  A.i),  neml;  (y'  —  y)  Sf  1  -f  dys2  —  a 
=0 J ,  welche  Gleichungen  in  Verbindung  mit  denjenigen  der  Ur- 
curve (x)'  uud  {x)"  [oder  auch  (y')  und  (y)"]  in  (*')'  und  (sTf 
[oder  auch  in  (y')'  und  (y')"l  bestimmen  wird,  welche  Werthe 
dann  nur  in  die  obigen  1)  und  2)  substituirt  werden  dürfen.  , 

•  Will  man  jedoch  den  von  der  Normalcurve,  der  Abscisseh- 
axe  und  den  beiden  Grenzordinaten  (y4)'  und  {t/')n  eingeschlosse- 
nen Flächen  räum 

u"=ABLF  (Taf.  1H.  Fig.  3.) 

bestimmen,  so  wird  man  zuerst  den  Flächenraum  DCMG  der 
Urcurve 

u=fydx 

berechnen,  zwischen  den  oben  bestimmten  Grenzen,  und  hiezu 
«',  so  wie  das  Trapez  AB  CD  addiren  und  das  Trapez  FLMG 
abziehen. 

Man  hat  aber,  wenn  man  die  Subnormalen  zu  Hilfe  nimmt, 

» 

ABCD  =  ABE- CDE=\(y')>dys\_{,Vy  - ^y)"^. 

Ersetzt  man  aber  y*  durch  den  aus  A.  1)  gezogenen  Werth ,  so 
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AßCÜ= 


[(y)'  + 


Eben  so  i^t 

FLMG= 
folglich  Ist '  1 

«"=«  +  «'  + 


2V1  +  a*/x2 


-rrt 


+ 


2 


2^1-,  frA 
■  1 


3 


wofern  im  letzten  Posten  die  Grenze  (x)a  [oder  auch  (y)"]  und 
im  uneiosletzten  die  Grenze  (x)'  [oder  auch  Igf]  genommen  wird. 

D.  Gleitet  eine  Gerade  a  mit  einem  ihrer  Endpunkte 
nach  allen  möglichen  Richtungen  normal  Aber  eine  Flache  hin, 
so  beschreibt  der  andere  Endpunkt  eine  Fläche,  die  wir  Nor- 
mal fläche  heissen,  während  die  erstere  Urfläche  heissen  mag. 


Hieraus  ist  klar,  dass  auch  jeder  Punkt  in  jener  Geraden  eine 
Normalfläche  beschreibt.  Was  man  hier  Erzeugungslinie,  so 
wie  correspondirepde  Punkte  heisst,  geht  aus  den  Erklä- 
rungen in  A,  hervor. 

Die  Gleichungen  der  Normale  einer  Fläche  sind ; 

x"  —  x  \  81,  (* n — z) = 0 

und 

wenn  x",  yw  und  2"  die  Coordinaten  der  Normale  selbst  bezeich- 
nen. Der  Punkt,  in  dem  diese  Normale  die  Coordinaten  -  Ebene 
(x,y)  schneidet,  findet  sich,  wenn  man  2w=Null  setzt,  und  dann 
folgt: 

x" =x-{-z  Big ,  y" = y    zdty . 

Nun  aber  ist  die  Länge  der  Normale  [vom  Punkte  (xyi)  der 
Urfläche  an  bis  auf  die  Ebene  (xy)  gerechnet] 

=  (**-*)*+(»" + 

oder 

I  *  Normale  =  2  V l+az**+&y*' 

L^^r.      demnach  die  correspondirende  Länge  der  Normale  der  Normal 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Normalfläche  mit  x*f  y' 
und  2',  und  stellen  durch  x"  und  y"  die  Coordinaten- des  Punktes 
dar,  in  weichem  die  Normale  die  Ebene  (xy)  schneidet,  so  haben 
wir 

woraus  folgt 

3)  (*'— i)  vTfSzJSTV  —  «=o. 

Durch  gegenseitige  Division  leitet  man  noch  ab: 

Szx  xi. — x 

Quadrirt  man  aber  1),  2)  and  3)  und  addirt,  so  heben  sich 
alle  Partialdi fferentiale  weg,  und  man  bat 

7)  +  + 

Von  den  Gleichungen  4),  5)  und  6)  ist  jede  die  Folgerung 
der  beiden  andern.  Will  man  daher  die  Gleichung  der  Normal- 
fläehe^ herstellen,  so  eliminire  man  aus  1),  2^  und  S)  und  der  Glei- 
chung der  Urcurve,  oder  aus  dreien  der  4)  bis  7)  und  der  Urcurve 
x,  y  und  z. 

Legt  man  durch  die  Erzeugungslinie  a  eine  beliebige  Ebene, 
so  schneidet  sie  dieUr-  und  Normalfläche  in  zwei  Curven,  von  de- 
nen die  erstere  als  Ur-  und  die  letztere  als  Normalcurve  zu  be- 
trachten ist;  und  da  jede  dieser  Curven  als  Normalcurve  der 
andern  angesehen  werden  kann,  so  folgt  daraus,  dass  diese  Tan- 
gential-Ebenen  correspondirender  Punkte  parallel  sind,  und  dass 
.demnach  von  beiden  Flächen  jede  die  Normalfläche  der  andern  ist. 

Die  Gleichungen  der  Normalflächen  stellen  sich  in  der  Kegel 
in  sehr  combinirter  Form  hin.  Jedoch  weisen  die  angegebenen 
Eliminationen  von  x,  y  und  %  für  die  Ebene,  die  Kugel,  den  ge- 
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meinen  (\ linder  und  Kegel,  beziehlich  dieselbe  Fläche  nach.  Die 
Ebenen  können  sowohl  als  bloss  ahnliche,  als  auch  als  congruente 
Flächen  betrachtet  werden,  während  alle  Kugeln  ähnlich  sind. 
Ferner  sind  zwar  gemeine  Cylinder  nur  dann  ärmlich,  wenn  ihre 
Hüben  ihren  Durchmessern  proportional  sind;  allein,  da  die  Glei- 
chung eines  Cy linders  dessen  Höhe  keine  Beschränkung  gibt,  so 
müssen  wir  bei  gegenwärtiger  Betrachtung  Ur-  und  Normalcylin- 
der  als  ähnlich  betrachten.  Um  aber  das  Verhalten  des  Normal- 
kegels zum  zugehörigen  gemeinen  Urkegel  auszumitteln,  stellen 
wir  dessen  einfachste  Gleichung  dar  durch: 

Hieraus  hat  man: 

wodurch  sich  die  Gleichungen  1),  2),  3)  umwandeln  in: 

* 

(:'-2)fr+3*-a=0. 
Aus  der  letztern  ist 

2=  ;    ■ 

und  wenn  man  z  aus  den  zwei  erstem  eliminirt: 

x=x.  r      z'VT+Ä'-a  -i 

i-i'vrrFa5-n(i+^»)-l 

Setzt  man  diese  drei  Werthe  in  die  Gleichung 

2»=  i4*  + 

so  kommt 
wenn  man  setzt: 

Demnach  ist  der  Normalkegel  dem  Urkegel  congruent. 

IHK^l  Digitizod  by  GüOgl 
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£.  Wie  bei  den  Normalcurven ,  deren  Rectification  und  Qua- 
dratur vermittelst  der  Gleichungen  ihrer  Urcurven  .durchgeführt 
werden  konnte,  so  lässt  »ich  für  die  Norraalflächen  deren  Qua- 
dratur und  Cubatur  mit  Hilfe  der  Gleichungeu  ihrer  Urfläche  er- 
mitteln. 

Denkt  man  sich  durch  zwei  einander  schneidende  und  unend- 
lich nahe  liegende  Normalen  der  Urfläche,  und  daher  auch  durch 
die  denselben  correspondirenden  und  mit  ihnen  zusammenfallenden 
Normalen  der  Normalfläche  eine  Ebene  gelegt»  so  schneidet  sie 
beide  Flächen  in  zwei  Curven.  Von  diesen  Curven  stellen  wir  das 
zwischen  beiden  Normalen  liegende  Element  der  Urcurve  durch 
ds  und  das  der  Normalcurve  durch-  dsf,  so  wie  die  respectiven 
Krümmungshalbmesser  durch  r  und  i*  dar,  so  hat  man  offenbar: 


folglich : 


rf*:aY  =  r:r', 


r  r 


weil  r'=a-f-r. 

Euler  und  Monge  haben  zuerst  gezeigt,  dass  man  von  einem 
in  einer  Oberfläche  gegebenen  Punkte  nicht  nach  beliebiger  Rich- 
tung gehen  kann,  um  zwei  sich  schneidende  Normalen  und  folg- 
lich wirkliche  Krümmungshalbmesser  zu  finden,  dass  es  aber  in 
der  That  zwei  aufeinander  senkrechte  Richtungen  gibt,  in  denen 
solches  im  Allgemeinen  der  Fall  ist,  und  zwar  sind  die  beiden 
Krümmungshalbmesser  ungleich  und  finden  sich  vermittelst  der 
Gleichung: 


-  [(1 + kf)  d*zy-2dzsBz,ß*zSf9 + ( 1 -f bgfl  BHs]  r  V  l+di,Hv[  =  0- 

+  (l+**r«+V)«  -  J 

Schlagen  wir  nun  eine  auf  obige  Richtung  senkrechte  Rich- 
tung ein,  und  bezeichnen  die  neuen  Curvenelemente  und  Krüm: 
raungshalbraesser  respective  mit  da,  da*,  q  und  o',  so  haben  wir 
ebenfalls : 

Q  Q 

Diess  gibt  für  das  Flächen-Element  der  Normalfläche: 

**^«.(!±!)(S±1). 

und  für  die  Fläche  selbst: 


Das  erste  Integral  ist  die  quadrirte  Urfiäche ,  die  sich  bekanntlich 
vermittelst  des  Integrals 

■ 

findet,  und  obschon  dsda  nicht  gleich  ist 

m 

so  ist  dennoch 

wofern  beide  Integrale  zwischen  denselben  Grenzen  genommen 
werden.  Denn  steRen  wir  uns  in  der  Oberfläche  einen  Punkt  vor, 
um  welchen  beide  Elemente 

dxdy  V  l  +  öz^  +  fc,*  und  ds  da 
genommen  sind,  und  es  sei 

dsdc=ndxdy\  l+9z,2  +  dzf, 

so  kann  man  sich  för  dieselbe  Region  die  Funktion  ^±£±?  die- 

rp 

selbe  Grösse  habend  vorstellen,  indem  sie  sich  nor  um  unen 
kleine  Zuwachse  verändert,  wenn  man  vom  Element  rfwto 
andern 


dxdy*ri  +  dis*+dzy* 
übergeht,  so  dass  demnach  auch 

s 

Also  bat  man: 

1)  u'= JJ" V  l+BzJ+dz? 


Der  zwischen  der  Ur-  und  Normaltläche  liegende  Korper  bil- 
det eine  Schaale,  und  der  zwischen  den  einander  correspondiren- 
den  Flächcnelementen  ds'dc'  und  dsda  liegende  Theil  dieser 
Schaale  einen  abgestumpften  Keil,  dessen  Hohe  =  a,  und  dessen 
die  parallelogrammen  Grundflächen  einschliessenden  Kanten  ds',  dt 
und  d$,  de  sind. 


Googl 


Für  diesen  abgestumpften  Keil  findet  sieb  aber  der  eubische 
Inhalt 

dv* = g-  a  [tU'CZda' + da) + dt  (2da  +  da*)] . 

■  •. 
Und  setzt  man  hier  wieder: 

d»'=di^  und  d*=d«  — ^ 
und  entwickelt,  so  kommt 

und  aus  denselben  Gründen,  wie  oben  bei  der  Quadratur: 

2)       v'  =  a  ff  irdy  \Tl  +  Bts*  +  dzf 

+  l  a*Jfdxdy  >Tl+dzx*+dz?  ^Lt±t^. 

In  diesem  Ausdrucke  ist  bemerkenswerth,  dass  das  rechte  In- 
tegral einen  prismatischen  Körper  repräsentirt ,  dessen  Grundfläche 
gleich  der  Urfläche  und  dessen  Höbe  gleich  der  Erzeugungslinie 
a  ist. 


Um  r  und  0  durch  ihre  Funktionen  in'  x  und  y  zu  ersetzen, 
hat  man  nicht  noth  wendig,  die  obige,  rund  o  liefernde  Gleichung 
aufzulösen,  indem  sich  unmittelbar  aus  derselben  ergibt: 


^         B2ZxB2Zy  Cßzx^'1 

In  1)  und  2)  kann  man  in  den  meisten  Fällen  vortheilhaft  je 
das  zweite  Integral  in  zwei  zerlegen,  nach  der  Zerlegung  von 


und  von 


rp  rQ  +rp 


3(g  +  r)-|-2fl     3(g+r)  2« 


Für  den  Fall,  dass  dH^P-z?  —  Pix*2  =  0  ist,  ist  einer  der 
Krümmungshalbmesser  unendlich.   Der  andere  dagegen  ist  . 


>d  by  Google 


- 


2J8 


*  ! 

wodurch  die  beiden  Werthe  für  W  und  e'  übergehen  in: 

s 

und 

-  *■ 

Ist  aber  noch  überdiess  '  . 

*  ♦  • 

und  p' 


so  sind  beide  Krümmungshalbmesser  unendlich  gross,  was  i.  B. 
bei  der  Ebene  der  Fall  ist.  In  diesem  Fall  bleiben  von  u' 
nur  die  ersten  Integrale.   Wählen  wir  als: 


I.  Beispiel. 

Die  Quadratur  und  Cubatur  des  gemeinen  Normalkegels. 
.     Die  Gleichung  desselben  ist:  ' 

Da  hier  d9ix  d*zy  —  dhx,y* = 0 ,  so  ist  der  eine  Krümmungshalb  nies 
ser  unendlich,  der  andere  aber  ist: 

Da  man  nun  bat 
so  ergibt  sich: 

Das  erste  Integral  ist  die  Oberfläche  des  Urkegels  und  das  letz- 
tere gibt,  indem  man  zuerst  in  Beziehung  auf  y  Integrirt, 

i 

- 


■  I 

i 

i 
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y— 0  und  y~\[^p  —  x* 

zu  nehmen  ist,  wofern  A  die  Höhe  des  Kegels  vorstellt.  Diess 
gibt 

JJ  V*a+y* 


oder 


■=zaA^j*  <£rlog 


Nun  setze  man  ,a?  =  ^sinA\  so  ist 

A 

c?x=2jCosJTrfA", 

».  ' 
und  unser  Integral  geht  nach  und  nach  über  in: 

=  «AdoJlog  (4^) -ahfdXtAuXh  [t«g(4j^)]" 
=aA8in^lo(?  +  oAX . 

■ 

'Will  man  zuerst  die  halbe  Oberfläche  des  Normalkegels,  so 
nimmt  man  dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  #=0  und  x=0, 
d.  h.  zwischen  £=;0  und  X=n,  und  verdoppelt  es  zuletzt  för  die 
ganze  Oberfläche.   So  findet  sich: 

2  ahn. 

Fügt  maa  das  erste  Integral,  oder  die  Oberfläche  des  Urkegels 
noch  hinzu,  so  hat  man: 

«'=«(ÄVrÄä+A*+2«A), 

h 

wenn  man  den  Halbmesser  der  Grundfläche  -^^R  setzt.  Unter 
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Benützung  der  obigen 
Inhalt  (der  Schaale) 

t>'=a*(R  VTP+X5  -f  ah) . 

■ 

Wir  nehmen  als:  % 


2.  Beispiel. 

- 

Die  Quadratur  und  Cubatur  des  Normal  -Umdrehungsparaboloides 
Die  Gleichung  der  Urfläche  ist: 

- 

1 

Hieraus  ergibt  sich:  * 

8*xjr*=0; 
und  diese  Werthe  liefern: 

**  ~p,[l+P1(*a+ya)]l, 

Wir  haben  uns  nun  mit  der  Entwickelung  folgender  drei  In- 
tegrale zu  beschäftigen: 

Jjf  dxdy  VT+  p*(x* , 

ff,        2-fj>*(x»+y*)     .    "/•/•-    .       ff  dxdy 
JJ  dxdy .  pfj^fj,  oder^  ' 

ff_dxdy_  

Hier  können  wir  für  x  und  y  auf  Polar  -Coordinaten  übersehen, 
und  setzen  wir  den  Radius-Vektor  =n,  so  dass  und 
den  Winkel,  den  derselbe  mit  de*  Äbscissenaxe  macht,  =r,  so 
stellt  sich  die  Gleichung  des  Umdrehungsparaboloides  einfacher 

dar  durch  z=^-p«f. 


UIQIIIZ6<»uy  VjOOQlt 
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Da  sich  nun  das  Flachenelement  dxdy  üurch^ududc  ersetze 
lässt,  so  verwandeln  sich  obige  Integrale  in:  , 


ffudvdv+ffT^> 


ududv 


(l  +  p*w2)i 

Will  man  die  Fläche  oder  den  cubischen  Inhalt  des  ganzen 
ab 
sehen 


Paraboloides ,  so  bat  man  die  Integrale  in  Beziehung  auf  v  zwi* 
sehen  den  Grenzen  ü=0  und  c  — 2rc  zu  nehmen,  und  hat: 


2*  f*  udn  V  l+jt)*u», 
Die  Integrationen  vollziehen  sich  leicht,  wenn  man  setzt: 


1  +  />2t£2  =  t02. 

Ist  nun  die  Hohe  des  Parabotoides  gleich  A,  so  ist 

1 

und  demnach  die  Grenzen  von  u  gleich  0  und  gleich  y  —  •  Aul 

diese  Weise  hat  man: 

» 

^[(l+2PA)*-t], 

Um  die  Oberfläche  zu  haben,  müssen  wir  däs  zweite  Integral 
mit  pa  und  das  dritte  mit  »a«2  multipliciren  und  hierauf  alle  drei 
addiren.   Diess  gibt  die 

Theil  XIII.  16 
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=  2  «  +  2|>Ä)I-1]  +  a(A+o)+t^  log(l+2pA)-  y^=p|  • 

Will  man  aber  den  cubischen  Inhalt  (der  Schaale) ,  so  ist  das 
erste  Integral  mit  a,  das  zweite  mit  <£P<**  und  das  dritte  mit 
j/>2«3  zu  multipliciren  und  hierauf  alle  drei  zu  addiren.  So  kommt 

Cubischer  Inhalt 

=      jAi[(1+2pA)!-l)]+«(A+3  «)  +  iJ'^'+^^-äVT^I ' 

E.  Will  man  aber  obige  Integrale,  statt  zwischen  Grenzen 
von  x  und  y,  zwischen  bestimmten  Grenzen  von  x'  und  y*  ne^" 
mcn,  die  wir  durch  (xj (x4)"  und  (f)',  {tff  bezeichnen,  so  wer- 
den  sich  die  Grenzen  von  x  und  y  darnach  bestimmen. 

Setzen  wir  nun  die  Grenzen  (x')',  (xY  und  ($')',  {y'Y  nach 
einander  bezieh  lieh  in  die  beiden  Gleichungen 


(x'-x)  VT+ä^T&7  +  ^,=0, 

(y' -y)  Vi  +  a***  +  &7  +  «&»=0 ; 

so  »teilen  sich,  mit  Hilfe  der  Gleichung  der  Urcurve,  selbst  weon 
(y1)'  inTunktion  von  (V)  und  (y')"  in  Funktion  von  (xY  gege- 
ben wären,  vier  Gleichungen  zwischen  y  und  x  dar,  und  wir  bezeich- 
nen die  daraus  hervorgehenden  Funktionen  y  von  x  mit 

a)  y  =  P(x), 

b)  y=/*(*),  . 
e)  y=f*{x), 
d)  y 

Sind  (Taf.IIl.  Fig.  4.)  und  ^  F  die  Coordinateoazen  der  Ebene 
(xy),  so  sei  die  Curve  BD  durch  die  Gleichung  a),  EC  durch  b), 
ßC  durch  c)  und  DE  durch  d)  dargestellt  und  das  Viereck  BDEC 
reprfisentirt  die  Grenzen,  zwischen  denen  die  Integrale  zunehmen 
sind.  Verbindet  man  die  Gleichungen  a)  und  c)  mit  einander,  so 
bestimmt  sich  dadurch  der  Punkt  B,  dessen  Abscisse  wir  durch 
Xx  bezeichnen,  a)  und  d)  bestimmen  den  Punkt  D,  dessen  Ab- 
scisse wir  =#2  setzen,  b)  und  c)  bestimmen  C»  dessen  Abscisse 
=xz  und  endlich  bestimmen  b)  und  d)  den  Punkt  E, 

Es  ist  nun  aber  Viereck 
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e)  BDEC—ßDx^  —  CExiXt-BCxlXt  + DEx^. 

Nachdem  nun  eines  der  obigen  Integrale  in  Beziehung  auf  y 
genommen  worden  ist,  wird  man  es  mit  y  =  0  beginnen  lassen 
und  hi  dasselbe  nach  einander  die  Funktionen 

y=f*(x),  y y=f*(x),  y^fH*) 
sobstituiren ,  hierauf  in  Beziehung  auf  x  integriren ,  und 

das  lste  zwischen  den  Grenzen  xx  und  x2, 

das  2te        „   _    „        „       x*  und  a:4. 
das  3te        „      x  „         „      art  und  #3  und 
das  4te         „         „         „        ar.2  und  #4 

nehmerf,  und  dieselben  mit  den  im  zweiten  Theil  der  Gleichung 
e)  enthaltenen  Zeichen-  additiv  zusammensetzen.  Ist  aber  x^x19 
so  muss  Bi>XiX2  negativ  genommen  werden.  Gleicherweise  ändert 
sich  das  Zeichen  von  CEx3x^t  wenn  a-4>ir8. 

Hiedurch  bezweckt  sich  die  Quadratur  eines  Stucks  der  Nor- 
malfläche, welches  von  parallelopipedalisch  aneinandergereihten 
Ebenen,  die  mit  den  Coordinaten-Ebenen  (zx)  und  (zy)  parallel 
laufen,  abgeschnitten  wird. 

Weit  schwieriger  ist  hier  die  Cubatur  auf  solche  Weise,  dass 
dadurch  ein  Körper  bestimmt  werde,  welcher  prismatisch  zwi- 
schen dem  abgeschnittenen  Stück  der  Normalfläche  und  der  Ebene 
(zy)  Hege;  denn  obige  Integrale  geben  noch  immer  einen  Körper- 
theil,  welcher  normal  zwischen  den  correspondirenden  Stücken 
der  Ur  -  und  Normalfläche  liegt. 

Will  man  zu  diesem  Zwecke  nicht  unmittelbar  die  Gleichung 
der  Normal  (lache  bestimmen  und  benützen,  so  handelt  es  sich  darum, 
vier  prismatische  Körperstücke  theils  zu  addiren,  theils  zu 
subtraniren,  deren  .Seitenflächen  senkrecht  auf  der  Ebene  (xy) 
stehen  und  im  Uebrigen  theils  von  der  Ebene  (xy)  und,  dieser 
gegenüber,  von  einer  durch  den  Fortgang  der  Erzeugungslinie  a 
gebildeten  krummen  Oberfläche  begrenzt  werden.  Das  erste  Ge- 
schäft ist,  die!  Gleichung  dieser  letztem  (oder  vielmehr  vier  letztem) 
zu  entwickeln. 

Hiezu  dienen  die  Gleichungen  der  Normale 

.jr*-*  +  a*,<*"-*)=0 

und 

wo  x"9  yn  und  x"  die  Ordinatenwerthe  der  Normale  bezeichnen, 
während  neide  Gleichungen  noch  überdicss  x,  y  und  z  enthalten. 
z  eliminirt  sich  vermittelst  der  gegebenen  Gleichung  der  Urcurve. 
Hierauf  wird  man  nach  einander  die  oben  bestimmten  Funktionen 
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y  ((a),  b),  c)  und  d))  statt  y  Substituten ,  und  zwischen  beiden 
das  noch  übrig  bleibende  x  eliminiren.    Die  Eliminationsgleichung 


wird  dann  jedesmal  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x,  y"  und 
z"  jener  Oberflächen  sein. 

Die  theilweise  Coordinaten  -  Verwandlung  im  obigen  zweiten 
Beispiel  führt  uns  zur  der  Betrachtung  im  folgenden  Aufsatze. 


lieber  gemischte  Coordinaten. 

Von 

— 

Herrn  Brenner, 

Lehrer  zu  Tuttlingen  im  Königreich  Wärtern berg. 


Ks  ist  bei  der  Behandlung  der  Korper,  so  wie  bei  derjenigen 
der  Flächen  und  Curven  des  Raumes,  oft  sehr  zweckmässig,  statt 
der  reinen  rechtwinkligen  oder  statt  der  reinen  Polar -Coordinaten 
ein  Gemisch  derselben  in  Anwendung  zu  bringen.  Diess  kann  ge- 
schehen, wenn  man  die  Axe  z  unverändert  Tässt,  dagegen  statt 
x  und  y  einen  in  der  Ebene  (xy)  liegenden,  bis  an  die  Projektton 
eines  betrachteten  Punktes  gezogenen  Radius  -  Vektor  j  und  den 
Winkel  a  nimmt,  den  derselbe  mit  derAxe  x  macht. 

Die  Formeln  zur  Cubatur  und  Quadratur  der  krummen  Ober- 
flacheu ,  so  wie  zur  Rectiücation  der  Curven  des  Raumes  gestal- 
ten sich  für  gemischte  Coordinaten  wie  folgt. 


l  A.  Cubatur. 

Denkt  man  sich  im  Korper  einen  beliebigen  Punkt,  lässt  des- 
sen Radius -Vector  um  dr,  den  Winkel  a  um  ila  und  %  um  dz 
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wachsen ,  so  bestimmen  die  drei  auf  einander  senkrecht  stehen- 
den Kanten  dr,  rda  und  dz  ein  Parallelepiuedum,  dessen  Inhalt 
r&rdzdx  Kst.    Demnächst  ist  der  cubische  Inhalt  V  des  Körpers 


-fff 


rdrdzda  • 


B.  Quadratur  der  Oberfläche. 

Es  stelle  (Taf.  Iii  Fig.  5.)  BCG  einen  mit  der  Ebene  (xy)  oder  (ra) 
parallelen  Durchschnitt  dar,  in  der  Entfernung  z  des  letztern  von 
\ra),  und  eben  so  C  einen  in  obigem  Durchschnitt  fixirten  Punkt. 
Auch  sei  AXf  mit  der  ursprünglichen  Axe  der  x  parallel,  so  dass 
Z.CAX'r=:a.  Nun  lasse  man  a  um  ilct  wachsen,  so  dass  BAC 
—  da.  Dann  wird  BE— dr  sein,  so  genommen,  dass  z  constant 
gedacht  ist,  wodurch  BE=zBradtt  wird.  Hierauf  denkt  man  sich  , 
z  beliebig  um  dz  wachsend  und  legt  durch  r  und  AC  eine  Ebene. 
Dieser  Schnitt,  so  wie  der  mit  (ra)  parallele  und  von  (ra)  um 
:+dz  entfernte  Schnitt  werden  sich  in  der  krummen  Oberfläche 
in  einem  Punkte  schneiden,  den  wir  D  heissen.  Ziehe  ich  nuu 
von  D  ein  Loth  DD'  auf  AC,  so  stellt  CD*  das  Wachsthum  von 
r  vor,  So  genommen,  dass  nur  z  variirt,  dagegen«  constant  bleibt. 
Demnach  ist 

C/>'=Öradz. 

Das  gesuchte  Elementarparallelogramm  hat  nun  als  Seiten  die  ., 
Linien  \ 

BC=daVr*  +  Brf 

und 

DC-dz  VI+5>*. 

Der  Cosinus  des  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkels  ergibt  sich 
aber  nach  der  sphärischen  Trigonometrie,  wenn  mau  cos BCD1 
mit  cosDCD*  multiplicict.   Demnach  ist: 

coaDCB^co&DCD' .  cos  BCD' 

drt  Bra 


folglich 


I 
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Demnach  das  Elementarparallelogram  selbst 


=  BC.  DC.s\nDCB=da€lz  Vr*(i  +dra») +dra» . 


So  findet  sich  also  die  krumme  Oberdäche 


C,  Rectification  der  Linie  des  Raumes. 


Hier  findet  sich  nur  Eine  unabhängige  Veränderliche,  und  wir 
nehmen  a  als  solche  an.  Die  Transversale  des  Parallelepipedums, 
dessen  Kanten  sind  rda,  dradct  und  dzadat  ist  aber  gleich 


Als  Anwendung  hievon  geben  wir  Folgendes: 

a).  Eine  ebene  Curve  bewegt  sich  mit  sich  selbst  parallel 
nach  einer  auf  ihrer  Ebene  senkrechten  Richtung,  während  sie 
noch  überdies*  um  eine  feste  Axe  rotirt,  so  dass  der  Rotations- 
winkel der  Erhebung  stets  propoitional  ist  und  dass  eben  jene 
Axe  auf  genannter  Ebene  senkrecht  steht.  Es  soll  nun  die  Glei- 
chung der  von  der  Curve  beschriebenen  Oberfläche  dargestellt 
werdeu.  Es  befinde  sich  in  der  Ebene  (xy)  (Taf.HI.Fig.6.)  die  Curve 
/6,  für  welche  die  Gleichung  y=f(x)  gegeben  ist.  Hat  sie  sich 
nun  auf  angegebene  Weise  um  z  über  \xy)  erhoben ,  so  stelle 
LB  ihre  Projektion  auf  (xy)  vor,  so  wie  EX  und  EY  die  Pro- 
jektionen ihrer  Coordinaten- Axen ,  die  mit  der  Curve  rotiren ,  wäh- 
rend wir  die  Axe  z  in  die  Rotationsaxe  verlegen.  Nehme  ich  in 
LB  den  beliebigen  Punkt  C  an,  und  ziehe  das  Loth  CD,  soi 
ist  CD  die  Ordinate  und  ED  die  Abscisse  desjenigen  PunktesJ 
-von  welchem  C  die  Projektion  ist,  und  setze  ich  ED=XuM 
CD=  F,  so  findet  zwischen  X  und  Y  dieselbe  Gleichung  statt, 
'wie  zwischen  x  und  ?/.  d.  h.  man  hat 


da  V  r*  +  dza2  +  dra2. 
Demnach  findet  sich  der  Bogen  unserer  Curve 


Allein  da  ß  dem  r  proportional  ist,  so  setzen  wir  ß—Az  und  habe 
so. die  Gleichung: 


\ 
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y  cos  (Az) — 4;  sin  {Az)  =/[y  zw(Az)  +  x  cos  (Az)  ] 
Setzen  wir  nun 

yzzzramcc 

und 

xzzzrcosa, 

so  nimmt  diese  Gleichung  folgende  Form  an: 

r  sin  («— -  Az)  ==  /[r cos  (a — ^2)  ] . 


I.  Beispiel. 

Setzen  wir  als  Erzeugungslinie  eine  Gerade,  die  durch  die 
Rotationsaxe  geht,  so  ist,  wenn  sie  Anfangs  mit  der  Abscissen- 
axe  selbst  zusammenfallt,  y=0,  d.  h.  Az=a  die  gesuchte  Gleichung 
der  erzeugten  Oberfläche,  und  es  webt  sich  demnach  r  von  z 
und  a  völlig  unabhängig  aus. 

Wollen  wir  nun  zuerst  den  von  unserer  Fläche  begrenzten 
Körper  cubiren,  so  haben  wir 


ho  r  zwischen  den  Grenzen  r=0  und  r~r'  genommen  ist.  Hier- 
auf  kommt 


wo  das  Integral  mit  a=0  beginnt.  Die  andere  Grenze  aber  ist 
azsAz,  und  so  haben  wir: 


wo  auch  hier  das  Integral  mit  2=0  anfängt.  Nimmt  man  eine 
volle  Umdrehung,  so  ist  *=*~j>  and  man  hat 

r%2  1 


also  gleich  der  Hälfte  eines  Cylinders,  dessen  Höhe  =2  und  Ra- 
dius =  r. 

Für  die  Quadratur  der  Oberfläche  ist  die  Formel 
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F= JJ* dadz  Vf^l  +  ar^+ar.» 


unbrauchbar,  weil  für  diesen  Zweck  nothwendig  ist,  dass  «  und 
t  von  einander  unabhängig  sind,  während  irn  vorliegenden  Falle 
r  völlig  unabhängig  ist,  und  zwischen  z  und  «  die  Gleichung  exi- 
stirt  Az=a,  eine  Bemerkung,  die  sich  in  Beziehung  auf  die  Ca- 
batur  nicht  machen  lässt,  weil  hier  dz  im  Innern  des  Körpers 
ganz  beliebig  genommen  ist  und  die  Abhängigkeit  Az=a  erst 
nach  der  Integration  in  Beziehung  auf  a  bei  der  einen  Grenze  zum 
Vorschein  kommt.  Es  ist  daher  nüthig,  die  Abhängigkeit  auf 
eine  andere  Veränderliche,  etwa  auf  z  zu  werfen,  so  dass  als- 
dann r  und  a  als  unabhängig  erscheinen.  Auf  diese  Webe  ha- 
ben wir 

ör,=  ^  und  fr«  =  ^  =  -g^=£;- 
So  bat  man  denn; 

F= ffdadr  \^r*(l+8zr*)  + 

■ 

Nun  aber  ist  8zr=0  und  9z«  = -4»  folglich 



Die  Integrationen  aber  geben: 

wo  C  und  C  die  beiden  eingegangenen  Constanten  siud. 

Für  r=0  ist  auch  der  Fläcbengehalt  =  Null,  und  soll  er  auch 
für  a==0  gleich  Null  sein,  so  hat  man: 

*  ... 

* 

F=^2  [  r  VTmv*  +  \  log  M  -f  Vi+355)] , 

wo  för  eine  ganze  Umdrehung  a  durch  In  zu  ersetzen  ist. 

Verbinden  wir  mit  der  Gleichung  Az=a  noch  r=c,  wo  c 
eine  Constante  vorstellt,  so  haben  wir  die  Schraubeulinie.  Wol- 
len wir  sie  rectificiren,  so  ist 

s- 

dza  =  -^  und  dra=0  , 

- 

daher 
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wenn  *  mit  a=0  anfangen  soll.  Eliminirt  man  A  und     so  kommt 

i=Vr>ßH:2 
und  Air  eine  ganze  Umdrehung 

welches  die  Hypotenuse  .des  rechtwinkligen  Dreiecks  ist,  das  x, 
und  den  Umkreis  des  Cylioders  vom  Raums  r  zu  Catheten  hat. 

*  ■ 

2.  Beispiel. 

Setzen  wir  eine  Gerade,  die  nicht  durch'  die  Rotationsaxe  z 
^eht,  so  können  wir  sie  uns  Anfangs  mit  x  parallel  in  einer  Ent- 
fernung y  =  U  denken.   Alsdann'  ist 


r  — 


sin  (a#—  Jz) 
die  Gleichung  der  Oberfläche. 
Die  Cubatur  gibt  zuerst:- 


■4# 

=^~J  dz[C—  cot(a— 2<2)J, 
wo  C  die  eingegangene  Constante,  oder 

^y**  [coKo'-  ^2)  -  eot(«"  -  Az)  ] , 

wenn  man  dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  a=tf  unda=a" 
nimmt. 

Nehmen  wir  nun  das  Integral  in  Beziehung  auf  *,  so  haben 

wir  '  ' 

»r     «a    ■     I"  sin(a"  —  Az)~\  . 

^=^t,osLifife^b)J+logei' 

wo  C  die  Constante  ist. 
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Soll  der  jüubikinbalt  fiir  z=0  verschwinden,  so  ist 

4  m 

„  sin«"  '  . 

logC=-log^ 


und 


a*  rsina'siD(a'ir  —  Az)~\ 
F=^>QgLSinc^in(«^^)J- 


Dies»  ist  der  cubische  Inhalt  eines  Korpers,  der  einerseits  von 
der  krummen  Oberfläche,  anderseits  aber  von  zwei  parallelen  um 
z  von  einander  abstehenden  Ebenen ,  so  wie  von  zwei  andero  auf 
den  letztern  senkrecht  stehenden  und  sich  unter  dem  Winkel 
in  der  Rotationsaxe  schneidenden  Ebenen  eingeschlossen  ist 


Zur  Quadratur  der  Oberfläche  aber  hat  1nan,  unter  Anwen- 
dung der  Formel 

F= JJ  </arfiVr»(l+^«)  +  ar«*, 


und 


r-sio(«— Az)' 

*  <fcos(g—  Az) 

•  dra~  ~  sin(a  -  Alf 


_Aacos(a — Az) 


Substituirt  man  diese  Werthe,  so  ergibt  sich: 

=  -Ie  J tf*  cotg(«— Az)  V  l+^a^cotg^-^)5 

~^äS  d2l0g  lAacoW"-Az)  +  VI  + AWcatefft  -Az)*]+C. 

Sucht  man  diejenige  Fläche,  die  von  einem  bestimmten  Tbeil 
der  Geraden  erzeugt  wird,  der  beim  Anfang  der  Bewegung  zwi- 
schen den  Grenzen  <*=«'  und  a=  a"  enthalten  ist,  so  ist  obiges 
Integral  zwischen  den  Grenzen  a=«'-f/4*  und  az=z€^-{-Ai  *u 
nehmen  und  dann  kommt: 


uigmzeajpy  v^uu^ic 


F  =i  ai'  [cot«'  VI  +  4*«*  cot«7*  -  cot«"  VI  +  ^«*cot«*] 
v  .  iLpo  Aa  cot*'  +  VH^»  cot^-i 

+  2^  L og  4«  cot«* + vr+^vcot^J 

für  die  Grenzen  2=0  und  2=2'. 

Wird  nun  durch  eine  geradlinige  Figur,  vermittelst  oben  be- 
schriebener Bewegung,  ein  Körper  erzeugt,  so  ist,  wenn  die 
Grundfläche  (eben  jene  Figur)  gleich  €?  gesetzt  wird,  das  Kurper- 
element desselben 

folglich  V=Gz,  wenn  das  Integral  mit  2=0  beginnen  soll. 

Es  folgt  hieraus,  dass  man,  um  den  cubischen  Inhalt 
eines  solchen  Körners  zu  bestimmen,  nur  die-Grund- 
fläche  mit  der  Höhe  mul tipliciren  darf.  Zur  Bestimmung 
der  Oberfläche  jedoch/  dient  obige  Endformel  fiir  F.  Nehmen  wir 
als  Erzeugungsngur  z.  B.  das  gleichseitige  Dreieck,  dessen  Seite 
=9,  und  lassen  sich  dasselbe  um  seinen  Mittelpunkt  drehen, 
so  ist 


2V3 

-  ■ 

Nimmt  man  hierauf  als  erste  Grenze  an  a'=g-,  so  ist  die 
«reite  «"ss^r,  so 


6 

cotga/=  +  V"3  und  cotg«"=—  V*3. 

Hieraus  ergibt  sich  fär  die  ganze  Oberfläche  des  erzeugten  Kor- 
pers nach  einigen  Reduktionen: 

Substituten  wir  aber  dem  gleichseitigen  Dreieck  ein  Quadrat  mit 
der  Seite  g,  so  ist  a  =  |r,  und  nimmt  man af—  j ,  so  ist  a?=~, 
coto'=l  und  cotaw= — 1.     Oiess  gibt: 
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Wollen  wir  aber  eine  Oberfläche- quadriren,  dife  durch  die  Bewe- 
gung einer  ebenen  Curve  erzeugt  tvird,  so  stellen  wir  uns  die- 
selbe, wie  diess  bei  der  Differentialrechnung  immer  der  Fall  ist, 
als  aus  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  geraden  Linien  be* 
stehend  vor,  so  dass  jedes  da'  ein  Stück  derselben  zwischen  sich 
fasst,  indem  wir  uns  die  Curve  in  der  Ebene  (xy)  liegend  vor- 
stellen. 

Die  Formel  * 

F=  \  ai[coto'  Vi  +-A*coto*  -  cota?  V  1  +  Jl«*cota"2] 

z_/     AacoW  +  V 1  +A*a*cot  a'*\ 
2A  \  0g  ^acota'+V  t+^a^cöte^V 

wird  demnach  die  Oberfläche  eines  unendlich  schmalen  (gewun- 
denen) Streifens  der  Oberfläche  geben,  wenn  wir  «,/  —  a>=rfa/ 
setzen,  und  a  die  Entfernung  des  betrachteten  Elementes  der  Curve 
oder  dessen  Verlängerung  vom  Fusspunkte  der  Rotationsaxe  : 
darstellt. 

Setzt  man  aber  in  obiger  Gleichung  a"=<^-f  rf«/,  wo  dcf  das 
Wachsthum  von  a'  vorstellt,  so  entwickelt  sich  als  Differential 
der  Oberfläche,  wenn  wir  auch  von  af  den  Apostrophen  weg- 
lassen ,  •  / 

9 

% 

dF=  za  ^5  V  1  +  ^VcotS .  | 

Will  man  hier  integriren,  so  ist  vorher  nrich  der  Veränderliche  a 
aus  der  Gleichung  der  Curve  in  Funktion  von  a  herzustellen.  Es 
ist  aber  für  jede  ebene  Curve,  deren  Gleichung  zwischen  den 
rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  gegeben  ist, 


Nehmen  wir  als 


3.  Beispiel. 


Einen  Kreis,  der  sich  nach  oben  angegebener  Weise  um 
einen  Punkt  in  seiner  Peripherie  bewegt',  so  ist  dessen  Gleichung 


y*=<2Rx-x* 

und  hieraus 

a  =s — x  s= — r  cos  a  at  —  IRcos  a* 

und  diess  gibt: 


dF=  —IRzda  cot a2  VT-MÄM*cos«4cota2 
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Nimmt  man  das  Integral  hievon  zwischen  den  Grenzen  «=0  und 
und  verdoppelt  es,  so  hat  man  die  ganze  Oberfläche. 

Man  konnte  sich  die  Aufgabe  stellen,  Curven  zu  bestimmen, 
die  das  Integral  der  Oberfläche  in  endlicher  Form  liefern.  Hie- 
dürfte  man  nur  a  so  bestimmen,  dass  der  Ausdruck: 

za  -£%V  t  +  4*a*cota* 


die  verlangte  lntegrabilität  besässe,  wo  dann 

die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  darstellen  würde.  Setzt  man 
z.  B.  a  =  cota  oder  o  =  tga,  so  hat  man 


oder 


und 


<IF=  -  z  cot  a  d  (cot «)  V  1  +  ^4*  cot«4 


xdy — y  _a: 


(»der 


sind  die  Differentialgleichungen  der  zugehörigen  Erzeugungs 
Curven. 

b)  Gleich  zweckmässig  erweisen  sich  gemischte  Coordinaten  fäi 
die  Anwendung  auf  Curven,  welche  auf  gegebenen  Oberflächen 
eine  constante  Neigung  haben* 

Man  stelle  sich  irgend  eine  Curve  des  Raumes  vor  und  lege 
eine  beliebige  mit  {xy)  oder  (ra)  parallele  Ebene  Y'AX*  (Taf.  III. 
Fig.7.),  welche  die  Curve  im  Punkte/2  schneidet,  so  ist  AR  gl  eich  dem 
Radius- Vector  r.  Denken  wir  uns,  von  R  aus  genommen,  ein 
Element  ds  der  Curve,  so  sei  M  die  Projektion  des  andern  End- 
punktes  P  auf  die  Ebene  Y'AX'.  Es  ist  alsdann  PMR  ein  recht- 
winkliges Dreieck,  in  welchem  der  Winkel  PRM  die  Neigung  der 
Curve  ist.   Wir  setzen  tgPRM  =  A. 

w 

Da  nun  PM=zdz  und  RM  =  VW«*  +  dr*t  so  ist 


*  » 


wo  man  sich  nur  Einen  unabhängigen  Veränderlichen,  etwa  a, 
zu  denken  hat,  weil  man  es  mit  einer  Curve  zu  thun  hat. 

Verbindet  man  mit  dieser  Gleichung,  in  welcher  ^ ,  für  con- 
stante  Neigung,  unveränderlich  Ist,  die  Gleichung  der  krummen 
Oberfläche,  so  ist  dadurch  die  gesuchte  Curve  völlig  bestimmt. 


1.  Beispiel. 

Es  stehe  ein  gemeiner  gerader  Regel  mit  seiner  Grundfläche 
auf  der  horizontalen  Ebene  (r<*),  so  isu\  wenn  R  gleich  dem  Ra 
dius  der  Grundfläche  und  h  gleich  der  Höhe,  die  Gleichung  des- 
selben 

Ä(A-z)  =  Är, 
womit  sich  noch  verbindet 

dz  =  AVr*da*  +  dr*. 

hör 

Diess  gibt  82= — g- ,  und  eliminirt  man  dx,  so  kommt 
welches  gibt 

dr  ARBct 


wo  das  negative  Zeichen  genommen  ist,  weil  r  abnimmt,  wenn 
«  wächst   Die  Integration  liefert 

logr=—  Trhi_A2Ri  +  6- 

> 

Nimmt  man  an,  dass  für  den  Anfang,  wo  rs=Ä,  «=0,  so  ist 
Cs=logÄ  und 

.    r   ARa 

oder 

ARa 


=  Re 
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wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen.  Da  r  mir  für  ß—  oc 
gleich  Null  werden  kann,  so  erreicht  die  Curve  die  Spitze  des 
Kegels  nur  nach  einer  iniendlichen  Anzahl  von  Gängen.  *  , 

• 

Die  JRectification  dieser  Curve  aber  vermittelt  sich  durch  die 
Gleichung 

Durch  Elimination  von  r,  dr«  und  &r«  entwickelt  man 

.   _  AR« 

V  h*—A2R?J 

ARa 


* 


Nimmt  man  den  Anfang  des  ßogens  für  a=0,  So  ist 

h 
A 


C=4VTT^ 


und 

ARa 

►  - 

Die  ganze  Curve  ergibt  sich  für  a=z  od,  und  dann  hat  man 

2.  Beispiel. 

< 

Substituiren  wir  dem  Kegel  ein  Umdrehungsparaboloid ,  so 
ist  dessen  Gleichung 

2p(A-2)=r*, 

welche  verbunden  mit 

oz=zA\r^da*+dr* 
die  Gleichungen  der  Curve  liefern. 
Die  erste  gibt 


gj=_  rdr 


folglich 
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woraus  man  ableitet 

ApB«=-yVT*-p*A»- 
Die  Integration  bewerkstelligt  sich  bald,  wenn  man  setzt 

und  so  kommt 

■ 

Soll  für  z  =  0  auch  «=0  sein,  so  ist  r*=2pA  und 
und 


<=  V2ph-p*A*  -  W*~pM* 
eine  Gleichung,  welcher  man  vermittelst  der  Formel 

und  einiger  Reduktionen  folgende  Form  geben  kann: 

tg  (V*ph—p*A*  —  \Tr*-p*A*—  Apa) 
 pA(2ph-r*)  

die  in  Verbindung  mit 

2p  (Ä— z)=r* 

die  Gleichungen  der  Curve  darstellen. 

Da  r  nicht  =  Null  werden  kann,  ohne  dass  obige  Endglei- 
chung etwas  Imaginäres  darbietet,  so  folgt  daraus,  dass  die  Curre 
den  Scheitel  gar  nicht  zu  erreichen  im  Stande  ist.  Der  kleinste 
Werth,  den  man  r  geben  kann,  ist  r~pA,  und  diess  gibt  den 

grossten  Werth  für  z-h—^pA*. 
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Rectificatton  bat  man 
d$ = V  rW  +  dt*  +  dz* 


~  pA 

folglich  ' 


rdr, 


Will  man  $  mit  *=0,  d.  h.  mit  t*z=zipk  beginnen  lassen,  so 
kommt 

i==    ^  (fr*—*)» 
und  nimmt  man  fär  r  den  möglich  kleinsten  Werth  pA,  so  ist 


-  » 

■ 


#    3.  Beispiel. 

Wenden  wir  dieselbe  Theorie  anf  ein  Umdrehun^s  -  Ellipsoid 
an,  dessen  grCsster  Kreisdurchschnitt  mit  der  Horizontalebene 
zusammenfallt         .  ,  s 

Wir  haben  för  die  Gleichung  desselben,  wenn  a  und  b  die 

b2 

beiden  Halbaxen  der  erzeugenden  Ellipse  sind,  r*=o*— xa,  wo- 
mit sich  verbindet 

!  &ÄilW28a»  +  dr*. 

i  1 

Hieraus  leitet  man  ab: 
Setzt  man 

■ 

't*(a*+A*b*)  —  Aty_  % 
6*— r2         ~~X  9 

so  arbeitet  man  sich  leieht  zum  Integral  hin : 


17 
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 -    •     ■■■      ■  ^  ■  -_   

-AH 


tgLV       AW((>*— r2)  Ab      tgL\  ia*+A*b*)(t 


i-M*A*)(«»-r* 
+  C. 

Läset  man  den  Winkel  a  beginnen  mit  r  =  0,  so  hat  man 


-  - 
und  wir  können  unserm  Integral  leicht  die  Form  geben : 

Ab       tgL\  ^(aH^^-^^J  —  tgLlf  rSoH^4)-^ 

o* 

oder  wenn  wir  r2=62  x*2  setzen: 

ar 

«~      ^F"   tgLV  «♦-22(a2+^2)J^'tgLV^«4-22(a2+^2)J 


Auch  hier  erreicht  die  Curve  den  Scheitel  nicht*  indem  sich  dem 

z  kein  grösserer  Werth  geben  lässt  als  z=~T—-a  --—und  demrkein 
*     .  »V  a2+  A%2 

Ab2 

kleinerer  als  r—  , —    » 

a«-M*o2 

« 

Für  die  Rectification  aber  haben  wir 

■ 

oder 

IIS  —       —    ■■    •  .  n — — — -~  j 

Ab        Sf  b^-v^ 

dessen  Integral  ist: 


und 


Lassen  wir  t  mit  «=0  oder  r=6  beginnen,  so  ist  C=  C 
es  ist: 

- 

35i    v*  *-'*=  — j~  x. 

Für  die  ganze  Curve  aber  ist: 
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Für  den  besondern  Fall  ,  dass  da»  Ellipsoid  in  eine  Kogel  fiber- 
geht, deren  Radius  =pÄ,  hat  man  a=6  =  R,  und  die  beiden  Glei- 
chungen der  Curve  sind: 


und 


während 


R 


■  > 

\ 


bleibt.  Für  die  ganze  Cnrve  aber,  wo  s  nur  bis  auf  is^=c^ 
wachsen  kann,  ist 

R 

'-2 


IT* 
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lieber  die  Rotation  eines  Körpers, 
der  nur  in  Einem,  mit  der  fixen  Ro- 
tationsaxe  unabänderlich  verbunde- 
nen, aber  ausserhalb  derselben  gele- 
gen en  Punkte,  gehalten  wird. 

Von 

Herrn  Brenner, 

Lehrer  zu  Tuttlingen  im  Königreich  Würtemberg. 


Essei  (Taf.IH.  Fig.  8.)  die  Rotationsaxe  RT,  der  mit  derselben 
unabänderlich  verbundene  Punkt  G,  so  dass  das  Loth  GT=E 
constant  ist,  und  im  Punkte  G  werde  ein  um  ÄT  rotirender  Kör- 
per gehalten.  Wir  wollen  nun  die  Lage  des  Körpers  bestimmen, 
so  wie  andere,  hieher  gehörige,  Umstände  entwickeln. 

Ich  nehme  G  als  Coordinaten- Anfang,  lasse  die  Axe  der  xy 
nemlich  GXy  mit  dem  Lothe  GT  zusammenfallen,  ziehe  die  Axe 
der  z,  GZ,  mit  der  Rotationsaxe  RT  parallel;  dann  wird  die  Axe 
der  ?/  in  G  senkrecht  auf  beiden  stehen.  —  Hierauf  denke  ich 
mir  im  Körper  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  y  einen  Atom 
.  von  dem  aus  ich  ein  Loth  AB  auf  die  Ebene  (zx)  oder  ZGX 
ziehe.  Vom  Punkte  B  ziehe  ich  noch  die  Lothe  NBO  und  BM. 
so  ist 


* 


BN=x, 
BM=z. 

Ferner  ziehe  ich  noch  durch  den  Körper  die  beliebige  in  der 
Ebene  ZG  TR  liegende  Axe  GH,  auf  dieselbe  das  Loth  BC, 


hierauf  die  Lothe  VF  und  CL,  und  verlängere  MB  nach  D. 
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Hierauf  setze  ich:  i  . 

AC=r, 

i 

so  hat  man: 

^C=rcosir, 
.4Z?=rgintc, 
CJ>= r  cos  10  sin«, 
D  =  r  coste  cos«, 

GL=ZtC08tt, 

CX  — tsina; 

und  hieraus  folgt  für  die  Coordinaten  des  Atoms  A: 

= £  cos«  -f  r  costo  sina , 
t/=rsint€, 

2=  £  sina  —  rcoswjcos«. 

Durch  die  Rotation  entsteht  eine  ron  der  Rotationsaxe  ab 
gehende  Centrifugal kraft,  und  denken  wir  uns  dieselbe  jedem  Atom 
eingeprägt,  so  können  wir  den  Körper,  wenn  und  wofern  er  eine 
gegen  die  Rotationsaxe  unabänderliche  Lage  angenommen  hat; 
als  im  Gleichgewicht  befindlich  betrachten,  indem  sich  dessen 
von  der  Rotation  abhängige  Lage  im  Räume,  wegen  der  constant 
vorausgesetzten  Rotatioosgeschwindigkeit,  leicht  angeben  lässt 

Bezeichnen  wir  diese  Geschwindigkeit  mit  «*  so  ist  die  Cen- 
trilugalkraft  des  Atoms  A 

=zs*.AO  nach  der  Richtung  OA. 

Lassen  wir  r  um  dr,  w  nm  dw  und*  t  um  de  wachsen,  so  kann 
man,  wenn  die  Dichtigkeit  des  Körpers  mit  o  bezeichnet  wird, 
die  Masse  des  Atoms  ausdrücken  durch 

Qrdrdtdw. 

Es  ist  demnach  die  Grösse  der  Bewegung  desselben  nach  der 
Richtung  OA  gleich 

Qa*rdrdcdu>.AO. 

Zerlegen  wir  diese  Kraft  in  ihre  Coraposanteu  nach  den  Axen 
x,  y  und  z,  so  haben  wir 

die  parallel  mit  r  wirkende  Kraft = -^drdedw.cosA  OB 

x=~^Vrfi^rf«<iS^cos«-^«in«oestp), 
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'die  parallel  mit  y  wirkende  Kraft  ss  —  Qyr*drd$dw  sinw, 

99  99         99     *  99  99       =s  Null, 

Dagegen  wirkt  parallel  mit  der  Axe  der  c  die  Schwere  g,  folglich 
ist  die  mit  z  parallel  laufende  Grösse  der  Bewegung 

'  '  i 

t= — gqrdrdedw . 

Endlich  setzen  wir  noch  den  Druck ,  der  in  G  auf  den  Kör- 
per ausgeübt  wird,  parallel  mit  x,  y  und  z,  gleich  u,  v  und  tt>, 
während  die  Coordinaten  dieses  Punktes  alte  gleich  Null  sind. 

Somit  gestalten  sich  die  sechs  Bediogungen  des  Gleichge- 
wichts, wie  folgt; 

Für  die  den  Coordinaten  parallelen  Kräfte  i 

1)  u — o»*  JjJ  rdrd$dw(E~sco8a-^rs\n€tco8to)=zO, 

2)  t>  — o«* J£f  **drdsdm  sinwssO, 

i 

3)  t©— gi)  JJJ*  rdrdtdw^O. 
Ftir  die  Momente: 


r*dr  de  dw  sin  tu  (c  cos«  -f  r  coew  sin«) 

p  *•  - 

—  «  J^j*  r*drd*dm*\xm  (£  —  «  cos«  -» r  sin«  cos«?)  =»  0 , 

5)  «p  /7Y*  rdrdidw  (ecosa  fr  cosw  sin«) 

t/t/t/  !.  •  »/  . 

*- *** <ftc  (w  wo^cosicco««)  (£— fco*«^sio«cos*>=sO , 

6)  #o  Jjy*  r*drdedws\nw 

- 

Nehmen  wir  als  einsiges  Beispiel  eine  cylindrische  Stange, 
deren  Axe  mit  GH  zusammenfällt,  so  sind  die  Integrale,  wenn 
die  Länge  der  Stange  ^f*  und  der  Halbmesser  in  Bezie- 

hung auf  e  zwischen  den  Grenzen  f  — 0  und  in  Beziehung 

auf  r  zwischen  r  =  8  und  r—R,  und  in  Beziehung  auf  w  zwi- 
schen to==0  und  w— 2«  zu  nehmen,  so  dass  alle  Integrationen» 
in  ihren  Grenzen,  von  einander  unabhängig  sind. 
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Man  bat  aber,  zwischen  den  Grenzen  w — 0  und  to — -27t: 

dw  costc  =  «in  w  =:0 , 


f 

■ 

dw  sintc  cos  w  = — =0 } 


dw  sintc  =  —  costc = 0 , 


1  1 

dwcosw2= jsin2tc  +  ;jt0=*r 


Man  wird  daher  alle  Differentiale,  in  welchen  sinus  und  Co- 
sinus von  w  und  deren  Produkte  zum  Vorschein  kommen,  weg- 
lassen und  nur  com*  beibehalten.  Mittelst  dieser  Bemerkung  wird 
□an  bald  haben : 

7)  u  =  gs*R*nl(E  - 1  /  cos  tf) , 

•  * 

»=0,  » 

8)  *>=#o  t&nl  =  dem  Gewicht  der  Stange. 

Die  Gleichungen  4)  und  6)  aber  werden  identisch  Null,  während 
))  liefert: 

9)  6^/cosa-6£«»/sina  +  «VinacoMr(4P-3JP):=0, 

■ 

welche  zur  Bestimmung  von  a  dient 

Ftir  den  Fall,  dass  man  nur  eine  materielle  Linie  im  Auge 
bat,  kann  für  7)  und  8)  R  nicht  gleich  Null  sein,  weil  die  Linie 
»  diesem  Falle  die  wirklich  mathematische  Linie  wäre.  Allein 
}ßht  ist  gleich  der  Masse  der  Längeneinheit,  die  wir  fiir  die 
materielle  Linie  =nn  setzen. 

Hingegen  mnss  in  9)  wirklich  R  — 0  sein,  weil  auch  bei  der 
materiellen  Linie  R  gegen  /  verschwindet.   So  haben  wir  also 
die  materielle 'Linie,  wenn  wir  deren  Länge  =  f  setzen: 

|        10)  u  =  m**r(E— ^fcosa), 

j  • 

11)  w=mgl', 

12)  3#cos« —  3£«*sina  -f  2f  ö2sinacostt:=0. 

Betrachten  wir  aber  den  Fall ,  wo  es  sich  um  einen  auf  einer 
Reifen  mathematischen  Linie  sitzenden  Atom  m  handelt,  so  ha- 

wir  bloss  nöthig,  die  zwei  rechten  Seiten  von  10)  und  11) 
n  Beziehung  auf  /'  zu  differentiiren ,  und  dt  mit  m  sich  ver- 
thmelzen  zu  lassen;  hingegen  12),  welche  bereits  mit  t%  weg- 
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dividirt  worden  ist,  wieder  mit  t*  zu  ,....u.,mu,rn, 
ebenfalls  in  Beziehung  auf  /'  zu  differentiiren»  Auf  solche  Weise 
haben  wir,  wenn  die  Länge  der  steifen  Geraden  =/"  ist: 


13) 
14) 

15) 


«  =  w»a(£- /"  cos«) , 


w=:mg, 

gco8ct-rEo*s\nu  +  /"«2sinacosa=0 


Die  aus  u  und  u>  [13)  und  14)]  zusammengesetzte  Resultante 
niuss  mit  der  Axe  x  den  Winkel  a  machen.  In  der  That,  setzt 
man 

so  entwickelt  sich  hieraus  15).  Diese  Bemerkung  lässt  sich  we- 
der für  die  cylindrisehe  Stange,  noch  für  die  materielle  Linie 
machen ,  denn  dort  würde  jeder  Atom  für  sich  eine  andere  Gleich- 
gewichts -  Lage  annehmen.  Jeder  Atom  stört,  wegen  des  festen 
Zusammenhanges,  den  andern,  und  die  Gesanimtwirkung  ist,  dass 
die  Axe  GH  eben  den,  durch  9)  oder  12)  bestimmten  Winkel  a 
mit  der  Axe  x  macht  Diess  zeigt  sich,  wenn  man  /  oder  /'  etwa 
um  dl  oder  dl1  wachsen  lässt,  und  dabei  zusieht,  ob  dadurch  auch 
a  einen  Zuwachs  erleidet.  Differentiiren  wir -daher  9)  und  12)  in 
\  Beziehung  auf  a,  /  und  /',  so. haben  wir,  wenn  noch  respective 
9)  und  12)  selbst  mit  den  entstandenen  Differentialgleichungen 
verbunden  wird; 


da=dl 


und 


■*  sintt2cos«2(4r8  +  3/ga) 
(\P  '   g  cosa3  -|-  Ea1  sina8 


2a2        sina2  cosa2 
3  "0cos«3  +  /2«2sina3  * 


Diese  Gleichungen  liefern  nur  dartn  da=0>  wenn  entweder 
sina=0  oder  cosa=0.  Allein  9)  und  12)  können  unmöglich  diese 
Werthegeben,  wenn  nicht  einer  der  Werthe  g,l,E>*  derNull  gleich  ist. 
£s  erleidet  demnach  a  für  jeden  Werth  a,  den  die  Gleichungen 
9}  und  t2)  darbieten,  einen  Zuwachs,  wofern  /  oder  /'  einen  sol- 
chen erfahren.  -,  * 

Sehen  wir  jetzt  zu,  unter  welchen  Bedingungen  unsere  drei 
Fälle  gleiche  Neigungswinkel  a  liefern.  Dividiren  wir  9)  mit  6/ 
und  12)  mit  3,  und  vergleichen  hierauf  die  entstandenen  Gleichun- 
gen mit  15),  so  geben  9)  ,  12)  und  15)  denselben  Winkel  «,  wenn 
hat: 


16) 


1  ~     0/   ~~8'~f  / 
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Da  nun  /*  sich  kleiner  ausweist  als  /  und  als  /',  so  folgt  daraus, 
dass  sich  sowohl  in  der  Axe  der  cylindrischen  Stange,  als  auch 
in  der  materiellen  Linie  ein  Punkt  befindet,  der  von  der  Wirkung 


der  übrigen  Atome  des  »Systems  keine  Störung  erleidet,  und  man 
könnte  ihn,  in  Beziehung  auf  dieses  System,  den  Rotations -Mit- 
telpunkt nennen.  Seine  Entfernung  vom  Punkte  G  wird  durch  die 
Gleichungen  16)  und  17)  angegeben. 


> 

Stelleu  wir  nun  eine  Untersuchung  an  über  die  Anzahl  der 
Gleichgewichtslagen,  so  ist  vorerst  zu  bemerken,  dass  man  den 
Gleichungen  9),  12)  und  15)  folgende  Form  zu  geben  im  Stande  isU 

■ 

18)  p-^^tgo  -f-  sina=0. 

Da  nun 

sin«= 


so  entwickelt  sich  die  Gleichung: 

tg«*-2 p-  tg«»+  (£±£=1)  tg«* -2|  tg«  +  £=0. 

Diese  Gleichung  kann  höchstens  vier  Wertbe  fär  tga  liefern, 
and  da  jeder  Werth  von  tgcr  zwei  Werths  fär  a  darbietet,  so 
scheinen  sich  acht  Gleichgewichtslagen  herauszustellen.  Diese 
Verdopplung  röhrt  jedoch  von  der  Quadratur  der  Gleichung  18) 
her,  und  wenn  man  die  vier  Werthe  fär  tga  oder  die  acht  Werthe 
Air  a  aufgefunden  hat,  wird  man  sie  jedesmal  noch  vermittelst 
der  Gleichung  18)  prüfen,  wodurch  sich  vier  als  unbrauchbar  zei- 
gen werden.  Jedoch  gibt  die  Gleichung  des  vierten  Grades  für 
tga  nicht  unbedingt  vier  Werthe,  sie  kann  auch  weniger  liefern, 
und  wir  konnten  nun  aus  derselben  die  Bedingungen  aufsuchen, 
unter  denen  nur  drei,  zwei  und  vielleicht  auch  nur  eine  oder  gnr  keine 
Gleichgewichtslage  existiren  wurde.  —  Alles  dieses  ergibt  sich 
jedoch  vollständiger  nnd  weit  einfacher  ans  der  unmittelbaren  Be- 
trachtung der  Gleichung  18).  Zu  diesem  Behufe  setzen  wir  die 
vordere  Seite  dieser  Gleichung  =  u  und  unterscheiden  aber  die 
vier  Fälle,  in  denen  o  einen  Winkel  im  Umfang  des  ersten,  zwei- 
ten, dritten  und  vierten  Quadranten  bezeichnet  Wir  erhalten 
somit: 

für  den  lsten  Quadranten  u  —  p — o/tga  +  sinor, 
„     „  *  2ten  }>>  qtßa  +  sin«,      t  , 

„     „   3ten  „  —  ?tga  —  sinct, 

„    „   4ten  „         n=|*  +  ?tga  — sin«. 

Indem  wir  uns  nun  <*  von  «=0  bis  tt—ln  wachsend  denken, 


* 

■ 


Digitized  by  Google 


266  * 

4 

«teilen  wir  u  für  jeden  Quadranten  in  dessen  Grenzen  dar,  und 
bezeichnen  diese  Grenzwerthe  durch 

!/<>,  Wt„,  Uxt  Hin,  UtJt. 

Es  ergibt  sich  Jiun  für  den  ersten  Quadranten : 

*    ■"  «|*=—  od.  „  - 

Es  geht  demnach  u  im  ersten  Quadranten  durch  Null  und  zwar 
nur  einmal;  denn  sobald  q tg«  grösser  geworden  ist  als -f- sin«, 
wächst  dasselbe  fortwährend  und  sehr  rasch  bis  auf  oo . 

Für  den  zweiten  Quadranten  ist: 

Also  geht  u  in  diesem  Quadranten  nicht  durch  Null,  weil  es  auch  im 
Zwischenraum  nie  negativ  wird. 

Für  den  dritten  Quadranten  ist: 

M|»=—  OD. 

Demnach  geht  hier  u  durch  Noll,  und  «war,  wie  im  ersten  Qua- 
dranten, nur  einmal. 

EadJicfa  ist  för  den  vierten  Quadranten: 

■ 

■ 

Allein  hier  ist  keine  absolute  Unmöglichkeit,  dass  im  Zwischen- 
raum «  nicht  negativ  würde.  Um  diese  Frage  zu  entscheiden, 
suchen  wir  (für  den  4ten  Quadranten)  das  Maximum  und  Mini- 
mum von  u  auf.   Wir  haben : 

■  • 

woraus 

cosa  =  r/1 . 


Soll  ein  Max.  Min.  stattfinden,  so  muss  demnach  nothwendi« 
?<1  sein.   Setzt  man  aber  den  Werth  cos« =7*  in  u,  so  folgt 
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Ist  nun  die  Grösse  />-(!  —  q\)\  positiv,  so  geht  u  nicht 
Null;  ist  es  aber  negativ,  so  liefert  die  Gleichung  18)  zne 
Werthe  für  «,  aber  auch  nicht  mehr  als  zwei,  weil 

nur  Einen  Werth  haben  kann.    Ist  aber 

/>-(l-?»)l=0, 

so  zeigt  diese  nur  Einen  weitem  Werth  Air  a  an.  Fassen  wir  4as 
Resultat  der  ganzen  Untersuchung  zusammen,  so  haben  wir: 

a)  der  erste  Quadrant  enth&Jt  unbedingt  eine  Gleich- 

gewichtslage; 

b)  der  zweite  gar  keine; 

c)  der  dritte  unbedingt  eine; 

d)  der  vierte  eine,  wenn  pa=(i  — und  zugleich  o/<l; 

„      „      zwei,  wenn  ^<(t— . q\)*  M  „ 

„      „      keine,  wenn  p*>(l  — obschon  auch 
wäre  v<lj 

v 

»      m      jedenfalls  gar  keine,  wenn  q  >  1. 


Ersetzen  wir  p  und  q  durch  ihre  Wertbe,  so  verw. 
die  Bedingungen 


ö>(l-ö*)»  und  q<>l 
für  die  Gleichung 

9)  in  Wg*P<=:>«*[(4P-ZR*)i-@Elp]  wnd  6£/<>4/»-3#2; 
12)   in  V <  => a*[(2Z0»  —  (3£)*]3  und  3E  <>  2/' ; 
15)   in^<=>^[n— £IJa  und  £ < > r. 

■ 

Was  die  wirkliche  Aufsuchung  der  Werthe  von  et  betrifft,  so 
dient  die  seitherige  Betrachtung  sehr  zur  Erleichterung,  und  es 
ist  vorteilhafter,  sich,  statt  3er  Gleichung  des  vierten  Grades 
zwischen  tga,  der  Gleichung  18)  zu  bedienen.  Da  man  weiss,  in 
weichen  Quadranten  diese  Werthe  zu  suchen  sind«  wird  man  bald 
einen  er*  haben ,  welcher  der  18)  beinahe  genügt  Hierauf  wird 
man  denselben  verbessern  vermittelst  des  Werthes 


Für  die  Aufsuchung  der  Werthe  des  vierten  Quadranten  ist 

es,  wofern  ei*  existiren  und,  wofern 

.  * 
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ziemlich  klein  ist,  immer  vortheil  haft,  als  ersten  Näherangswerth 
cosa'  tr  zu  nehmen.  Denkt  man  sich  hierauf  für  «'  einen  Zu- 
wachs n,  so  wird  man  nach  dem  Taylor  sehen  Lehrsatz  die 
Gleichung 

nach  Potenzen  von  h  entwickeln ,  und  zunächst  erhalten : 

*  • 

P- 9tg«' + 8in«- + »(«w-^)-  ^(jjjr  +1)  «in  «•=•• 

wenn  man  sich  mit  der  zweiten  Potenz  von  h  begnügen  will. 
Hier  ist  aber  der  Coefticient  von  h  gleich  Null,  und  ersetzt 
cos«'8  durch  q,  so  kommt 


Ä==  ,  t/ 2  p— •otgq'-Ki"«' 
*  1  3  sin«' 


Der  eine  dieser  Werthe  bietet  die  Correction  für  den  einen  und 
der  andere  für  den  anderen  Werth  von  a'  dar.  Uebrigens  ist  man 
im  Stande,  die  Aufgabe  durch  Construction ,  vermittelst  eines 
Kreises  und  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  zu  lösen. 

Denken  wir  uns  die  Länge  der  cyliudrischen  Stange  oder  der 
materiellen  Linie  von  Null  an  wachsend,  so  werden  die  End- 
punkte aller  dieser  Längen,  das  System  stets  im  Gleichgewicht 
gedacht,  eine  Curve  darstellen.  Das  Gleiche  wird  der  Fall  sein, 
wenn  wir  statt  obiger  Endpunkte  die  Scbwingungsraittelpunkte 
nehmen.  Für  den  Schwingungsmittelpunkt  gehen  aber  die  Glei- 
chungen 9)  und  12)  in  15)  über  und  diese  ist  es,  welche  die  von 
allen  Schwingungsmittelpunkten  beschriebene  Curve  darstellt,  in- 
dem /"  als  Kadius- Vector  angesehen  wird.  Gehen  wir  über  auf 
rechtwinklige  Coordinaten,  so  haben  wir  zu  setzen; 

sina=  p  und  coso=p 

und  haben 

gx — E*zy  +  t2xy = 0 . 


Den  Coordinaten- Anfang  verlegen  wir  in  einen  andern  Punkt, 


x  —  a  +  x', 

wodurch  wir  erhalten: 

(ga  +  H*ab  -  bE**)  +  (g  +  s*b)x  +  +  **xy=0. 

Setzen  wir  a=£  und 
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6=— jj, 


■  - 


so  wird  ' 

Ei 


■  ■  'i 

welches  eine  gleichseitige  Hyperbel  anzeigt,  deren  rechtwinklige 
Coordinaten  zugleich  ihre  Asymptoten  sind;  und  zwar  ist  die  eine 
Asymptote  die  Drebungsaxe-  RT,  während  die  andere  unterhalb 

und  parallel  mit  GX  um  die  Grosse  4  Hegt. 


  ^ 

Will  man  daher  diese  Aufgabe  durch  Construction  losen,  so 
wird  man  vorerst  zwischen  den  angegebenen  Asymptoten  und  ver- 
mittelst der  Gleichung  yx=  ^    eine  Hyperbel  construiren  und 

hierauf  von  G  aus  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  beschreiben  mit 
dem  Halbmesser 

rJE?  oder  ^=|f. 

Die  Punkte,  in  denen  der  Kreis  die  Hyperbel  schneidet,  werden 
die  Gleichgewichtslagen  angeben.  —  Daraus  folgt  wieder,  dass 
es  nie  weniger  als  zwei,,  und  nie  mehr  als  vier  Gleichgewichts- 
lagen geben,  kann.  Auch  lassen  sich  hier  noch  leichter  die  übri- 
gen obigen  Folgerungen  entwickeln. 

Die  Frage  über  das  stabile  und  nicht  stabile  Gleichgewicht 
der  verschiedenen  Lagen  entscheidet  sich,  wenn  wir  die  Unter- 
suchung nur  für  den  Kotationsmittelpunkt  anstellen.  Ist  nun  die- 
ser Mittelpunkt,  den  wir  uns  um  einen  sehr  kleinen  Winkel  |  aus 
dem  Gleichgewicht  gerückt  denken,  der  Punkt  C,  so  wirkt  auf 
denselben  nach  der  Richtung  CL  die  Schwere  g  und  nach  der 
Richtung  FC  die  Centrifugal kraft 

j  "     *  ^FC=«*(£-/''*o8«). 

Zerlegen  wir  beide  Kräfte  nach  der  Richtung  CB,  so  haben  wir 
für  die  auf  C  wirkende  Kraft  (nach  dieser  Richtung) 

g  cosa  —        — /"  cosc)  sin  a . 

4  i 

Folglich  naclji  den  Gesetzen  der  Dynamik: 

m 

1"<P£  +  #costt  —  /"cos«)  sin« =0,  -  ,. 

vro  das  Differential  in  Beziehung  auf  die  Zeit  t  genommen  ist. 
Ist  nun  a?  der  för  das  Gleichgewicht  gefundene  Winkel,  so  ha- 
ben wir 

«'  +  {=«. 


m  ^bigifced  by  Google 


-Wir  können  daher  die  obige  Gleichung  nach  Potenzen  von  | 
entwickeln,  und  wenn  wir  annehmen,  dass  £  eine  sehr  kleine 
Grosse  nie  überschreitet,  alle  höhern  Potenzen  vernachlässigen. 
Auf  solche  Weise  haben  wir,  bedenkend  dass  nach  15) 

g  cos«' — (E — V  cos«7)  sin«'  =0, 

Vd*l  +  J       (cos«*  -  sin«7*)  -  f**cos«'— osin«']  =0;  ; 

Und,  wenn  wir  vermittelst  15)  ü'h*  eliminiren  und 

T/sTn«7cös«1  "~ 


» 


wovon  das  Integral  ist: 

{ =  Csin  (t\TÄ)  +  (\  cos  (t  STA) . 

Da  {  der  Voraussetzung  gemäss  sehr  klein  ist  und  bleibt,  so 
müssen  es  auch  C  und  sein.  Diese  Voraussetzung  rechtfer- 
tigt sich  nicht,  und  |  kann  zu  einer  bedeutenden  Grösse  anwach- 
sen, d.  h.  das  Gleichgewicht  ist  nicht  stabil,  wenn  A  eine  nega- 
tive Grösse  repräsentirt,  weil  in  diesem  Falle  die  trigonometrischen 
Grössen  in  Exponentialgrössen  übergehen. 


Die  Gleichung 


g  cos«"3  -f-  Ea*  sin«'3 
/"sina'  cos«' 


zeigt  aber  flfr  den  ersten  Quadranten  eine  negative  Grösse,  folg- 
lich ist  hier  keine  Stabilität  anzutreffen.  Hingegen  ist  A  für  den 
dritten  Quadranten  positiv,  woselbst  also  eine  stabile  Lage  ist 
Im  vierten  Quadranten  aber  hat 


'*  -  £»*sin«/3 
sin«' cos«' 


Stabilität  ist  demnach  vorhanden,  wenn 
Verwandeln  wir  nun  15)  in 
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und  eiiminiren  aus  dieser  und  aus 


die  tg«',  so  führt  uns  diess  auf 

g*  <*'(!"*-&)»,  .  " 

i 

und  gerade  diess  ist  die  Bedingung,  unter  welcher  fflr  den  vierten 
Quadranten  zwei  Gleichgewichtslagen  existiren.  Daraus  folgt,  dass 
beide  dieser  Lagen  stabil  sind* 

Da  nun  die  oben  dargestellte  Hyperbel  ihre  convexe  Seite 
der  Ümdrehungsaxe  zuwendet,  so  filgt  daraus,  dass  sich  die 
untern  Theile  der  rotirenden  Stange  von'  Ihrer  eigenen  Gleich* 
gewichtslage  so  entfernt  haben,  dass  sie  von  der  Axe  abgewen- 
det sind.  Da  ferner  z.  B.  int  ersten  Quadranten  kein  stabiles 
Gleichgewicht  statt  findet,  so  haben  jene  Theile  das  Bestreben, 
sich  von  der  Axe  noch  mehr  zu  entfernen,  woraus  sich  das  eigen- 
tümliche Gefühl  erklärt,  das  die  Kunstreiter  in  ihren  Füssen  ha- 
ben, deren  Muskeln  von'  einer  Kraft  nach  Aussen  gezogen  werden. 
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Elementare  Darstellung*  der  wichtig- 
sten Eigenschaften  der  gemeinen 

Cycloide. 

(Rcctification  und  Quadratur  derselben). 

Von 

Horm  Professor  Dr.  S  chulz- Straszni  tzki 

a  # 

am  k.  k.  polytechnischen  Institut  zu  Wien. 


- 

Denken  wir  uns  in  Taf.lll.  Fig.  9.  das  regelmässige  Zwölfeck 
OABCDEF5mQlO  auf  der  Geraden  OQ6  gewälzt,  so  dass  die 
Punkte  2,  3,  4,  5,  F  nach  und  nach  in  die  Lage  Q^QsQ^Qs  Qe 
kommen.  Betrachten  wir  während  dieser  Bewegung  die  aufein- 
anderfolgenden Oerter,  die  der  Punkt  O  einnimmt,  nemlich  die 
Punkte  AftMtM« M±M6i  verbinden  wir  diese  Punkte  durch  die  Ge- 
raden OMlt  MiM2,  M^Mi  u.  s.  w.,  denken  wir  uns  zugleich 
ein  zweites  regelmässiges  Zwölfeck  congruent  mit  ersterm,  nem- 
lich OQyNxJ y  denken  wir  uns  dieses  auf  der  Geraden  JN5  j|  OQ* 
fortgewälzt,  so  wird  bei  dieser  Bewegung  der  Punkt  ^  nach  und 
nacnin  die  Lagen  N2NZN±N&  kommen;  denken  wir  uns  auch  diese 
Punkte  durch  gerade  Linien  verbunden.  Wenn  wir  uns  statt  die« 
ser  Zwölfecke  zwei  24Ecke,  48Ecke,  96Ecke  u.  s.  w.  denken,  so 
wird  sowohl  die  gebrochene  Linie  OMyM^M^M^M^  als  die 
ON\  iV»/V8iV4ZV5  sich  immer  mehr  und  mehr  der  Cycloide  nähern. 
Bezeicn  nen  wir  nun  die  Seite  des  Zwölfecks  durch  x, ;  die  Sehne 

»  des  Kreises  d.  i.  ,  B.  BO  durch  H;  die  Sehn,  von  * 
des  Kreises  z.  B.  CO  durch  S,  u.  s.  w. ;  so  hat  man : 

Üfjj/V, = 2*2 ;  MY  N2 = *!  +  *3 ; 


Digitized  by  Google 


273 

t 

Es  sieht  sich  nun  leicht  ein,  dass,  je  mehr  Seiten  das  sich 
wälzende  Vieleck  hat,  um  so  mehr  nähern  sich  ONi  und  -flfiiVj; 
MtN2  und  M21S2;  M2N3  und  JHSN9  u.  s.  w.,  woraus  von  selbst 
folgt,  dass  die  Krümmungsmittelpunkte  der  oberen  Cycloide  eine 
verkehrt  stehende  untere  Cycloide  bilden,  dass  ferner  die  Krum- 
mungshalbroesser  der  obern  Tangenten  der  untern  sind. 

Es  lässt  sich  ferner  leicht  zeigen,  dass  die  Figur 
OJN.N^JS.JS.NiO  mit  Mb  Qb  OML  M2  M3  M±  Mb  und  eben  so 
OQ$JSJSzN%Nv  O  mit  M^EOM^M^M^  congruent  ist. 

Da  nun  OQlz=LÄO  —  slt  QlNx  =  AB=sli  0Nl=B0=s2 
ist;  so  folgt  bOQ^^&ABO; 

Q&zuBC,  Q2N2=BO;  Q.N^CO;  &QlQ2N222&BOC; 
Q*Q,  =  CD,  <?3iV*3  =  60;  Q2N3  =  DO;  ZQ&N^bCOD; 
QzQt=DE,  QtNt=DO;  Q^N^EO;  &QsQ*N^M)OE; 
QtQt^EF,  QbNb=EO;  Q^5=FO;  &QtQbN>\ 


|      Die  Addition  der  letzten  Gleichungen  giebr:  » 

i       OQ5N&N^N3]S2NlO=  OABCDEF=  halbem  Polygone. 

Da  nun  diese  Betrachtungen  gelten,  das  Polygon  mag  noch 
so  viele  Seiten  .haben,  so  gelten  sie  auch  für  den  Kreis.  Wird  also 
0Nb  eine  Cycloide,  so  ist  OQ5Nb  gleich  dem  halben  Erzeugungs- 
kreise ,  dann  wird  OQs  gleich  dem  halben  Umfang  des  Erzeu 
gungskreises,  mit  dem  QbQ6   unendlich  klein  wird,   daher  das 

Rechteck  O705iV6=2fachem  Erzeugungskreise,  daher  ÖJÜVft=^ 
des  Erzeugungskreises. 

Wir  haben  ferner: 

* 


0Nt  +iv1^i+iV'aiv3+^3^4+^^4^ft=^6+^6--^1 


daher. 


d.  h.  die  gebrochene  Linie  ONb=  OF-\-  OE — AO=  Durchmes- 
ser des  umschriebenen,  mehr  Durchmesser  des  eingeschriebenen 
Kreises,  weniger  einer  Seite  des  Vielecks.  Da  nun  diese  Be- 
trachtungen gelten,  das  Vieleck  mag  Seiten  haben  in  was  immer 
Für  feiner  Anzahl,  so  gilt  das  Vorhergehende  auch  für  den  Kreis. 


18 
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%     1  * 

Hier  werden  aber  Durchmesser  des  ^ß^^^^  ^ 
umgeschriebenen  Kreises  einander  .  gleich    uud   die  Seite  w 

schwindend  klein,  daher  die  Länge  von  ON5  **Jj a,.b«  CJ* 
cloide,=  doppeltem  Durchmesser  =  4 fächern  Halbmesser  des  tr- 

zeugungskreises.     ,  . 

Ich  glaube  das  Vorhergehende  kann i  mit  als,.|3ewe*s^e"ep"; 
dass  so  Viele  Wahrheiten  der  hohem  Mathema £ 
chende  Art  einem  grosseren  Publikum  zugänglich  gemacht  wer 
den  knnnen.  Die  Anforderungen  der  Gegenwart  an  die  Lehrer 
der  Mathematik  an  technischen  Anstalten  geben  derlei  Untere 
chungen  einen  Werth. 


Heber  die  Transformation  rechtwink- 
liger (Koordinaten  im  Räume. 

Von 

Herrn  R.  Wolf, 

Lehrer  der  Mathematik  zu  Bern. 


Bekanntlich  ist  die  Transformation  rechtwinkliger  Coordina- 
ten  im  Räume  auf  andere  rechtwinklige  Coordinaten  desselben 
Anfangspunktes  von  vielfacher  Anwendung,  und  die  entsprechen- 
den  Formeln  finden  daher  in  jedem  Werke  über  analytische  Geo- 
metrie mit  drei  Dimensionen  ihre  Ableitung.  Für  denjenigen  *  all, 
wo  der  Winkel  der  Ebenen  JTFund  die  Winkel  der  Axen  JL  mit 
ihreT  Knotenlinie  in  die  Rechnung  eingeführt  werden  sollen,  wer- 
den dabei  entweder  die  Beziehungen  am  Raumdreiecke  zu  üulle 
gerufen ,  oder  dann  wird  das  eine  Coordinatensystem  durch  f er- 
schiedene  aufeinander  folgende  Drehungen  um  die  Axen  nach  und 
nach  in  das  andere  Coordinatensystem  übergeführt.  Die  folgende 
Ableitung  scheint  mir  beiden  angeführten  Weisen  und  namentlich 
der  am  häufigsten  angewandten  zweiten  Ableitungsmethode  ihrer 
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grossem  Uebersichtlichkeit  wegen  vorzuziehen.  Ans  Taf.  IV. 
Fig.  i.,  welche  wohl  keiner  weitern  Erläuterung  bedürfen  wird, 
lassen  sich  unmittelbar  die  Beziehungen 


a'stiCosp  +  tSingr,  y'=ttSing>— <Cos<p 

x' =*Coed-f  *Sin0,  f  =xSinö -«Cosfl 

w  =a:Cos^-f-ySin^,  i=yCosip — arSinty 

abschreiben,  und  aus  diesen  folgen  durch  Elimination  von  s9  t,  u. 
sofort  die  verlangten  Transformationsformeln : 

.  x*  =  (Cosqp  Cosi//  -f  Sing?  Simf>  Cos6)  x 

+  (Sin^Cosqpr— Cost^Sin^Cos^-hSind  Sinp.x, 
I  y=(Cos^Srag>— Sin^Cosg>Cos0):r 

+  (SinqpSimf;  +  Cos?  Cosi/;Cos0)      Siu0  Cosg? .  2 , 
zf=z — Sint/;  Sinö .    +  Cos  Sind .  y  +  Cos0 .  z ; 


aus  denen  sich  theils  unmittelbar,  theils  durch  Vergleichung  mit 
den  aus  der  Proiectionslehre  hervorgehenden,  die  neun  Winkel  der 
Axen  enthaltenden  Transformationsformeln ,  die  bekannten  Bedeu- 
tungen und  Eigenschaften  der  neun  Coeffizienten  auf  die  leichteste 
Weise  ergeben. 


18* 
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lieber  die  Relation  zwischen  den  nenn 
Cosinus,  durch  welche  die  gegenseitige 
dage  zweier  rechtwinkliger  Coordi- 
naten  -  Systeme  bestimmt  wird. 

VOD 

Herrn  L.  Schläfli, 

Privatdoceoten  der  Mathematik  zu  Bern. 


Wenn  wir  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P  in  Be- 
ziehung auf  das  erste  System  mit  x,  y,  z  und  in  Beziehung  auf 
das  zweite  mit  x' ,  y' ,  z'  bezeichnen  und  vorerst  nur  die  Ebenen 
xy  und  x'y'9  deren  Durchschnitt  oder  die  Knotenlinie  und  die 
Lage  der  positiven  Hälften  der  Axen  der  x  und  x*  in  der  An- 
schauung behalten,  so  sehen  wir  sogleich  ein,  dass  die  Lage  des 
zweiten  Systems  gegen  das  erste  durch  drei  Grössen  vonstän- 
dig bestimmt  wird.  Diese  sind  t°.  der  Winkel  zwischen  der  Axe 
der  x  und  der  Linie  des  aufsteigenden  Knotens  oder  die  Länge 
des  aufsteigenden  Knotens  in  der  Ebene  xy ;  2°.  die  Neigung  der 
Ebene  x'yf  gegen  die  Ebene  xy;  3°.  der  Winkel  zwischen  der 
Knotenlinie  und  der  Axe  der  x'.  Mittelst  dieser  drei  Grossen 
können  die  Cosious  der  neun  Winkel,  unter  denen  die  Axen  des 
zweiten  .Systems  gegen  diejenigen  des  ersten  geneigt  sind,  trigo- 
nometrisch angegeben  werden ;  und  aus  diesen  trigonometrischen 
Ausdrücken  ergeben  sich  sodann  durch  einfache  Rechnung  die 
bekannten  21  Relationen  zwischen  den  neun  Cosinus.  Mein  Freund, 
Herr  Wolf,  der  bei  seinem  Verfahren  der  Transformation  der 
Coordinaten  diesen  Weg  eingeschlagen  hat  und  ohne  successiver 
Operationen  zu  bedürfen  an  einer  einzigen  Figur  alle  drei  Trans* 
formationsformeln  nachweist,  hat  mir  nun  durch  Mittheilung  seiner 
Methode  Veranlassung  gegeben,  denselben  Gegenstand  auch  von 
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rein  analytischen  Seite,  wo  er  mit  der  Theorie  der  Elimina- 
tion bei  linearen  Gleichungen  im  Zusammenhange  steht,  darzu« 
stellen. 

Wenn  nämlich  die  trigonometrische  Behandlung  den  Vortheil 
gewährt,  dass  bei  derselben  gerade  nur  so  viele  Grössen  ge- 
braucht werden  als  die  Natur  des  Gegenstandes  erfordert,  so 
thut  sie  dieses  nur  auf  Kosten  der  Symmetrie,  insofern  es  ihr 
nicht  gelingt,  drei  unter  sich  unabhängige  Grössen  aufzufinden, 
durch  welche  die  oft  erwähnten  neun  Cosinus  sich  sämmtlich  auf 
gleich  massige  Weise  ausdrücken  Hessen.  Um  diesen  L  ebelstand 
fühlbar  zu  machen,  brauche  ich  nur  darauf  hinzuweisen,  dass  die 
Azen  der  z  und  z'  anders  als  die  übrigen  Axen  behandelt  wer- 
den. Will  man  dagegen  die  Symmetrie  nicht  verlieren,  so  muss 
man  es  aufgeben ,  in  den  Formeln  die  drei  unabhängigen  Grössen 
expücite  vor  sich  zu  haben. 

Ich  setze  folgende  zwei  Sätze  als  bekannt  voraus : 

1°.  Wenn  a,  6,  c  die  Cosious  der  drei  Winkel  sind,  welche 
irgend  eine  Gerade  mit  den  drei  Coordinatenaxen  bildet,  so  ist 

a*  +  6*  +  c*=l. 

2°.  Wenn  zwei  Gerade  mit  den  Coordinatenaxen  resp.  Win- 
kel bilden,  deren  Cosinus  a,  6,  c;  af,  //,  c'  sind,  so  ist  der  Co- 
sinus des  von  beiden  Geraden  eingeschlossenen  Winkels 

« 

Nun  seien  at  6,  c  die  Cosinus  der  drei  Winkel,  welche  die 
Axe  der  x4  mit  den  Axen  der  x,  y,  z  bildet,  und  ebenso  seien 
die  Richtungen  der  Axen  der  z'  in  Beziehung  auf  die  Axen 
des  ersten  Systems  durch  die  Cosinus  n',  b' ,  &;  a" ,  6",  c"  be- 
stimmt, so  dass  man  dnrch  Projection  der  aus  den  neuen  Coor- 
dinaten  x1 \  y4,  z*  zusammengesetzten  gebrochenen  Linie  auf  die 
drei  ursprünglichen  Coordinatenaxen  die  Trans formationsformelo 

x=ax4  +  a'y' +  a"z'  \ 
y=bx'+b'y4  +  b44z'  l  (1) 

z=cx'  +  c,y'+c"z*  ' 

■      •  < 

erhält.    Vermöge  des  ersten  vorhin  angeführten  Satzes  hat  man 
die  drei  Gleichungen 

a*  +  6»  +  c»=l,\ 
a,a+6'MV*==l,  J  (2) 


•)  Von  eben  so  häufiger  Anwendung  all  diese  beiden  Sätze  ist  die 
«er  dritte:  Wenn  X,  p,  S;  X',  y\  %*  die  Projectionen  zweier  begränzten 
Geraden  sind,   so  sind  y*'  —  y'*,  zx*  —  %*x,  xy'—x'y  die  Projectionen 
des  von  denselben  gebildeten  Parallelogramm«  auf  die  drei  Coordinaten- 
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und  vermöge  des  zweiten ,  da  die  drei  Axen  der  af ,  tf,  i'  sich 
rechtwinklig  schneiden  sollen, 

a"a  +  ö"6+c"c=0,  \  (3) 
aa'  -f  66'  +  cc'  =  0; 


also  im  Ganzen  6  Bedingungsjjleichungen  zwischen  9  Grössen. 
Wenn  nun  keine  dieser  6  Gleichungen  eine  nothwendige  Folge 
der  übrigen  ist,  so  bleiben  nur  drei  unabhängige  Grössen,  und 
sechs  von  den  neun  Cosinus  sind  jeweilen  durch  die  drei  .übrigen 
bestimmt. 

Da  das  erste  Coordinatensystem  ebenso  auf  das  zweite  be- 
zogen werden  kann,  wie  dieses  auf  jenes,  so  ist  klar,  dass  die 
angeführten  6  Bedingungsgleichungen  noch  die  6  folgenden  zur 
notwendigen  Folge  haben  müssen: 

• 

a*+a'*+a"»=],  etc.         6c+6V  +  A"c"=0,  etc. 

Es  entsteht  daher  die  Aufgabe,  dieses,  was  geometrisch  a  priori 
eingesehen  wird ,  noch  analytisch  nachzuweisen.  - 

Wenn  "man  die  drei  Gleichungen  (1)  der  Reihe  nach  mit  a, 
b,  c  mulliplicirt  und  addirt,  so  ergiebt  sich  unter  Berücksichti- 
gung der  Relationen  (2)  und  (3) 

x*  —  evr  +  by  -\-  cz ,  etc. 

Durch  das  gewöhnliche  Eliminationsverfahren  ergiebt  sich 

6V  — 6  V    .  Ca"  —  c"a'    Co"  —  a"o7 

*  =  — £ —  — £ — y+  — — etc- 

wo 

A  =  ab  V  +  a'b"c  +  a"bc' — ab"c' — a'  6c"  -  a"6'c 

die  unter  dem  Namen  der  Determinante  bekannte  Function  der 
neun  Cosinus  a,  6,  c,  a!  etc.  ist,  welche  die  Eigenschaft  hat, 
durch  jede  Permutation  zweier  Buchstaben  (oder  auch  zweier 
Accente)  in  ihren  entgegengesetzten  Werth  (iberzugehen.  Man 
hat  also 

6'c"  — 6"c'  =  aA,  c'a"  —  &'a'  =  b&,  a'b"— a"6'=cA,  \ 
b"c  -  6c"  =  «'A,  c"a  -ca"  =  6'A>  a"6  —  ab"  >  (4) 

6c'  -  6'c  =a"A»  ca'  -c'a  =  6"A,         a'6  =  c"A.  J 

Quadrirt  man  die  beiden  Seiten  jeder  in  der  ersten  Horizontal- 
reihe  enthaltenen  Gleichung  und  addirt,  so  ergiebt  sich  mit  Rück- 
sicht auf  die  identische  Gleichung 
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(6  V  -  b  V)*  +  (cV'  -  c"a<y*  +  W  -  «"6')* 
=  («*  +  fr*  +  c*)  («'*  +  6"*  +  c"*)  -  (aV  +  6'6"  -f  c'c")* 

* 

vermöge  der  Relationen  (2)  und  (3) 

1=A2  .  (5) 

Also  ist  entweder  A=l  oder  1.    Nimmt  man  an,  das 

zweite  Coordinatensystem  sei  so  beschiifferi,  dass,  wenn  die  po- 
sitiven Axen  jer  ar,  mit  den  positiven  Axen  der  x9  y  resp. 
zur  Coincidenz  gebracht  werden,  dann  auch  die  positive  Axe  der 
mit  der  positiven  Axe  der  z  und  nicht  mit  aer  negativen  zu- 
sammen falle,  so  dass  gleichzeitig  a=6'=c"'i=l  wird,  während 
die  sechs  übrigen  Cosinus  verschwinden,  so  wird  A=l« 

Wenn  wir  nun  die  in  der  ersten  Verticalreihe  (4)  enthaltenen 
Gleichungen  resp.  mit  o,  o',  a"  multipliciren  und  addiren,  so  be- 
kommen wir:  A  =  (aa  +  «/*+ö"a)A»  •  v 

9  m 

J  ,       «*+a*+a"*  =  l,  etc.  (6) 

Multipliciren  wir  dagegen  dieselben  Gleichungen  mit  6,  6',  6"  und 
addiren,  so  ergiebt  sich  0=(aö  +  a'b'  M"6")A>  also 

o6+aW«"^=0,  etc.  (7) 

Hiemit  sind  diese  sechs  neuen  Relationen  (6)  und  (7)  als  not- 
wendige Folge  der'  ursprunglichen  (2)  und  (3)  nachgewiesen. 


Merkwürdiger  Weise  kommen,  unbeschadet  der  Symmetrie, 
drei  unabhängige  Grössen  ungezwungen  zum  Vorschein,  sobald 
man  die  Differentialien  der  neun  Cosinus  a>  6,  c,  a',  etc.  be- 
trachtet. 

Die  Gleichungeo  (6)  und  (7)  differentiirt  geben 
*   ada+a'da'+a"da"=Qi  etc. 
adb + afdb'  \  af'db"-—  (bda + Vd*1 + W) ,  etc. 

* 

Man  darf  daher  setzen 

qdt=cda^&da^&'dattz=z^(adc-i-afdct^a,,dc,/)  [  (S) 

wo  dt  das  Zeitelement  und  p,  qt  r  die  drei  neu  eingeführten  Un- 
abhängigen bezeichnen.  Aus  den  drei  Gleichungen 


280 

■ 


ada+  u'da'  +  a"da"z=zü, 
bda  +  b'da'  +  b"  da"  =  -rdt, 
cda  +  c'da1  +  c"da"  =zqdt 


ergiebt  sich  durch  Elimination 


(9) 


Denkt  man  sich  nun  einen  Punkt  P,  der  seine  Lage  gegen 
das  zweite  Coordinatensystem  nicht  ändert,  für  den  also  x',  xj, :' 
constant  bleiben,  während  dieses  zweite  Coordinatensystem  selbst 
sich  beliebig  um  seinen  festen  Ursprung  herumdreht  und  dadurch 
seine  Lage  gegen  das  feststehende  erste  Coordinatensystem  fort- 
während verändert,  und  betrachtet  dann  die  momentane  Bewe- 
gung des  Punktes  P  in  Beziehung  auf  dieses  erste  Coordinaten- 
system, so  geben  die  differentiirten  Gleichungen  (1),  wenn  darin 
für  da,  da'  etc.  obige  Ausdrücke  substituirt  werden: 


Diese  Gleichungen  zeigen  1°,  dass  die  Gerade,  deren  Projektio- 
nen auf  die  festen  Coordinatenaxen  dx,  dy,  dt  sind,  d.h.  das  vom 
Punkte  P  durchlaufene  Wegelement,  auf  den  beiden  Geraden, 


element  an  Grosse  gleich  ist  dem  Parallelogramm,  welches  die 
Geraden  (pdt,  qdt,  rdt)  und  (x,  y,  z)  zu  Seiten  hat 

m 

*  t  ^ 

Denken  wir  uns  nun  die  von  der  Lage  des  Punktes  P  unab- 
hängige Gerade  (pdt,  qdt,  rdt)  als  vom  Ursprung  ausgehend  nnd 
nehmen  dieselbe  als  Grundlinie  des  Parallelogramms  an,  so  ist 
dessen  Hube  zugleich  die  Entfernung  des  Punktes  P  von.  der 
verlängerten  Geraden  (pdt,  qdt,  rät).  Folglich  ist  das  vom  Punkt 
•P  durchlaufene  Wegelement  1°.  senkrecht  zu  der  durch  P  und 
die  Gerade  (pdt,  qdt,  rdt)  gelegten  Ebene;  2°.  ist  dasselbe  an 
Grosse  gleich  dem  Producte  seiner  Entfernung  von  der  zuletzt 
genannten  Geraden  und  einer  von  der  Lage  des  Punktes  P  un- 
abhängigen Grösse,  der  Grundlinie  (pdt,  qdt,  rdt)  jenes  Paralle 


dx  dy  dz 

7-«S-*y.  ft  =  rX-pi,  Jt=Vy-qx.  (10) 
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momentane  Drehungsaxe  und  ihrer  Grosse  nach  die  mo- 
mentane Drehung  des  zweiten  Coordinatensystems  dar.  Die 
drei  in  obigen  Differentialgleichungen  auftretenden  '  unabhän- 
gigen Grössen  p,  g,  r  zeigen  also,  als  Projectionen  einer 
vom  Ursprung  ausgehenden  Geraden  aufgefasst,  die  Rieh* 
tung  der  momentanen  Drehungsaxe  an,  während  die  zuletzt  ge- 
nannte Gerade  selbst  an  Grösse  der  momentanen  Winkel- 
geschwindigkeit gleich  ist  In  Betreff  des  Sinns  dieser  letz- 
tern ist  zu  merken,  dass  wenn  p  positiv  ist  und  g,  r  verschwin- 
den, so  dass  die  momentane  Drehungsaxe  mit  der  positiven  Axe 
der  x  zusammenfallt,  dann  die  Drehung  von  der  Axe  der  y  gegen 
diejenige  der  z  hin  erfolgt,*  was  aus  den  Gleichungen  (10)  zu  er- 
sehen ist 

(Man  vergleiche  die  hier  am  Ende  gegebene  Darstellung  mit 
derjenigen  in  Poissons  Mechanik  Nr.  406  und  mit  Littrows 
Astronomie  III.  S.  86-90,). 


\ 


Heber  die  Bestimmung  von  £(n)<p(*)  unter 
einer  bestimmten  Voraussetzung.  Be- 
weis des  Satzes,  dass 

£(uo  +  ux  +  tt*  + ....  in  inf.).=  ^«0  +  2:11!+....  in  inf. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Vorstand  der  höhern  Bürgerschule  zu  Euenheim. 


Sei  tp{x)  eine  Funktion  von  x  so  beschaffen,  dass 

<p(x  +  h)  =  <p{x),  (l)  • 

« 

entweder  in  Folge  der  Form  der  Funktion  <p(x),  oder  des  be 
sondern  Werthes  von  A,  so  lässt  sich  die  Grösse 

&*)<p(x), 
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worin  2  das  Zeichen  der  endlichen  Integration  ist, 
wenn  A  die  Differenz  bedeutet. 

Uin  diesen  Ausdruck  ableiten  zu  können,  wollen  wir  zuerst 
an  einige  andere  Sätze  erinnern.   Man  findet  nämlich 

(x  —  a)(x — a — A)  ....  (a?  —  a — rh) 
*  ].2.3.~.(r  + 


(ar-f A— a)(x—a) ....  (z—a—r—lh)  {x—a)(x—a—h)...(x—a~rh) 
1.2....(r+l)Ä'+1  1.2...(r+l)A»'+1 


(x—a)(x—a—h)  (x-a-r-U) 

1  •  2.......  tIit 


y 


also 

(a?— o)  (x — o — A)  (x  —  a — r —  1A) 

£  1.2  rhr 

(x—a)(x—a—li)  (ar— q— rA)  ^ 

—  i.2.....(r+l)A'+i  '  W 

Unter  Voraussetzung  der  Gleichung  (1)  ist: 

a           a?-f- A— q              ar  —  a  ' 
J -j-  q>  (x)  =  £  9  (ar+A)  a>  (.t) 

* 

x  -J-  A — a  x — q 

also  ist 

x  —  a 


£<p(x)=Co  +  —r-<p{x),  (3) 


worin  Co  und  n  willkührlich  sind.  Hieraus  kann  man  leicht  wei 
ter  schliessen.   Es  ist  nämlich,  unter  der  Voraussetzung  (1): 


(x—a)  (x—a-h)  (x— a~rh) 

A   1.2  (r +!)*+*  

_  (x — a)  (ar—q— A) ......  (ar~q— r—1  A) 

1.2  •••»••  Thr 

■ 

also 

m 

q)(ar— 'q— A)  a— r — 1A)    .  . 

•   *  —  1.2  rhr  —  9>(*) 

 Qg — c)(d?-— q— &)  (x—a-rk)  . 

1.2.  (r+l)A^  (4) 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  (3)  an,  so  erhält  man: 
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ta  +  M) — jj —  +   |   , 


Hieraus  wieder: 

■ 

(x  -  o)  (g — a— A)  (g— a— 2A)  _ ,  ^ 
+  1.2.3A»  »W» 

und  allgemein :  .  • 

(jt)=  Cm-i  +  CW-2    £    +       -3  1.2.A2  ^  ' 


r>  t^—g)  0? — o— ^A)  (ar— a— m—2A) 

+  1.9  (m-l)A»- *  » 


a  (.x  — a)  (z— a— A) . ...  (ar— a— m— 1  h) 

Da  a  sowohl,  ate  Q>,  Ci,...CW-i  wülkfihrlich  sind,  so  hat  man 
(Tenbar : 


5vm)  m     —  (*-*)      fl— A)  ....  Qr-a— m-lA) 
^  9  (*)-  :       J.2......mA-  * {X) 

* 

*  ♦ 

worin  a,  a0,  alt  Om-i  völlig  willkührlich  sind. 

Eine  Funktion,  welche  der  Gleichung  (1)  genügt,  ist  z  B. 

QfCX  "  2 TM? 

a)(or)=sin— j-  oder  cos-^--# 


oder  allgemeiner 


.  2*m?  2nx 

g?(o:)=:^(sin-j-,  COS  -j-) 


Also  ist 

£(m)  yjf  (sin  -  j-  >  COS  -j-J 


— a — -A).  (x—a — ra — 1A    ,  .  2nx  *2nxK 

  1.2......mA"«  *<«T'  C08")T) 

+ü0+a1ar+.-+««-i^',,:-1.  (7) 


1 


Uiq 
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Eine  Funktion,  die  der  Gleichung  (1)  genügt,  ist  ferner 

<p(x)=8inx  oder  coax, 

allgemeiner 

- 

<p(x)=:'^(a\nx,  coso;), 

für  A=2r*c,  worin  r  eine  ganze  Zahl  ist.  Demnach  bat  man,  für 
die  Differenz  2rn: 

w^..:-/^    (*—g)  (x-g-h) ....  (x  a  m—l h) 
2W8In(*)=  1.2  mA»  *ina: 

+  <r0  +  «i*  +  +  am_1a:— »,    (8)  (A=2r*) 

U.  S.  I. 

Für  eÄ=l  ist  ebenfalls  e*  eine  solche  Funktion. 

Mit  Hülfe  der  vorstehenden  Resultate  kann  man  leicht  einen 
wichtigen  Satz  beweisen.  Ist  nämlich  die  ins  Unendliche  fort- 
laufende 


a0 + «i  x  \  a^c2  -f  +  ümX™ +  = f(x)  (9) 

konvergent,  so  ist 

2f{x)= Z(o0+alx+a2x*+  )=a0£l+al2k  +  aaÄr*+   (10) 

Man  braucht  offenbar  nur  zu  beweisen,  dass  die  Gleichung 

2(a0  +  alx+....-tamx>*)=u0£l  +  ali:x+  +  am2x~,  (tl) 

die  für  jedes  endliche  m  gilti  auch  fär  ein  ins  Unendliche  wach 
sendes  m  gilt. 

Es  ist  offenbar 

wie  gross  auch  m  sei.   Kann  man  nun  beweisen, 
Voraussetzung,  die  Reihe  (9)  sei  konvergent, 

2(am+iXm+l  +  OTrt+2^n,+a  +  ....  in  inf.) 

sich  der  Null  unbegrenzt  mit  wachsendem  m  nähere,  so  ist  der 

Satz  bewiesen. 

Nun  ist,  für  ein  grosses  m,  weil  (L)  konvergent  ist, 

> 

am±iXm+l-\-am+*xm+2  +      in  inf.  s=^(^) 
kleiner,  als  jede  angebbare  Grosse.   Liegt  nun  x+k  innerhalb 


V  * 
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der  Gränzen,  zwischen  denen  die  Reihe  (9)  konvergent  ist,  so 
wird  offenbar 

- 

zu  setzen  sein.   Nach  Formel  (6)  erhält  man  aber  unter  dieser 
Voraussetzung : 

<  - 

,  2W*)==^p  '  (13) 

wenn  man  die  willkührliche  Konstante,  die  ohnehin  in  (12)  zuge- 
fügt wird,  weglässt.  Da  aber  ^(x)  unbegränzt  sich  der  Null  nä- 
hert, so  folgt  aus  (13),  dass 

£*(*)=0  (14) 

« 

sei,  d.  h.  dass  unter  Voraussetzung  der  Konvergenz  der  Reihe  (9) 
+      + in  Iof.)^fl©:M+tf1Ä+aaZs>+....  in  inf.  (15) 

V 

Eben  so  beweist  man  folgenden  allgemeinen  Satz: 

Sind  Uq,  «!  ,  «g,  .....  Funktionen  von  x;  ist  ferner  die  unend- 
liche Reihe 

inf. 

konvergent  innerhalb  gewisser  Gränzen  fär  x;  liegen  endlich  x 
sowohl  als  a?-f  h  innerhalb  derselben  G ranzen,  so  ist  t 

^(«o+»i  +«a+  ininf.)=J5«b  +  Zi^  +  <Ti^+       in  inf.  (16) 

Offenbar  hat  man,  unter  denselben  Voraussetzungen: 

(t<ü+t«i+««  + ...  in  inf.)=  JEW«b  +  2»Ml  +  2»^ + ...  in  inf.  (17) 
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Ableitung  einiger  bestimmten  Doppel* 

integrale. 

Ton  dem 

*    Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Voratand  der  höhern  Bürgerschule  zu  Euenheim. 


,8,1. 

Hatto  man  in  Theil  XII.  Nr.  VI.  $.  1.  des  Archivs  folgende 
Koordinaten  eingeführt: 


p =ro2  cosa,  y  =zrb2sinctco8ß ,  2=rc*sinasinj3; 


so  wäre 


V  (a2cos2a  -f-  62sin2«  cos2ß  -f  c2  sin2«  sin*  ß) 


V(a4cos2«  +,64sin2«  cos20  +  cVin^sin2/?) " 


Zugleich  fände  man  für  den  Kubikinhalt: 


71  71 


sina . 


o  o 


Entwickelt  man  dieses  Resultat  und  vergleicht  es  mit  dem  dort 
gefundenen ,  so  erhält  man: 


ioogle 


n 


f/'-r- 
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(1) 

s'mctdacß 


0  0 


n  n 


ff 


X  [a4cos2a  +  6*sin2acos20  +  c^sinWm2/*  1*  J 
-  2a6c#       Va2— c2 


 sin«8g8/3   - 

[a*cos2a  +  64sin2acos2/S  +  c^in^sin2^- 
X  [a2cos2a  +  62sin2a  cos20  +  cVin*«sin2p]l 


7t 


%   ~  2af>*c' 


Va2-c2 


worin  cost  =  —  • 
ü 


Führt  man  dagegen  folgende  Koordinaten  ein: 

x=r  sin«  V  1  —  ro2sin%  y=rrcbsacos0,  2=rsinß  V"  1—«*  sin2«, 

m2  +  n2=l; 

so  ist: 


abc 


V[6*c2sina«(l-mVin20)+fl^ 
und  der  Kubikinhalt: 

8  Z*2/»2  r8(l— nVm2«-m2sin2j3) 


3,/  t/     VT- ?i2 sin2«  Vi— m2sin20 

0     0  ^ 

Hieraus  folgt  durch  Vergleichung : 
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§  3. 


*    ••       •  •  I   


Wir  wollen  das  bestimmte  Integral 


ff 


2   sinqp  dcpdfy 

(a*6*cos2y  +  a2c4sinV<iÖ8^  +  6VsinVsin>)ri ' 


worin  »  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  zu  bestimmen  suchen. 
Setzt  man 

0*6*008*9  +  a*c*sin*g>  =  «*, 
aH2cos2cp  +  6*c*sin*o> = 0* ; 

* 

so  ist  das  obige  Integral 


7t 

2 


s;s 

ö  o 


*  I  4 


Zuerst  bestimmen  wir  nun 

* 


J 


TL 


/     (««cos»iM-/^in»-      ":.  .,  ,  i,  . 

■ 

Man  ündet  leicht,  dass  «  ■  .  . 1  "  • 

Da  aber  bekanntlich 

*  _>*  1 


r  _ 


so  ergiebt  sich  aus  der  Formel  (5) : 

-2  *  2.4.0  L«70  +  «p7  +         +         J ' 


19  • 
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Das  allgemeine  Gesetz  scheint  zu  sein: 

n  n  n 

worin  a«,  cra,  o^-,  gewisse  noch  zu  bestimmende  Koeffizien- 
ten sind. 

Wendet  man  die  Formel  (5)  an  und  setzt: 

W<J1Iä(2ii— 1)5,  K        i:  •  J 

«3  =  (2lt-3)  <f3  +  «1  - 

i»4-i  «     -  «         '  ^ 

fl6=r(2»-5)a5  +  3aa,  (7) 

n }  1  n  n 

a7  =  (2n— 7)  «r7  +  5öö  , 


I..  ' 


so  erhalt  man: 


>  .     .  . 


TS        1  p    fl,  03   rcgw+i  "1 

•  ■  *  * 
was  die  Richtigkeit  der  Formel  (6)  beweist. 

Nun  ist  «,  =  1,  also  aus  (7):  '■ 

n  . 
i,  ä,    1.3*5. 7  ....  (2v-^-3) . 

2  1 


Ferner  ist: 


... . ! 


woraus  vermittelst  der  zweiten  Gleichung  (7): 

Oj=la.3.5....(2n— 5).  (n-1). 

j  \  • 

Fährt  man  so  fort,  so  wird  man  auf  da»  folgende  Gesetz  geführt: 


\  1 

.  .      *  1 

,  -      J :  : 


•  *  -  .    1  • 
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Dadurch  nun  ist  die  Bestimmung  des  vorgelegten  Integrals 
auf  die  Bestimmung  von  Integralen  der  Form 


71 


zurückgeführt. 
Man.  setze; 


- 


so  ist 


4  -  •  . 

m  t  _  .  .*  > 


Die-Gränzen  von  sind  e  und  0,  wo  £  die  obige  Bedeutung 
hat;  also  wird  das  Integral  (10),  da 

p8»  ca 
dtfr .  p .  cos81"*-1^ .  cos*" +1 


Die  Bestimmung  des  Integrales  (10)  ist  somi 
Integrals  ,  - 


somit  auf  die  des 


•    {1^8»»**)  » 


zurückgeführt.   Allein,  wenn  1 — ty«=^/* ,  so  ist: 

-       1— ifVinty-^*       .       (1—  ifsinfy— t/"*)» 

cos v = — 1  ^  -    ,  cos««^=  - — —^r — 


1 


[(l  -  ifsin»»  -  r  ij*  (1-^in^)»-* 


+  ?     2^  ij'«(]— ^sin*^)—*—  (-!)*. 
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Dadurch  wird:  ; 


J°  a-**MSoILr"  -•••--<... 


0    (l-i?Vm*tf>)  »  •    (1  —  q*»in*40  * 

  — ^JT 

o    (l-»*sin*ty)   *  J 


Die  hier  vorkommenden  integrale  haben  nun  Doch  die  Formen : 

•t 

/2P-H 

'  (»3)  „. 

Für  diese  Integrale  bestehen  aber  folgende  Rekursionsformeln  : 

0*) 


2p—  l 


-f  iy*sinecos£(l— i?2sina«)   2  , 


=(2?-2)  (1  +  i^Q«-,  -  (2y  -3)0,,-,  


%        r  ■ 


(t  ^ipsinaf)  *     .'  u 

während  N 

(15) 


i72sinecos£  V  1— i?2sinae 
+  3—^  ' 


wt  Vermöge  (14)  und  (15)  bestimmt  man  die  Integrale  (13),  da- 
durch das  Integral  (11),  und  dadurch  endlich  das  vorgelegte  In- 
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m 

Sei  •    ;-  .„ 

(ar*+va-f-z2)2n-H^5(<Äc*  +  6^y*+  c**2)2^* 
die  Gleichung  einer  Fläche,  und  man  setze 

x = -  stnqpsitaf' ,       j-  singpcos^ ,  i=- cosy; 


■  • 

so  erhalt  man  als  Formel  für  den  Kubikinhalt: 

L n  n 
)^*pTs*S    :  siny8y8^  ^_ 

Setzte  man  aber 

ar  =  rcos<p,  yrrrsinqocos^,  x^rsingjsin^; 
so  erhielte  man  für  denselben  Kubikinhalt: 


^^2[o2cos2<p+&  Vin  Vos  V  +  c2sin  VJn  V]1^  smg>  89  &f . 


8  /*2  /•» 

Also  ist: 

n  7€ 


/    [a2cos2qp+ö2sin2g>cos2T/>  -f-  c^sin^sin2^]    2  sinqoöqpnf 


O  ff 


'     -  lt.  , 

7t  7* 


=(aZ»c)*,+ 


sin<p8<jp8^ 


'  t/  [aaÄ2cos29+a2c2sina9?cosV^-62c2s^n2g?si^J2^|;]■+,' 
wodurch  das  erste  Integral  ebenfalls  bestimmt  ist. 
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«•:,!>  .     •    »v  s     mi  :     ?,'•»■••  ::•  :        ••.•I!'  >:  t 

.'i  »Hl.-1     •  :.  'f.         -in  n  ilv»'*   •    1     '  n 


» 


■      >  [    f.  '      .  ji.     .  •       •  .    .  .•#!» 


•  »  p  •  • 


lieber  den  Heber. 

Von 


Herrn  Doctor  J.  Dien&er, 

der  höhero  Bürgerschule  zu  Euenheim. 


•  *«;:. 


In  den  Comptes  rendus  vom  25.  Septbr.  1848  sagt  Per- 
*  o  n ,  dass  ein  überall  gleich  dicker  Heber ,  dessen  vertikale  Arme 
die  Längen  a,  c  und  dessen  horizontaler  Arm  die  Länge  6  habe, 
und  in  dem  man  nur  den  langem  Arm  c  mit  Flüssigkeit  gefüllt 
habe,  dann  fortfliesse,  wenn  man  diese  Flüssigkeit  von  selbst 
ausfliessen  lasse,  wenn 

w     .  ct-H&  ,i  .! 

worin  H  die  Hohe  der  Flüssigkeit  bedeutet,  die  dem  atmosphä- 
rischen Drucke  das  Gleichgewicht  hält.  Zugleich  will  er  dadurch 
die  Formel  Peclet's  s 


•  — 


-\>-         ?  c>2«  +  6 

entkräften.  Trotzdem  ist  die  letztere  doch  richtig  und  die  erste 
falsch,  wie  man  sogleich  sehen  wird. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  die  Flüssigkeit  fliesse  aus  der  Röhre 
C/)(=C)  (Taf.  IV.  Fig.  2.),  so  wird,  da  die  in  AB  +  BC  ent- 
haltene J^uft  sich  ausdehnt,  die  Flüssigkeit  in  AB  steigen.  Soll 
sie  über  B  steigen,  so  muss  vor  Allem 

!  *  <        H>a    1  ■      (1)  AI  ,A* 

sein.  Diese  Bedingung  vorausgesetzt  nun,  wollen  wir  annehmen, 
die  Flüssigkeit  habe,  bis  CD  leer  sei,  in  ihrem  Steigen  dieRüh- 
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reo  a,  b  nicht  nur  durchlaufen,  sondern  sei  noch  in  CD  bis  zw 
Tiefe  CK=x  gesunken,  so  dass  also  im  Augenblick,  als  in  D 
die  letzte  Schichte  abfliegst,  die  gestiegene  Flüssigkeit  den  Raum 
a  +  b  +  x  erfüllt.   Sueben  wir  nun  x  zu  bestimmen. 

Die  im  Heber  befindliche  Luft,  die  ursprünglich  den  Raum 
a+6  einnahm,  beiindet  sich  im  Räume  KDz=c—x;  ihre  Dichte 

ist  also    ihrer  anfänglichen  Dichte.    Heisst  d  der  Quer- 

schnitt  des  Hebers,  s  das  Gewicht  der  Einheit  der  Flüssigkeit,  P 
der  Druck  der  atmosphärischen  Luft  auf  den  Querschnitt  des  He- 
bers, so  ist 

und  die  in  KD  befindliche  Luft  druckt  out  mit  4er  Kraft 

«         r     .*  '  ..    .•  '   *  .''  J 

c—x  c—x 

Da  D  in  dem  betrachteten  Augenblick  durch  die  letzte  abmes- 
sende Schichte  noch  geschlossen  ist,  so  wirkt  anf  die  in  ABCK 
befindliche  Masse  einerseits  der  Druck 

HU — xös , 

c—x 

*  M  •     >  *  "  *  ■ 

anderseits  der  Druck  Hds—aöe;  demnach  rauss,  für  gleichförmige 
Bewegung,        r.  .  .       A  •.   .  ••.  >  iV     -\  •  \ 

c  — X  <  < 

d.  h.  <     %  , 

c  — X 

sein,    Hieraus  folgt:  .       ...  ,  ..  i. 

x*+x(H-a—c)=-H(a+b-c)  -  de,    '  ' 


I   ■     w  * 

t  ■ 


SoU  nun  der  Heber  fortfflessen;  so  mnss  1    '""  •  ;  ' 

>,.[■:■.'■■■•>     .                       :       '?  .    '   .\   ur  ' '  t  ;i    <;  i  , 
!  •    .  .'•    '.•!♦».       jr  ^  a,  '  l  


v 


-H(a+b -c)~ ac  + v     ■  ^          >  a+  5  


•1   .  • .  .  .  1 . .  :*  •       -  ?  1     1  '•    ^  .  2"  -    '  » •   •  - 


4 
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>J^2a#+a*--2#c+c»--2ac>  J 

.  .  '  •  i..   :!'>  iiiü  i!     ;  i  •  .•  isisü.«    M*«v«  ••n*"  •»  '  •  '  • 

.;..!•>...  .•:»  i  'di.l'ili'.nWa-  '»-ö  'irr    miV  a':'  ',:  #i  »s1 

;i       .               .i\   »*n        .1'.  <•  *i  l'itif  .»t      «>,fi  VHs  bii*« 

»ein,  mu  eben  die  Bedingung  von  Pectet  ist.  :i. \  rj,  ,i  ,1 

i.'  «      »  •!■•!     '  .                  ...  .'.'so  v»M  :        ni.m  fcwji 

.■   •    >        «ii-    •;;:•»  ,'•  •..    .  'i   '»  .               ?»      '  i  »  u  *  - 1  '    •  i  *•> 

,  :,:  iif   .v»r»i     »•      ;               '  :      .  •••!••  Ii) 


i.   .■       .  .. 


•  •  .    *.  i  .«•».'  •!:»  '"»ii.i» 

jw          ■  » t  ■  '«•  » .1    .!»*  '  »'    v  -  .  • 

.:  >i  .•  '  I Si.'  •   •  .•  » *  »•<  »     :.  i  •    »•  •  i  .    ••».*  |  1 

*  i-\  i  •  |"  »J  .  S-s.fto«  .  •  .  =. I«si  .  «..!• 
•        m  »!'    .•»»  ;  ,  ■  ' -.         >  •!...!     '  . ;        .  .!  *  'in* 

'  II  ,»|V|       f!«     !  .  .  .  ■       •  !   .  . 

I  eber  eine  durch  ,  zerstreutes  lui cht 
bewirkte  Interferenzerscheinung. 

i  <«•»«•••..  «t ij ■  :  .     .  '  ii    Mi  .  i         .  ••».!..  i  i; :  ■•• 

•  'i      -..IM     Herrn  L.  Sohläfli,     •  •"■  '• 

'      .  '    ^»tdoeenten  ,l,r  M.thun.uik  ,„  B«,n:  '. 

i  Viü  »f.j.'i  ::»-/*  .  :    '  .•;  "i 

i.::'.-  ••.  •  fi  „    .n  /  i  •.     "  .«i       •    •      ••  .!..:       >  .  •  i.  i'  i    ..j.t  »1 

•  .  i  *J  i  •  ,T  1 —  *r  '.  "  ■■        1 '  ii   >'\  ' * 

.*         ii.     .  .       I-.-.    i-.' ;  ••••     '  ii        ■    •  .  "  •  .  i  II'  :»» 

jHe  Jferscneiwjng,  von  der  ich  reden  wil|,  ist  nur  eine  [\ludi- 
fication  eines  schon  von  Newton  angestellten  Interferenzversuchs, 
den  Rft  dickem,  seinem  II  and  buch  der  Optik  (Theil  II., 
S.  51)  al^o  beschreiHfi  I      •   i  n- .     ••.!  v  ..:.iiiti 

j  iiLSsst  man  durch  «ine  in  ernetn  vrejssen  Schirm  befindliche 
kleine  kreisförmige  Oeffnung  auf  die  Mitte  eines  sphärischen  hoh- 
lep  Glassspiegejs ,  dessen  erbabene  Ruckseite  belegt  ist,  einen 
Lichtbündel'  fallen ,  so  erblickt  man  an ('  d.  ni  Schirm  rings  um  die 
Oeffnung  "Farbehringev  wenn1  dieselbe  im  Mittelpunkte  der  Spie-' 
elkröminung  liest.   Die  Farben  werden  schwticner  mit  der'  Etit- 


emun^despScbftnis  aus  dieser  Lage  und  verschwinden  endlich 

b     Mjfi.*»  ii  '     '   •      '  •    •  ••»  ."••«::  ^.i  .'!»;.-!'« 

Der  jüngere  H  ersehe)  hat  diesen  Versuch  aus  der  Interferenz 

des,  a,n»  4er  Vorderseite  des  Spiegels  zerstreuten  und  an  der 

Rac*^eit»^ttpüchgowwfepen  Lichte  mit  dem  zuerst  an  der  Rückseite 
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zurückgeworfenen  und  dann  an  der  Vorderseite  zerstreuten  Lichte 
erklärt;  diese  Erklärung  wurde  durch  die  Uebereinstimmung  zwi- 
schen den  berechneten  Ringdurchmessern  und  den  gemessenen 
bestätigt.  „..«  ,  (  . 

Eine  ähnliche  Erscheinung  kann  nun  auch  mit  einem  gewöhn- 
lichen ebenen ,  mit  Stanniol  belegten  Glassspiegel  und  ohne  Schirm 
hervorgebracht  werden,  wenq  man  die  zerstreuende  Eigenschaft 
der  Vorderseite  des  Spiegels  durch  Anhauchen  oder  tiestäuben 
erhöht.  Der  beim  Newton'scheu  Versuch  angewandte  Schirm 
wird  hier  durch  die  Netzhaut  des  Auges  ersetzt.  Bringt  man  näm- 
lich das  Auge  so  zwischen  den  Spiegel  und  eine  Lichtflaronie. 
dass  man  die  Bilder  des  Auges  und  der  Flamme  nahe  bei  einan- 
der sieht,  so  erblickt  man  auf  dem  Spiegel  eine  Menge  coneeo- 
trischer  und  farbiger  Kreisbogen ,  die  nur  darum  nicht  vollständige 
Kreise  sind,  weil  sie  t  heil  weise  durch  den  Schatten  des  Köpft 
verdeckt  werden.  Man  braucht  nur  das  Auge  ein  wenig  zu  heben 
oder  zu  senken,  um  zu  bemerken,,  dass  diese  farbigen  Kreisbogen 
die  Gerade,  welche  die  Bilder  des  Auges  und  der  Flamme  ver- 
bindet, senkrecht  durchschneiden,  und  also  ihren  Mittelpunkt  auf 
dieser  Geraden  haben  müssen.  Ist  die  Flamme  viel  weiter  vom 
Spiegel  entfernt  als  das  Auge,  so  scheinen  die  farbigen  Kreise 
das  Bild  des  Auges  selbst  zum  Mittelpunkt  zu  haben.  Hält  man 
die  Flamme  nahe" neben  das  Auge,  so  sieht  man  parallele  gerade 
Streifen,  deren  Richtung  auf  der  Verbindungslinie  der  Bilder  des 
Auges  und  der  Flamrae  senkrecht  steht.  Hält  man  endlich  die 
Flamme  zwischen  den  Spiegel  und  das  Auge,  so  krümmen  sieb 
die  parallelen  farbigen  Streifen  nach  der  entgegengesetzten  Seite, 
und  scheinen  nun  desto  mehr  das  Bild  der 'Flamme  zu  ihrem 
Mittelpunkt  zu  haben,  je  mehr  die  Entfernung  des  Auges  vom 
Spiegel  diejenige  der  Flamrae  übertrifft. 

Benutzt  man  die  Sonne  als  1 /ich t quelle,  so  haben  die  farbi- 
gen Ringe  das  Bild  des  Auges  zum  Mittelpunkt  und  werden  desto 
grösser  und  breiter,  je  weiter  man  das  Auge  vorii  Spiegel  ent- 
fernt. Ist  diese  Entfernung  gross  genug ,  so  vermag  der  Schatten 
des  Kopfs  nicht  mehr  die  Ringe  zur  Hälfte  zu  verdecken,  und 
man  sieht  daher  die  äussersten  Ringe  als  fast  ganze  Kreise.  Um 
vom  Sonnenbild  nicht  geblendet  zu  werden,  kann  man  den  Spie- 
gel so  stellen,  dass  der  Schatten  des  Kopfs  dasselbe  verdeckt. 
7      •  «f*H  'irofl:  '••  •  '*  «»•••.     •.•  ifrui 

O bschon  die  folgende  Erklärung  durch  keine  Messung  der 
Durchmesser  der  farbigen  Ringe  bestätigt  wurde,  so  Hegt  doch 
im  Allgemeinen  in  der  so  eben  beschriebenen  Erscheinungen  nichts, 
was  dieser  Erklärung  widerspräche.  >  ...  ,        .  .,/  ii(>|4 

A 


mm 


us  dem  leuchtenden  Punkt  £  werde  auf  die  Vorderfläch 
des  Planglases  die  Senkrechte  SA  gelallt,  so  ist,   wenn  n  d 
Brechungsindex  des  Glases  bezeichnet,  und  TA  =  n.  SA  gemacht 
wird,  T  der  Divergenznunkt  der  ins  Glas  gebrochenen  Strahlen 
Nimmt  man  min  den  Augenblick,  in  welchem  das  Licht  von 
ausgeht,  als  Anfangspunkt  der  Zeit,  und  die  Zeit,  welche  da 
Licht  braucht,  um  die  Längeneinheit  in  der  Luft  zurückzulegen, 
als  Einheit  des  Zeitmaasses  an,  so  drückt  SA  —  n.  TA  die  Zei 
aus,  zu  welcher  das  im  Glase  sfch  bewegende  Licht  von  jenen 


)OgICj 


|  301  . 

fiDgirteo  Punkte  T  Ausgegangen  sein  müsste ,  wenn  nes  steta  in 
demselben  durchsichtigen  Medium  geblieben  w£re.  Ple  :  verlän- 
gerte Senkrechte  TA  treffe  die  Hinterfläche  des  Glases  in  /?,  und 
man  mache  auf  der  entgegengesetzten  Verlängerung  DQ=T1), 
so  ist  Q  der  Divergenzpunkt  der  an  der  Hinterfläche  des  Glases 
zurückgeworfenen  Strahlen,  so  lange  sie  sich  noch  innerhalb  des 
Glases  bewegen,  und  diese  zurückgeworfenen  Strahlen  verhalten 
sich  gerade  so,  wie  wenn  sie  zur  selben  Zeit  SA—ri.  TA  von  Q 
ausgegangen  t  wären ,  wie  wir  uns  die  ei nmar gebrochenen  Strah- 
len von  f  ausgehend  gedacht  haben.   Folglich  wird 

SA  -  n/TA  +  n.  ÖÜT=  SA  +$m  AD  +  » (QM^  QA) 

die  Zeit  bezeichnen,  zu  der  das  zurück  geworfene  Licht  in  irgend 
einem  nicht  zu  weit  von  A  entfernten  Punkte  tJM  der  Vorderfläche 
anlangen  wird,  um  von  da  aus  durch  Zerstreuung  in  die  Luft 
überzugehen  und  ins  Auge  zu  gelangen.  Derselbe  Punkt  M  wird 
aber  auch  von  der,  Lichtquelle  £  selbst  zur  Zeit  SM  direkt  er- 
bebtet werden,  und  das  empfangene- Licht  ins  Glas  hinein  zer- 
streuen. Man  ziehe  MC  senkrecht  auf  die  Hinterfläche  des  Gla- 
ses und  mache  die  Verlängerung  CN=MC,  so  wird  das  zurück- 
geworfene Licht  sich  verhalten,  als  wenn  es  gleichzeitig  von  >2V 
aasgegangen  wäre,  wie  das  zerstreute  einfallende  von  M.  An 
der  Vorderfläche  angelangt,  wird  es  in  "die  Luft  gebrochen  wer- 
den und  einen  auf  der  Geraden  MN  liegenden  Punkt  P  zum  Di 
rergenzpunkt  haben,    dessen  Lage  durch  die  Gleichung  MP 

=  --Jf2V  bestimmt,  ist;  und  die  dem  Punkt  P  entsprechende 
Zeit  wird  •  i •! 

SM+n.MJf-PM 

»in.  Also  ist  der  Zeitunterschied,  um  den  wir  den  Punkt  M 
#ter.:  Vort  aus  erleuchtet  uns  denken  müssen  als  das  Licht 
»on  P  ausgehen  kann,  '  „  !»  •  «n  v<A  ,  i.  i 

: ':  =-(SM±SA)+nW-Q4+PM.  iU'tUil  r 

Befindet  sich  nun  das  Auge  O  weder  zu  nahe  am  Spiegel, 
•och  zu  schief  vor  demselben,  so  erblickt  es  die  beiden  Punkte 
W  und  P,  wenn  das  Glas  dünn  genug  ist,  in  solcher  Nähe,  dass 
Itren  Bilder  auf  der  Netzhaut  sfeh  interferiren.  Wir  dürfen  auch 
lesshalb  die  von  M  und  P  ins  Auge  gelangenden  Strahlen  als 
'arallel  ansehen  ,  und  wenn  wir  den  Winkel  *  um  welchen  diesel- 
be von  der  .senkrechten  Richtung  abweichen«  mit  w  bezeichnen, 
o  ist  der  Weg  von  P  aus  ins  Auge  um  PM .  vosw  länger  als  der- 
inige  von  M  aus  ebendahin.  Demnach  muss  der  Zeitunterschied, 
m  den;  das  Licht  von  M  aus  später  ins  Auge  gelaugt,  als 'von, 

iMWlt)  Vitt  (•  •  .*,».  »      . »  '     '.-     '.ihi.1  )  '*'*.>  •»;/  i 

'^fMf^^i^mm^\ > 

'  Ull  it         ...\;.\  \'K  .      :;  S    i»/ !•  t  ;iiu'»»  I  li  i    '     l  ti\t\'  ••!  'ul. 

etragen,  Alan  errichte  nun  aus  O  die  Senkrechte  OB  auf  den 
piegel,  setze  SA^a,  QB~b,  AM-p,  BM^9  AD=zd  und 
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betrachte  «,  q  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  in  Beziehung 
auf  a  und  i,  so  ist,  wenn  man  die  vierten  Potenzen  von  p  und  9 
ausser  Acht  lässt,  1.  « 

*      •  ' '    •  *"■     **•       *•  •  ■        ;*  *•  n  •    •  • 

v»  ••»#  \.    . w     i.ft  L  •  •  */  '»:«  . .»sfpft!)..  -  .  i 

bliw  K/'g    .H  l..;  d  !.    ■        i T'.n.i  Iii./  ". 

ÖM,  2d  llt  ^ .  ^  OM—OB    t  9* 

V-P^=^-,{i-C06«=  =2  Ji-- 


. JJ  ^j^/^t.', finge  Zeitunterschied  mit  t  bezeichnet,  so  ergiebt 
«ich  hieraus  .  ..,      ,  -i.      ;  .      ..7  rr  •    .  1:1 

■i>  WtAU  ,  •-.      &  Qi  _jP..       —  -      uVf  1  «;«  '  I.-U.1 

•-ix  !»••»  ud  ..        n  6a    ,2  v<*        •  ^dJ     n  .•  !•!•, 

o  t  — 

nii  «i      ..    »n  •    '       .1.  :   *.       .•*-»!..  *n,     .  ••  -i-  . 
1   •  1    *   •  •  1  •» 

•  v  '    1  .  »f#f  «•  •  ,  •  .   i  *\  i*  '  :» ::t 

ddeti   ;  ;  :.»'  •  *  .•;  , ./    »' .' .  \{\ 

/  ii* 

•  • »  .  ■  »  '  9  %        .  «**•■  i     .     •  •    •    •  • 

  .'  >  Vi    a(a  X  n )       .       ..  i     .    5  .■».!:■ 

oder  endlich,  wenn  man  die  Dicke  d  im  Vergleich  mit  a  ver- 
nachlässigt, • 

Setzt  man  hier  t  constant,  so  hat  man-  die  Gleichung  der 
Curve,  welcher  alle  diejenigen  Punkte  M  angehören,  die  die* 
selbe  Interferenz  hervorbringen.   Für  t=0  erhält  man: 

p  9 

.  •     •  •  d       O  ■ 

:•     ••.•!!         \.-  ...    ..1  »f       f"7  1  :-t  u  •  ■ 

d.  h.  die  von  A  und  B  nach  M  gehenden  Fahrstrahlen  haben 
einander  dasselbe  Verhaltniss,   wie  die  Abstände  a  und  6  d< 
Flamme  und  des  Anges  vom  Spiegel.   Zufolge  eines  bekannte 
geometrischen  Satzes  liegt  afso  der  Punkt  m  auf  einem  Kreise 
dessen  Mittelpunkt  sieh  in  der  Verlängerung;  der  Geraden  AI 
befindet,  und  welcher  diese  Gerade  AB  innerhalb  und  ansserfrall 
im  Verhältniss  a:b  schneidet.  Hieraus  ist  leicht  zu  ersehen,  das 
das  Auge  in  der  Richtung  eines  dieser  beiden  Durchschnitts 
punkte  die  Flamme  erblickt,  und  dass  der  andere  in  der  Geniel« 
liegt,  welche  Auge  und  Flamme  verbindet.    Für  ein  beliebiges 
nehme  man  AB  als  Absei ssenaxe  an,  und  drucke  p*  und  </2  dun 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punkts  M  aus,  so  wird  di€ 
ses  auf  rationale  Weise  geschehen,  und  man  wird  eine  Gleichun 
-ei ten  Grades  erhalten.    Wenn  aber  eine  solche  Gleichung  Iii 
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einen  gewissen  Werth  des  constanten  Gliedes  einen  Kreis  dar- 
stellt, so  wird  sie  für  alle  andern  Werthe  dieses  constanten  Glie- 
des lauter  concentrische  Kreise  darstellen.  Setzt  man  AB  =  c 
und  nimmt 

als  Abscissen  der  Punkte  ^,  an,  so  wird  die  Gleichung  der 
Curve 

Ist  der  leuchtende  Punkt  unendlich  weit  entfernt,  so  drückt 

;  des.WMpb  *n^e|$ea  die  einfallenden 

Strahlen  von  der  normalen  Richtung  abweichen ,  und  dann  wird 
die  Gleichung  der  Curve  nui 


.  I 


Ali*'  {:[,,\ 

+^  =  62^  +  tangaaj; 


der  Mittelpunkt  fallt  mit  der  Projection  B  des  Auges  zusammen. 

Zum  'Schlüsse  will  ich  noch  bemerken,  dass  es  gar  nicht 
nothwendig  ist,  dass  das  Planglas  mit  Stanniol  belegt, sei;  jede 
schmutzige  oder  staubige  oder  schwach  angelaufene  Fensterscheibe; 
zeigt  daher  die  beschriebene  Interferenzerscheinung,  nur  verzerrt, 
weil  die  Flächen  des  Fensterglases  gewöhnlich  nicht  eben  sind. 
Die  Stanniolbelegung  erhöht  indessen  4ie  Intensität  4er  Interferenz^ 

bilder.      .  < .  >:1  J        -•;    $  ■>      ;■:•>..     .      '  "i  i  ii  <>  if 

Der  helle  Kreis,  welchen  man  durch  das  Bild  der  Flamme 
gehen  sieht,  soll  nach  der  vorigen  Erklärung  der  erste  Sein,1  Weil 
er  dem  Phasennnterschied  Null  entspricht ;  und  die  <  folgendere 
Ringe  sollen  von  diesem  an  sowohl  nach  innen  als  nach  aussen 
gezählt  werden.  Wirklich  zeigt  dieser  Kreis  fast  keine  Farben- 
säumc,  während  die  übrigen  Kreise  demselben  ihre  violette  Seite 
zuwenden  und  die  rothe  von  ihm  abwenden.  Die  inpern  Kreise 
sind  also  gegen  den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  hin  roth  gep 
säumt,  die  äussern  dagegen  nach  aussen.  Dieses  stimmt  ganz 
damit  {iberein»  dass  die  Wellenlängen  für  rothes  Licht  am  gross- 
ten  und  fiir  violettes  am  kleinsten  sind.  '**':..  ,'' 

*  %  .*•    •..  1  •  ?i:*Utw         •  •j!nn>|h!!il/  I 

_  *•«  *    »       •!        ....         f  •  ••         ••»»    (i  rw  .  •  •  ■  i .    •  »».  _  . /•  ,1.1 


♦ 


Ii. «ii  P   •   .  •  '   •  •     ■  •         » i*  »•!•••!«•«  f« 
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.  r. 


•i 
• 


•  »  • 


I..»  :  . 


i         •  •     •  • 

•  M  *  *  *  i 


..  ..•••):  ■ 


«.  • 


)  Velber  eine  geometrische  Aufgabe. 

Von  . 

dem  Herausgeber. 


•  ■    •  •  • 

Die  Aufgabe,  mit  deren  Auflösung  auf  analytischem  Wege 
wir  uns  in  diesem  Aufsatze  beschäftigen  wollen,  ist  die  folgende 
in  Thl.  I.  S.  105.  vorgelegte  Aufgabe: 

lt"  Es  ist  ein  Kreis  und  in  dessen  Ebene  sind  zwei 
Punkte  gegeben;  man  soll  durch  diese  beiden  gegebe- 
nen Punkte  einen  Kreis  dergestalt  beschreiben,  dass 
seine  beiden  Durch  Schnittspunkte  mit  dem  gegebenen 
Kreise  und  der  Mittelpunkt  dieses  letzter en  Kreises 
in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen. 

Da  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises  nothwendig  in  der 
geraden  Linie  liegen  muss,  welche  auf  der  die  beiden  gegebenen 
Punkte  mit  einander  verbindenden  geraden  Linie  in  deren  Mittel- 
punkte senkrecht  steht,  so  wird  es  am  zweck  massigsten  sein, 
diese  gerade  Linie  als  Axe  der  x  eines  rechtwinkligen  Coordina- 
tensystems  der  xy  anzunehmen,  dessen  Axe  der  y  wir  zugleich 
der  Einfachheit  wegen  durch  den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Krei- 
ses hindurch  legen  wollen.  Bezeichnen  wir  dann  die  Coordinaten 
des  Mittelpunkts  des  gegebenen  Kreises  durch  0,  b  und  seinen 
Halbmesser  durch  r,  wo  natürlich  b  und  r  gegebene  Grossen 
sind;  so  ist  die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises 

1)  x2+(y—b)2=r*. 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Coordinaten  des  in  der  Axe  der  x  lie- 
genden Mittelpunkts  des  gesuchten  Kreises  durch  »,  0  und  sei- 
en Halbmesser  durch  o;    so   ist  die  Gleichung  des  gesuchten 
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Zuerst  wird  es  nun  darauf  ankommen,  die  Coordinaten  der 
eiden  Durchschnittspunkte  des  gegebenen  und  des  gesuchten 
Preise«:  su  bestimmen*  welche  man  erhält*  wenn  man  ar,  y  ans 
en  beiden  Gleichungen  v 

f  (x — p)2  +  y2  =  ()2 ; 
der  aus  den  beiden  Gleichungen 

'  rar* — o* , 

_  ■ 

nittelst  gewöhnlicher  algebraischer  Elimination  bestimmt.  Zu  dem 
£ode  subtrahire  man  zuerst  die  zweite  <Jer  beiden  vorhergehen- 

len  Gleichungen  von  der  ersten ,  so  erhält  man  die  Gleichung 

'*.-■.  .  -V 

•der 


.  -   -  •  i . 


2p{x-p)—<Z6y = r*  -  6«  -  o*-^A 


7) 


• .  ■ 


Fahrt  man  diesen  Werth  von  v  in  die  zweite  der  Gleichun- 
ein,  so  wird  dieselbe  nach  einer  leichten  Reduction 


=46 V — (r*— M— ip*— p*)*? 


ler,  wie  man  durch  Zerlegung  der  Grösse  'auf  der  rechten  Seite 
»  Gleichheitszeichens  in  zwei  Factoren  auf  bekannte  Weise 
icht  findet, 

>  *  - 

er  auch,  wenn  man  das  Pftfdiict  auf  der  rechten  Seite  des 
eichheitszeichens  gehörig  entwickelt: 

*** 

4(6*+p*)(*— p)*-4p  (r*— 6"-p"— jt>»)  (*-/») 
= - + 2  (r*-p*)  (6»+  p?)  -  (6»-o«)» . 

Aus  der  Gleichung  8)  ergiebt  sich : 
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^     r)  —         62  +  p2        y*~-Pt—  4(6?+/;2)  ; 

!!>!>  IfSifUliblOoD  oii>     .  ItfHIWf«  will.  lu  ;".  .f)   Hill:    M   bllW  Jert'MI^ 

also,  wen ri-iaari  dies«  Gl  eich  orte  in  Betrag  auf  x^*-p  alsunta 
kannte   (Grösse    wie    eine!  gewfthnlictte    quadratisch^  4»lcieliui»c 

auflöst:  iwpmMl^Mtl    •  i 

;?  2(*»+|^      »  -*~  |  v0      <M62  +  />2)2 

d.   I.  ,••    iUJli*)-)  *  '   :«  ,,>!'"J   ir»h  rill  l'1'1 

yx    P         2  (ä2  +      .     1  T  T  /-  -  1  v.  1  + 
also  ,  wie  man,  hieraus  leicht  findet: 

}Ö    7'         2(62+p2)       1  ö  4(62+/>2)2 


folglich 


?>(r2_^2_o2_^2)  x    V" 4r2p2-(62  +  w2— r2-o2)2 
-  "   "a(6»YyTy    " 

Führt  man  aher  diesen  Ausdruck  von  x — p  in  den  Ausdruck  7) 
von  y  ein,  so  erhält  man  nach  leichter  Kechnung 


-  6(r2— 62-p2-^2)4:^  V4rV-(A2  +  /?2-r2-gy 

V~~  2(A2  +  »2) 

•MMhiol')  4**!    '»ü'j//-:  *  !#  Iii  ftn»i   nir> //  IMfiM*  m:ia  J"«ItM 

und  ftir  die  Coordinaten  as,  t/  der  Durchschnitlspunkte  de*  bei<lei 
Kreise  hat  man  also  die  folgenden  Formeln: 

?j(r2-*&2  -  g.2 — flU4*$)  V  4^ar-(62+/>2— r2-^)8 


11) 


wo  man  auch  noch  bemerken  kann,  dass  (**t-|*^)| 
12)  4rV-(&2+p^^ 

ist.    SHxJ  man  ahcr  ,4cf(  Kürze  We^i:i)  :;.>tn  .  . 

p_r2  — 62— p2— y;2 

I«   .  .  £  »  (3r  ..Jtt"«»fc  -.-Ii 


Google 


SO  ist,]  <    ii"  :       :i{i>    '     »  :\  -.-.{  t  :r  t  '«■- 


wo  natürlich  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  immer  auf  einan 
der  beziehen^  ' .  n-  -:  ..'  •  "  .1  .      ,!  : » *t 

Bezeichnen  irir  nun  aber  den  einen  Durchschnittspunkt  der 
beiden  Kreise  durch  (x'y1),.  den  andern  durch  (x'y?),  so  ist 


.. .  ..  -ä 

jnd  ' 


.der 


►  .  . .  i  •  & 
17)-   '  •  j 


18) 


Die  Gleichung  der  durch  die  Durchschnittspunkte  der  beiden 
ireise  der  Lage  nach  bestimmten  geraden  Linie  sei  jetzt 

o  haben  wir,  da  in  dieser  geraden  Linie  nach  den  Bedingungen 
ei  Aufgabe  aucty  der  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises,  Ues- 
en,Coordinaten  nach  <leni  Obigen  Ö,  o  sind,  liegen  soll,  die 

'  e,cßunSeD  •      :     .         .  »  i      r  ..  ■  !     p  ■  **  ■  IV 

n:  «       wj  *      *i  • 

so 

Li  '  *       i  . 

3f'=i4-r/4t:fi*i'-S^=SB^-^f-  +  ^5r  

ler 


Mich 


   —  gg  —  J 
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und,  wenn  man  in  diese  Gleichung  die  obigen  Ausdrücke  nn 

x',  y'  und  x",  y"  einführt: 

m  b(l+P)-pQ  .  6(1  +  P)+  pQ 

welche  Gleichung  nach  einigen  leichten  Reductione»  sogteidi  zu 

fuhrt,  die  also  die  Beb^ingüijgsgleichung  ist,  dass  die  beiden 
Durchschnittspunkte  der  beiden  Kreise  urid  der  Mittelpunkt  des 
gegebenen  Kreises  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen. 

Diese  Gleichung  zerfällt  in  die  drei  Gleichungen: 

21)  o*  +  p*=:0,    1  +  P=0,   0=0;  i 

von  denen  aber  die  erste  offenbar  auf  reelle  Weise  im  Allgemei- 
nen nicht  zu  erfüllen,  nnd  daher  zu  verwerfen  ist,  indem  mar 
zugleich  übersieht,  dass  turl624^s==0  die  Ausdrücke  11)  fiir  die 
Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der  beiden  Kreise  unbe 
stimmt  werden  würden.  Daher  behalten  wir  nur  die  beiden  Glei 
chuugen 

22)  1 +/>=<),  XQ=(H ,1 

we^be  «ach  13)  sogleich  zV  den  bei4en  Gleichungen  A 

^  \  4rao^(^+|ia-r*-o«)2=0 


V'Be^eicnrren1  .wir  nun  ,die  Koordinaten  des  einep  /;der  beide 
gegebenen  Punkte'  durch  a,'  ß;  so  sind  in  Bezug  atrf  das  aog« 
nommene  Coordinatensystem  die  Coordinaten  des  andern  der  wl 
den  gegebenen  Punkte  offeubar  durch  «,  — ß  zu  bezeichnen,  an 
da  nun  der  gesuchte  Kreis  durch  die  beiden  gegebenen  Punkt 
hindurch  gehen  soll,  so  erhalten  wir  nach  2)  offenbar  die  Gleichun 

24)  («-?)* +  0*=o*. 

Verbinden  wir  nun  mit  dieser  Gleichung  die  erste  der  beide 
Gleichungen  23),  nämlich  die  Gleichung. 


2  (*2  +  p2)  +  (ra-o»-o*-/>*)  =  0, 
welche  man  sogleich  auf  die  einfache  Form 

bringt;  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  beiden  unbekannte 
Grössen  p,  q  die  beiden  Gleichungen 


Digitized  by  Google 


d.  i.  die  beiden  Gleichungen  i  :  r  \ 

aus  denen  sich  sogleich  !  4;-..;,M,  .• 

ß2_|_ß2  £2  ^*>'!'-*:r  ;.:  . 

ergiebt   Fuhrt  man  diesen  Werth  von  p  in  die  Gleichung 


2 


ein,  so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung 

9=z±  —  25  ~rr^' 

wo  man  das  Vorzeichen  stets  so  zu  nehmen ihatj  das.0  o  positiv 
wird,  wie  es  seiner  Natur  nach  sein  muss.  Also  haben  wir  zur 
Bestimmung  von  p  und  o  die  beiden  Ausdrücke,: 


5; 


■   («=*±  — —     2«  -; 


velche  für  »  und  o  offenbar  stets  reelle  Werthe  liefern;  jedoch 
tildet  der  Fall  er  =  0  augenscheinlich  einen  Ausnahmefallt:  Wie 
las  Vorzeichen  indem  Ausdrucke  von  o  zu  nehmen  ist,  ist  schon 
orher  erwähnt  worden. 'Uebrigens  kann  man  ^  auck  auf  folgende 
Irt  ausdrücken:  V  ,  ' '■> 

■     ,  -  ■■      .  '  •  *  ••        ,     '.    -m  !  -c-  ~ir.* 

Verbinden:  wir  ferner  mit  der  Gleichung  24)  oie  zweite  der 
Sleichungen  23) ,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  p  und  o  die 
eiden  Gleichungen  0>|f. 

us  der  zweiten  Gleichung  ergiebt  sich 
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i 

und  folglich  •  « >  -i -  ^ 

Demnach  haben  wir  jetzt  die  beiden  Gleichungen-      ■  ■  » 

woraus  durch  SubtractLon  , 


folg  lieh 

27,  p=±^^>±(^£±*±3 


sich  ergiebt   Aldo  ist  nach  dem  Obigen  ! 

(f>««)H/P= — ^  tzj 

worans  sich  zur  Bestimmung  von  a  leicht  die  quadratische 
Gleichung 

4  («*  -  r*)  (p — «)*  +  4a  («* — ß*  +  — V»)  (jfr*-  «) 
öder  die  Gleichung  i .  ;     :    ,     ..,  ,      ,      i  rJ> 

(p— «)a  +  ^äZ^2  (P~a)  =  4(«*^#»)^:.-i.; 

i 

ergiebt«  Löst  man  diese  Gleichung  auf,  so  erhalt  man 

c(tta  pa-f^r»)      4mtt2^r8) ^<HM-y- 

;f  "Ii \  A  »  \     »'  :i  1 

I 


28)  j,    Ml^-<?«+flaW»)±rV j^^^^g 

: 

oder,  wie  man  leicht  tilget  >  .  (  :  V 

i 
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Führt  man  diesen  Ausdruck  von  p — a  in  die  Formel  27)  ein, 
so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung: 


■••  »  1  «  »Iii 

**Mfv»  11  i  jtDii.i)  i!  ??>;  -  *  •  :<!*;:»  i  -  :  ^    .n./;'t  :>  ;  >iv 

31)  IJ'tii'l  »  "    Ii  V  f 

mhhr  r*)3brV  (f«^r»)  ^H^W  l(aM#Wl 


2(a*-ra) 

wo  das  Vorzeichen  in  de*  Parenthese '"«tttis  so  zu  nehmen  ist, 
<lass  q  positiv  wird,  was  es  seiner  Natur  nach  sein  muss.  Die 
Möglichkeit  dieser  Auflösung  erfordert,  dass  die  Grössen 

gleiche  Vorzeichen  haben.   Auch  ist  nach  28)  und  29) 

'     ?~  —  2(«*— r2) 

oder   > 

33)  {jj 

Der  Fall  «* — r2=0,  d.  i.  o= ^r,  bildet  einen  Ausnahmefall. 

Etee1  Cohstruct'uSn"  unserer  Aufgabe  aus  den-  vorhersehendien 
Formeln  abzuleiten, 'unterlasse  ich  den  Lesern,  indem  dies  jetzt 
nicht  mein  Zweck  ist,  und  bemerke  darüber  in  der  Kurze  nur 
Folgendes. 

Zuvorderst  erhellet  auf  der- Stelle  ,  i  <1  aas  es  bloss  darauf  an- 
kommt, p  zu  construiren,  weit  sfchidann  Offenbar  de*  gesuchte 
Kreis  beschreiben  lässt,  da  sein  Mittelpunkt  und  zwei  Punkte, 
durch  welcfrftifr  gelrefr^attj  gegeben;  sin«:  ; 

1  -  -   ...    '..  •  -  •»  -    's  — 

Der  Ausdruck  " ' 

+  ß*J~$ßiJty*ily  ••!•>  r>!  .-u<\ 

f=  ^  

in  25)  kann  aber  ^cbixon§tru»t  werden,  indem  nran  bloss 
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tu  setzen ,  und  die  Grössen  m  und  n  mittelst  des  pythagorei- 
schen Lehrsatzes  zu  construiren  braucht.   Dann  Jst 

p=  m'-«'_(m-n)(m+»)_ 

r-i  i   ..  '  \.   '{..Iii     *    ■  ^  .  \     II«...  *« 

also 

wo  nun  f?  mittelst  der  Aufgabe,  zu  drei  gegebenen  Linien  die 
vierte  Proportionallinie  zu  tiiiden,  leicht  durch  Constroction  erhal- 
ten werden  kann.  .  {[. 

"Ferner  '  wollen  wir  die  beiden  Werthe  i  ■  welch«  -der  Ausjinick 


in  29)  ffir  p  liefert,  vorausgesetzt,  dass  diese  Werfbe  reell  siod, 
durch  p'  und  p"  bezeichnen.   Dann  ist 


p  -«=  2(«»-r*) 
also 

— «)==— o — ~s — -s  , 


(P'-«)  +  (p"  -  «)  =*-«  ^lyS 


.•  ■ 


d.  l. 

-ff:  ^W*      •  "'"TV  .  ,vn\  ■•:?>.<        :.x  »t  ....... 

P'-P    «»_r«  r— — : 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt:     {  i,t 

Pg-6a  fl-6)QM-6) 
.P  +P  -r«—«  ft»_ f*^<5^r)(a+r)  '»  ' 

Setzt  man  nun  • 
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cl*  i.  »  k  l  ,  ,         , ,  .  s  # 

et — r:ß — b=a:f, 

mM  ••^••••••V.5    -     :■>■  ■'''■\    1    '*<..    l  «  ••  ■ 

»«♦>'!•  ü.\    I-   ♦•,«_•  Imü     '  ;    r-»r;|ir..     lW  .    *  -  • 

«+r:/H*=/V+J»"— «»     )<;    f,     nx  ..o|.. 

woraus  man  sieht,  dass  man  p<-f-p"  — «  bloss  mit  Hfllfe  der ^ Auf- 
gabe, zu -drei  gegebenen  geraden  Linien  die  vierte-  Proportional- 
fioie  zu  finden,  constrairen  kaen;  <  1       :   •         i--ih  ».  v>«Sü 

"Die  Frössen*  ,il :'»  '  ;  •        >■■■■'•..  ;  *:•>  «'/ 

frann  man  mit  Hülfe  des  pythagoräischen  Lehrsatzes  leicht  con- 
stmiren.   Setzen  wir  nun  ~     i  V. 

was  verstattet  ist,  da  das  Produet  anfder  linken  Seite  des  Gleich* 
beitszeichens  bekanntlich  positiv  sein  muss,  wenn  die  Auflösung 
möglich  sein  «Ott;  so  tev  dach  dem  Obigen  ;  :  <  • 

Wird  also  '  '  •'*'  '5*  :/     <;":-', '•'*•  •  ;  ■      -  <"'■';:.;. 

o — r 

nämlich 

a-*r?r^ff :  t 

gesetzt,  so  ist 


a+r:  A=t  :p'— p", 

io  dass  folglich  auch  p' — p"  ohne  Schwierigkeit  construirt  wer- 
len  kann. 
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Aus  <r  und  p'>~p*  ergeben  sich  nun  aber  p'  undp" 

mittelst  der  Formeln:  ,  1  • 

s  :      -  A  —  •  l  :  \  -  -  , 

und  können  also  auch  ieiohj;  lürdh  €örtsfrottiou  gefunden  werden, 
so  dass  also  jetzt  die  Aufgabe  als  aufgelöst  zu  betrachten  ist 

Das  Vorhergehende  ist  nur  als  Andeutung  zur  Auffindung 
einer  zweckmässigen  Auflösung  unserer  Aufgabe  durch  Construc 
tion  zu  betrachten.  •  J      H  1  V  \    *  i  * i  •  A  i°> 


Weitere  Betrachtungen  überlassen  wir  dem  t^esgr^juiift  (wol- 
len nur  noch  bemerken,  dass,  wenn  die  beiden  angegebenen 
Punkte  in  der  Peripetie  des  gegebenen  Kreises,  liegen,  wo  also 
nach  dem  Obigen 

a2  +  (|3  —  6)*==rf;i:.i   :w/  u-rJ'.^  .ii'nhi. 

und  offenbar ^fü^  folglich  1  -i    '  { 

ist,  sowohl  die  Formeta 86*  .iM^'  d*  E*wln  &),.#4<^ 

* 

liefern,  welche  Auflosung  einem  mit  dem  gegebeneu  Kreise  zu- 
sammenfallenden Kreise  entspricht,  der  in  gewissem  S^te  «Miel) 
als  Auflösung  unserer  Aufgabe  betrachtet  werden  kann. 

v\  . 

.  -  -  —  \  r    "u  —  \v 
.    ^       ^  :  \       A  :  \  |  \l 

rniriM-.M»F-i  ÜftJ-iiTHVid-j^  -juilo  '«;-•- \\  il  ><n,  ih.ljjoi        J*  •• 
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h-ii»  hh*  '»^  tlj  nun  ;.i  n<«/  iH*»-» /r  H*»h  ■  miHftli)  tn*txi  .1  st 

isdii  i-I.il  «vfin'ri 

,  I"   ..».  <  ~-  —  --  -----  t# 

..«itilldriv»'/  >r,U  n*!;.  bim  i-.i     Ii?-*;  X 

•*\+  ft«»!lo//         : i"iMt:il  hfoi W'iti )         m-m«:.  i/I  »v  !•'«  »i  n**h  in* 

w   ■  ■ 


-Ulli"  !*•>■)     .U"ilil.*m  li'jttl'v 
•i'fi. //      »ifttllllSOfMJftfl  i 
■II  il"j.I'/bli'l'M«'>  ii!»   |j  Vi  •/ 


•  Ii  «  - 


lt.'  >i«#****J*»i*t|al  II  •'•  ••«  Ii»  I  V»l»  i;i 


•istti  i  j»üuii  i'tU  in' 


Herrn  A.  Weiss^.,^;;  m  ;  .,.,.» 


Lehrer  der  Mathematik,  Physik  und  Chemie  an  der  Königlichen  land- 
wirthachaft-  und  Gewerb* h« le  I.  Klasse  zu  Fürth  in  üfittalfrankeu. 


U;i*wmvuiß tofj*?*,  «{gtaft  MtirftM , ait.*?  ^  ^ 

.Ii  f  I  ii 


1)  Im  Zus.. 
l,öber  dfeObe 


GlQichgewichta,(verbreitet  sich  die  Electri- 
m  der  Kotier  sq-.dass  die  Intensität  einer 
le  von  der  Art  und  Grusle  ihrer  Krümmung  ^abhängig  ist. 
arc  fojgt,  (bjs  ira  Allgemeinen  die  verschiedenen  Stellen 
^Körpers  unzählig  viele  verschiedene  Intensitäten  auf  der 
vollkommenen  Kugelfläche  jedoch  dieselbe  Intensität  haben.  Wenn 
wir  nun  doch  in. der  Folge  von  Einer  Intensität  der  an  einem 
Körper  haftenden Electricität  sprechen ,  so1  verstehen  wir  darun- 
ter defri  Quotienten  aus  der  Menge  der  am  Ktfrper  haftenden  Eiec- 
tfieität  dividirt  1  tfurch  die!  Obernäche'  desselben.  Es  ist  dieses 
iHeichsam  die  mittlere  Intensität,  v<nn  'der  man  sich  dadurch  eioen 
»rjff  machen  kann,  dass  man  sie  sich  auf  eine  Kugel  von 


^r  Fläche  gebracht  denkt.      >  ' 

2)  Sobald  sieb  irgend  z  wer  Körper 
electrischen  Zustande  derselben.   Hat  der  eine  .Korper  die  Flüche 
o,  und  die  niitüere  Intensität  «.  und der  andere  die 
und  die  mittlere  Intensität  a,  und .  bezeichnet  man.  die 


Ä 

Fläch* 


!  / 


tensität  des  ersten  Körpers  nach  der  Berührung  durch  die 
d^s  ^veiten  ' durch  .r2,  so  wird  man  immer  setzen  kühnen!  f«i 

->a*>1Ir.nTj  (!'  il'jttn  ^r.li  imw  oa  .  ii^jniwiiri  iiliitunid  Inn  bnntlidhii 
rn*»»p"/f  ir>fMi*julin*jti  irwtftäojDfa  "i  iiiljfii*>hW*.L*'  n«>i«)  (l)ii> 

-mfif*>a  *fh   iI  -Üiii;;'!    c:  :!)  :i   ,h*»fi*ii**>i!   i  i  > i ii  If.tl.M'i/l  *>ti'i<iil»j|fia 
»Iii        .die  Gesarahitmenge  der  Eiectrieität.  durch :  die  Bonibrung 
mchtigeäiiflktiWird,  so  gllf  ferner  nocb^dtel  Gleichung:)  ,ni 
MWiwia  +nni'A  nv>h  ni  nimm*    i .  jii./i  h'».m'o  MIHiH-iL!  »tn^h 
•!*€«bwTi<jb  ni  üi!h.*i *tPt«^^ Ml>  .iV  -tih  -i  h^nfi 
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In  letztere  Gleichung  den  Werth  von  xt  aus  (1)  gesetzt  gibt 

x\  °i  +  ca:i  02=fli  Oi  -f  a2  ©2 ; 

hieraus  folgt  aber 

«i  Q!  +  <ya°2  «lOl 

Xt  =  .  »   Xm  —  C  ,  • 

Die  Zahl  c  ist  =^  und    drückt  also  das  Verhältnis*  der 

mittleren  Intensitäten  derjenigen  El ectricitätsm engen  aus,  die  sich 
in  den  beiden  Körpern  das  Gleichgewicht  halten;  wir  wollen  sie 
in  der  Folge  den  Gleichgewichts  -  Goefticienten  nennen.  Gewöhn- 
lich wird  dieser  vernachlässigt  oder  =  1  angenommen.  Wann 
diess  jedoch  richtig  ist,  oder  welchen  Werth  die  Coefficienten  in 
jedem  speciellen  Fall  haben,  muss  zuvor  auf  anderm  Wege  ent- 
schieden worden  sein.  Im  Allgemeinen  hangt  diese*  Werth  voo 
der  Gestalt  der  zwei  Körper  ab ,  welche  roii  einander  in  Verbin- 
dung stehen.  Zu  seiner  Bestimmung  müssen  dieselben  Mittel, 
wie  zu  der  Bestimmung  der  mittleren  Intensität  bei  einem  einzi- 
gen Körper  in  Bewegung  gesetzt  werden. 

3)  Ist  eine  der  beiden  Oberflächen  z.  B.  ov  =cc  und  dessen 
Intensität^ ax ,  so  ist,  wie  aus  2)  hervorgeht,     h''"  •  Uv  ■• 

Xi  =  aJ  ,  x%—c  ax ; 

d.  h.  die  Intensität  des  unendlich   grossen  Körpers  wird  nicht 
geändert  • 1 '  •  •'■•*•'•»'*«• 

4)  Hat  einer  der  beiden  Körper  die  Eigenschaft  stets  dieselbe 
Intensität  at  beharrlich  in  sich  zu  erhalten,  z.  B.  der  erste,  so 
ist  ^ri=ai  uud  x2=cal.  Ein  solcher  Körper  'kann  sonach  in  be- 
trachteter Beziehung  wie  ein  Körper  von  unendlich  grosser  Fläche 
angesehen  werden.  Wir  sagen  von  einem  solchen  Körper  er  be- 
sitze constante  Intensität. 

5)  Wenn  man  einen  isolirten  Leiter  gleichviel  ob  im  electri- 
sirten  oder  neutralen  Zustande  in  die  Nähe  eines  electrischeo 
Körpers  bringt,  so,  dass  eine  nicht  leitende  Schicht  zwischen 
beiden  liegt,  so  trennen  sich  In  dem  genäherten  Leiter  bestimmte 
Mengen  von  bisher  neutralisirten  Electricitäten  und  es  begibt  sieb 
die  der  Quelle  entgegengesetzte  nach  dem  ihr  zugewendeten 
und  die  mit  der  Quelle  gleiche  zu  dem  von  ihr  angewendeten 
Theil;  letztere  ist  frei,  erstere  hat  kein  Streben  ihren  Ort  zu 
verlassen  und  heisst  deshalb  gebundene  Electricität.  Gleichzeitig 
wird  aber  auch  ein  gewisser  Theil  von  der  in  der  Quelle  befindli- 
chen freien  Electricität  ebenfalls  gebunden. 

vi:    i  °  A    nv)«?ie  «ob  tftUMHM 

6)  Berührt  ein  dritter  Körner  einen  von  den  zweien,  welche 
vertheilend  auf  einander  einwirken  ■  so  wird  das  nach  2)  erhaltene 
die  freien  Electricitäten  in  den  beiden  sich  berührenden  Kürnern 
angehende  Resultat  nicht  geändert,  indem  nämlich  die  gebun- 
denen Electricitäten  so  aufgefasst  werden,  dass  die  freien  für 
sich  im  Gleichgewicht  sind.  Man  kann  nämlich  die  gebun- 
dene Electricität  eines  Körpers  immer  in  dem  Sinne  nehmen, 

*  es  die  sei,  deren  Wirkung  auf  die  übrige  in  demselben 
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Korper  enthaltene  und  mit  dem  Namen  der:  fr  e  i  e  n  bezeichnete 

Electricität  durch  die  Influenz  des  anderb  bindenden  korpers  ganz 
und  gar  aufgehoben  wird.  Dann  niuss  offenbar  die  freie  Electri- 
cität im  ersten  Korper  für  sich  und  also  Canz  so  hn  Gleichgewicht 
sein,  als  ob  in  diesem  Körper  keine  gebundene  Electricität  vor- 
handen wäre.  Die  Rechtmässigkeit  dieser:  Vorstellungsweise  kann 
wenigstens  da  keinem  Zweifel  unterliegen,  wo  wieUei  den  €on- 
densatorwirkunsen  die  freie  Electricität  Immer  nur  gleichsam  ein 
verschwindend  kleiner  Theil  der  GeSammtelectricität  ist. 


gegeneinander  gestellt,  dass  erstens  die  Grundflächen  pa- 
rallel sind,  zweitens  deren  entsprechende  Punkte  sich  jedesmal 
in  einer  auf  ihnen  senkrechten  Geraden  befinden,  so  hängt  die 
Menge  der  gebundenen  Electricitäten  in  jedem  erstens  von  der  Ge- 
stalt des  andern  Körpers  und  der  in  ihm  enthaltenen  Electricität, 
zweitens  von  der  Dicke  der  nicht  leitenden  Schicht  ab;  bleibt  die 
Gestalt  der  Körper  und  die  Dicke  der  s're  von  einander  trennen- 
den Schicht  «instant,  so  ist  die  Menge  der  gebundenen  Electri- 
cität in  der  einen  Platte  der  Erfahrung  zu  Folge = Map,  wenn 
ap  die  Menge  der  in  der  andern  Platte  befindlichen  Electricität, 
p  die  Plattenfläche  selbst  bedeutet;  da  die  gebundene  Electricität 
die  der  bindenden  entgegengesezte  Qualität  hat,  so  kann,  wenn 
unter  ap  die  Menge  und  Qualität  der  bindenden  Eleetricität  be- 
griffen wird,  mit  — nap  die  Menge  und  Qualität  der  gebundenen 
bezeichnet  werden.  Die  Zahl  n  lieisst  Bindungsvermögen,  sie  ist 
stets  ein  positiver  eigentlicher  Bruch .  welcher  der  Zahl  1  um  so 
näher  kömmt,  je  dünner  die  nicht  leitende  Schicht  ist 

8)  Ein  Instrument,  das  aus  zwei  leitenden  congruenten  Platten 
besteht,  deren  Grundflächen  möglichst  eben  und  durch  eine  sehr 
dünne  nicht  leitende  Schicht  getrennt  sind,  und  noch  die  Ein- 
richtung besitzen,  dass  man  sie  isolirt  trennen  kann,  heisst  Con- 
densator  (Verdienter)  und  dient  zur  Nach  Weisung  von  Electricitä- 
ten, welche  geringe  Intensitäten  besitzen.  Ueber  die  Wirkung 
wird  im  Allgemeine!)  Folgendes  bemerkt:  Wenn  man  mit  den  Plat- 
ten die  Electricitätsquellen  in  Verbindung  setzt,  so  wird  die  Platte 
Electricität  aufnehmen  und  zwar  so  lange,  bis  die  freie  Electricität 
derselben  der  noch  übrigen  freien  Electricität  der  Quelle  das 
Gleichgewicht  hält.  Die  in  der  Platte  befindliche  Electricität  be- 
steht aus  einer  gewissen  Menge  freier  und  einer  gewissen  Menge 
gebundener  Electricität;  werden  später  die  Platten  getrennt,  so 
u  ird  die  vorher  gebundene  Electricität  auch  frei  und  es  äussert 
sich  nun  alle  in  die  Platte  gegangene  Electricität,  welche  bei 
einer  wahrhaft  condensatorischen  Wirkung  immer  viel  grösser  ist, 
als  die  Electricität,  die  sich  in  ihnen  angesammelt  hätte,  wenn 
dieselben  bei  sonst  gleichen  Umständen  getrennt  gewesen  wären. 


!l<  (1 


II.    Nähere  Betrachtung  der  Condensatorwirkung. 

1)  Ist  die  Oberfläche  einer  jeden  von  den  beiden  Platten 
eines  Condensators  —  p ,  das  zwischen  den  Platten  herrschende 
Bindungsvermögen  =  n ,  und  wird  mit  der  einen  Platte  ein  Kör- 
per von  der  Oberfläche  o  und  der  electrischen  Intensität  a,  mit 
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der  andern  Platte  ein  Körper  von  der  Oberfläche  ©ll 
frischen  Intensität  *  in  Verbindung  gebracht*  !«•  werde»,  eacn- 
dem  der  Condensator  seine  Wirkung  vollendet  hat,  wenn  u  und 
v  die  mittlem  Intensitäten  der  in  die  eine  und  andere  Conden- 
satorplatte  gekommenen  Gesammt  electricitäten  bedeuten,  up  und 
vp  die  Gesammtmeneen  der  in  diesen  Platten  enthaltenen  Elec- 
tricitäten  vorateüen^  'Bezeichnen  b  und  >  ß^dm  mittleren  Intensiiä- 
ten  der  nach  dem  Uebergange  in  den  Oberflächen  ©  und  w 
noch  zurückgebliebenen  Electricitäten ,  sö  geben  ob  und  o>ß  die 
Mengen  dieser  Electricitäten  zu  erkennen,  sowie  nach .  L, 6)  6 cp 
und  ßyp  die  in  den  beiden  Condensatorplatten  vorhandenen  freie» 
Electricitätsmengen,  wenn  c  un<Cy  die  in  I.  2).  besprochenen 
Wcngewicbtscoefli 


2)  Wenn,,  wie  angenommen,  in  der  einen  Platte  die  G* 
sammtmenge  upt  in  der  andern  die  Gesaram  troeuge  vp  ist,  so 
ist  nach  L  T}  in  der  ersteren  von  der  Menge  up  die  Menge 
^nvn  und  in  der  zweiten  von  der  Menge  vp  die  Menge  «r  »«P 
gebunden,  folglich  ist  in  der  einen  nur  noch  die  Menge  up- 
X—nvp)  frei  wrid  in  der  andern  vp— (—  nun).  Die  freie  Electn- 
rii.it  in  der  einen  ist  aber  bep,  in  der  andern  ßyp,  folglich  ha- 
ben* wir  die  Gleichungen  :  4  il'  *\»' 

IM     '»-Ii.»  V.I  if  #  !♦.«  *■      .'  ,  .  I  •!  ••  »' 

u;    •  •  •  *,|lfW»t;ii==ocp,   1  *:.'-: 

i...  vp  +  nup^ßyph ....  ,         .i.,.,..,;,1  1.2 

hier ii us  folgt  *  * 

iT?«  ■..  •   r  «      I» :  •  ji  * .      1!,,':  *.  .  •..  . 

.•■.VI  ^iii    '•(!,!  Ihiii    be-^-nßy  1M'     ßy-—n6w -y-'flJ  V'-ii!  ••«•• 

 i        il  v:^=,'  j^^el»  ".n-.s1.-  .  I  ; 

•»  •;   -«Ki  r  »   'jiij!<:-»       1».  i?\  I      '  •  "  '  '•  »i  I  tjhviV 1 

fOurA  das  Beruhren  der  Platten  mit  deii  Körpern ,  sowie 
das  Nähern  oder't rennen  wird  offenbar  nichts  an  der  Menge 
der  auf  ihnen  und  der  du f  den  mit  ftroen  in  Berührung  stehenden 
Körpern  sitzenden  Llectricität  geändert  Die  Gesammtmenge  der 
in  Betracht  kommenden  Electricitat ,  tvar  aber,  da !  sieb  vor  der 
Berührung  der  Körper  mit  den  blatten  in  letztem  !k eine  Electrici- 
tRt  befand,  in  dem  einen  Tbeft  öO,  in  derä1  andern  et  m.  Die  Menge 
nach  der  Berührung  ist  im  ersten  Theil  Üp+bo  im  andern  vp 

+ß<o,  also  haben  wiri  :         i- w 

1  •    •  .'•.»•  M  :     is*  !  .  »  !i  it,   •:     1».» :  '• 

.1*5  v  *•  •  •  *    -  "  ttp  +  ob=ao,    •    r         !• . 

.  !    1*  1.  m«  *  ,     ^  ;  ■  »  »tittr  «HM  »'.i     "  * 

,.-.,;•*  ...     .«   s         y#+Mri**A.  ...     ...      •  . 

oder  för  u  und  v  aus  der  vorigen  Nummer  ihre  Werthe  gesezt,  gibt: 

,$c/>— nßtp  +  b9(\^u*)z=:ao(l~ **),,;  ,  ;..  1 
•      •        ßyp~»bep  +  ßa>(t-n*)=aa(l--n*): 

m  m  Hieraus  erhalten  wir  för  6-  und  ß  nachstehende  Werthe - 
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a  -i  a °iYP'r&      ~^      )<f  «  jjot» (gp -H>  (l-frfe*))    n  acop 

4)  SeÄli^  enthal- 
tene Gleichürigf  <so  taVeb  Tir :       ^ '  I  -  «  -  ■  T  > » 


lif  -      I J  t '  >    MOV  ftlUll' 


."Vkö  ',  *n  aHgem«nen  '/Ny^efh'-\ifa:t3),1Md  7ff  wollen  wir 
nünretnlgeM»peciellb  VÄlle  aüfsucheri:        ;|| »"  ^ 

a)  An  der  zweiten  Platte'  sei  kein  Leiter. 
Hier  ist:  «=co  =  0.  \ ,  •, .., 

Hu,P  +  cp'    p    y(o  +  ep)9 

•%  Vorstehende4  Resultate'  lassen  sich  le'rcht  aus  herleiten. 
Diese  Formeln  haben  aber  hier  Gültigkeit,  da  nach  I.  6)  die  ge- 
bundenen Electricitäten  keiften  Einfluß  auf  die  Vertheilung  der 
freien  haben.  Setzt  man  aber  in  I.  .2)  die  iinserm  Falle  entspre- 
chenden Daten ,  als:"  / T  t    .  \ 

:  ,  i 

Oi~o,  fli  =  er,  c—c; 

dann    ist        =  b  =.  — 4c  freie  Electricität  des  mit  der  einen 

Platte  in  Verbindung  Stehenden  Körpers,,  und  3rg=cp  =  '0*+cp 
=  it=  Ladung  dieser  Platte.  Durch  x%  wird  aber  in  der  zweiten 
P^erH^#=^-r^^feehuhden,  folglich  bleib*,  so  lange  die IMat- 

teir'faicbt  getriobt >ufcM,-.  +  ~r~      y  frei,  üÄd  Keifte  ß±> 

>  ,  TKe  'aiicli  oben.         j  '  . :  •  ,  -: '!  '  '       ^  ^ 

,  ,A  :      Ö)  Ah  der  »weiten  Pialte  i ist  ein  Leiter üon  der1/ Fläche 
'  Sjjii  ;<ö! und  den  Intensität  iO,-  also  otlso»)  «»09;  >  <  ;  • 

go(yp  +  <o(l—w2))       -     •  ■  ,"!",Wc^i:'1' iy1, 

^»mll^AHp(r0^c^)Tp^rP'noa}  (1 — tfl)  +p(fo+c&}+p*cy' 

\  *'i  .  .  i.au  •,.  r.  :•      ».•.•!..   -      •;.  .  •  •  '»»;  ..-^  ...f 

*  ■  •         «  • 

  .     aojctfp  +  a>)  ^nacoa  ,x 

ow(l— «^r+p(yo+cw)+/?2<?/  oö(1— «a)+»(yo  +  cw)  +  ä»cy 

u.V.  Irin»     1         i,»i    .        r!'». !tu>  >  1,.,.)  n  uV 
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V'  s  '    *c)  Mit  Vier1  zweiten  Platte  steht  eine  Quelle  von  con- 
j Starter  Intensität  ff  m  Verbindung;  also  «=»  ; 

aoe — naoy  ay{cp-\-o) — naoe 

  "= ölX=mWp-c '  "=  o(i-n")+Pc  . 

d)  Mit  der  zweiten  Platte  steht  eine  Quelle  von  constan- 
.1)1!.  /  ter  Intensität  a^Q,  in  Verbindung  «^o,  a>^iQo  ;  das 
wäre,  wenn  die  zweite  Platte  mit  der  Erde  in  leiten- 
der Verbindung  steht. 


oo(l-n»)        ,  >  = 

aoo      ,  —uonc 
Uz=zo{\-n*)+pc'  *Ä«flr*»)+|>ü' 

e)  Mit  beiden  Platten  stehen  Eleciricitätsquellen  von 
stanter Intensität  |n  Verbinfiung^ a==a,  ar=«,o=<0==x ; 

■       >  i  .      «         r  |  f  •• 

6  =  a,  /3  =  a;     Jf  ,  .  t.. 

•  i       ■  |i  .     •     •  a  •■ 

•  «  •  »•■••■•««  '  '  '*  '  Iii         x  i'l    .  t   '  «. 

ac-nety  ety-näc  ,  , 

.         .  »     |t.  .«» 
/)  Die  eine  der  constanten  Intensität  a=0,  also  die  eine 
Platte  mit  der  Erde  verbünden. 

II.  P'lfW  1  >!»  Iit         :  «  •••  '  «...  r— '«'J        1    ,  tili      ist«      •  • 

6)  Sehr  leicht  ist  es  sich  auf  andern  Wegen  von  der  Richtig- 
keit der  Formeln  zu  überzeugen ,  wie  es  z.  I> .  hei  denen  vom  Falle 
a)  geschab,  JPie,  Formeln  v)  und  f)  sind  dir  in  Jen  Lehrbüchern  allein 
aufgestellten.  Wir  bemerken  schliesslich  noch,  dass  pcb  und 
pyß  die  in  den  Platten  während  ihres  Beisain*nenseins  vorhande- 
nen freien  Electricitätsmengen  sind.  \ .    •  I  ■ 

■  7)  Wir  wollen  nnn  zur  Berechnung  von  dem  Falle  Übergehen, 
wo  ein  Condensator  schon  die  -Ladungen  u  und  v  hat  und  nach 
Entfernung  der  diese  Ladungen  bewirkenden  Quellen  neue  Quellen 
mit  den  Platten  verbunden  werden.  t)w  !  \k")\ 

Es  sind  die  neuen  Ladungen  v!  und  vL,  "Die  neuen  Quellen 
haben  die  Flächen  o'  und  ©'  mit  den  Intensitäten  o'  und  «' ;  fer- 
ner seien  c7  und  -f  die  GleichgewichtscoefBcienten,  p  und  n  und 
6'  und  ß'  haben  mit  dem  Vorigen  gleiche  und  ähnliche  Bedeutung 

'  Nach  demselben  Räsonnement,  wie  im  II.  3)  findet  man: 
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AV-ngy  <?V-n6V 
l-n*     '  •=  '••  1-n« 

.    •     •  «  » 

Um  b*  und      zu  bestimmen,  machen  wir  eine  ähnliche  Be 

trachtung  wie  iii  JL  ;<:.,] 

Es  ist  nämlich  die  jetzt  in  der,  «inen  Platte  befindliche  Elec- 
trlcitätsnicngt»  t*'  6 ,  "  und  die  nocn '  Im  Körper  vorhandene,  o'  b' 
offenbar  so  gross ^  als  die  vorher  in  der  Platte  und  im  Körper 
gewesene,  also  '. 11 

u  »  u'p  +  o'b'  —  up  +  a'*!,  ebeaso  d 

•  •   •  r     •  •  .  i 

l'J  '        •   *•  r*   '  .  •       '  f   i  *    *'   S       "         '  ,lM,i"  1 

v'p  +  a>'  ß'^zvp  +  n'  cr*;..:„:"  ■  ,9  -  t 

Hieraus  findet  man  aber:     .vf  ,.\  .  ;     ,  l 

{a!  o'  +  up)  typ  +  co'(l—  n»))  -f  («>' +  ty)  (np/) 
°—       o'a>'(l  — (07+fflV)  +/>*cy 

^  V  '(«'«'tVP)  ftffif         n*))  +  («'  o/  +  m^)  (npc')  [  '-  s 
und  ferner: 

/    #{ato,.+  up)('/p+m')--n(d'a(--i>p)y'o' 
u         o'  a>'  (1— w*)  +  p  (o'/  +  arV)  +  p*c'y' 


o'  a>'  (1  —  w«)  +  />  (o'/  +  a>'c')  +  pV  /  * 

8)  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass,  wenn  nun  noch  wei- 
tere Ladungen  bewerkstelligt  würden,  die  betreffenden  Grössen 
auf  gleiche  Weise  durch  diese  Recursions  -  Formeln  gefunden 
würden. 

So  weitläufig  diese  Formeln  ihrer  grossen  Allgemeinheit  we- 
,ren  auch  erscheinen,  so  einfach  werden  sie  in  den  meisten  spe- 
ciellen  Fällen.  Im  folgenden  Paragraphen  wollen  wir,  als  Beleg 
biefü'r,  die  Wirkung  des  sogenannten  doppelten  Condensators  von 
Cuthbertson,  dessen  nähere  Einrichtung  in  Gilberts  Anna- 
len  XIII.  oder  Gehlers  physikalischem  Wörterbuch  II. 
»e^Meh^n  ist,  be^echnep.  ,  :.  ,       %  .  >r.  , 

10)  Im  Wesentlichen  ist  die  Einrichtung  folgende:  Zwei  Con 
iensatoren  mit  den  Plattenflächen  und  p-t  uud  den  Bindungs- 
rennogen  nx  und  w2  werden  durch  ihre  einen  Platten  mit  einer 
Quelle  von  der  constanten  Intensität  a,  durch  ihre  andern  Platten 
alt  der  Erde  verbunden.  Die  hieher  gehörigen  Gleichgewlchts- 
?oef&citentett  sind  cx  und  c2.   Die  zwei  Condensatoren  erhalten 

adurch  die  Ladungen: 

•  ...  'ii*  * . 


Thcil  XIII  21 
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dw  er«t«,:  ,    der.  *w?ite: 

■  i  /t—m^iu  i  .  n.n.ttn '. ■  'jd—m±d0i  »m;i  'A  tu'l 


während  die  andere  Platte  des  zweiten  Condensators  mit  der  Erde 
verbunden  bleibt.  Der^  zweite.  Qendensatrir  ^ erhält  hiedurcb  die 
Ladungen  u'9  und  v'a;  sei  der  zur  Verbindung  der  zwei  Plat- 
ten gehörige  Gleichgewichtscoefffcient. ' ■•     I  ** 

Die  Werthe  6'*,  0 

'a>  w'a»  v'a  findet' man  aus  den 'Formeln  II. 
7),  wenn  man  dort  die  dem  jetzigen  Falle  angemessenen  Substitu- 
tionen macht,  nämlich: 

o'=Pl,  «  =     c'^,  t*^,  p^^^^,  «'  =  0,  *>'=*; 

2     Pi  (l-r*:iH?a,c'a  .     2     7>i  +PaC'a 

11)  InGehlers  physikalischem  Wörterbuche  steht eioe 
Formel  für  den  Falk  oa«s  die  Platten  des  ersten  Kondensators  m  mal 
grösser  sind,  als  die  des  zweiten;  ferner,  dass  .die  Bindungsver- 
mögen einander  gleich,  und  die  Gleichgewichts •  Coefticienten  in 
v«rnacJhlrissigen  sind.,  Wir  setzen^also:      ...  ...   .  .  y 

;;;;-;>;  Pl =mp,?2=^  .;• 

Dann  ist:  ..••»•'■ 

In  dem  Gehlerschen  Wörterbuche  stellt  für  u'a  der  Werth 

.....  (l-TfWW.rfrn2),  , .,  •,  L..A  j  ....  ... 

So  lange  ffl i  nicht  gar  gross  w,*d>  weichen  aNe  zwei  Werthe. 
da  1  —  nz  gewöhnlich  sehr  klein,  ist,  \veoig  von  einander  ab.  So- 
bald aber  m  gross  wird,  gehen  sie  aus  einander»    Nach  unserer 

Formel  ist  z.  B.  für  7n  =  »  ,       ein  Maximum  =  ,<    "  ,wäh- 

{l  —  n  ) 
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rend  nach  der  andern  Formel  u%  durch  ein  in  's  Unbestimmte  fort- 
gehendes Steigen  von  m  selbst  über  alle  Gränzen  steigt,  welchem 
Resultate  aber  schon  die  Erfahrung  widerspricht. 

12)  Die  Formeln  des  §.  10.  fassen  sich  leicht  für  den  Fall, 
das8  mehrere  Condensatoren  hinter  einander  in  Wirksamkeit  tre- 
ten, ausdehnen.   Es  sind  z>  ß.  r  Condensatoren  gegeben;  •• 

«i  n%  w3  . . . .  nT  9  Pi  Pi  /?3  . .  • .  pn   Ci  c%  c8  ....  cr, 

d  ^   C  3   c'4  ....  C'r 

haben  analoge  Bedeutung  mit  den  im  §.  10.  gebrauchten  gleichen 
Bachstaben.  >  f  1  '•».  I 

Die  Condensatoren  werden  durch  ihre  einen  Platten  mit  einer 
Quelle  von  cons tanter  Intensität  a,  durch  ihre  anderen  Platten 
mit  der  Erde  in  Verbindung  gesetzt.  ■ 

Dadurch  laden  sie  sich  und  es  ist: :   :  V  1 

Ladung  des  Isten  Condensators,  des  2ten  ,  u.  s.  f.     des  rten. 

u-  c»  a  ,  *«±  * Cz*  ur  -    €ra  ; 

Ul  —  1— nV  h      l-nt9  Ur  -  1-wr56' 

«        »  •  •••••••••  •  • 

Nun  trennt  man  die  Platten  des  ersten  Condensators ,  die  mit 
ler  Ladung  ux  wird  mit  der  Platte  des  zweiten  Condensators. 
welche  die- Ladung  besitzt,  verbunden y  wodurch  diese  Platte 
iie  Ladung  erhält.  Hierauf  wird  auch  der  zweite  Condensator 
getrennt,  die  Platte  mit  der  Ladung  u'2  wird  in  Verbindung  ge- 
atzt mit  der  Platte  des  dritten  Conuensators ,  welcher  die  Ladung 
<a  hat,  wodurch  leztere  sich  mit  w'3  ladet.  So  fahrt  man  fort, 
>is  man  zuletzt  zum  rten  Condensator  gelangt,  dessen  eine  Platte 
lann  die  Ladung,  tfr  hat.  Die  Werthe  u'2,  u'B  und  u'r  werden 
tanz  sowie  u'*  in(i§,  10.  gesucht  und  man  tindet  ux  und  wie 
lort;  ferner 

'    B°"  :    i         <tt«ift  +  «3P3)  *   '  lf 

|.     u.\\,a-  .  *      hM)  mP% k  l~P>*  r»  c *P* )  -i 

.  s.  f . ;  endlich 

13)  Sind  die  Bindungsvermögen  aller  Condensatoren  =w  und 
ie  Gleichgewichts  -Coemcienten  =1,  haben  ferner  die  Plattenflä- 
ien  folgende  Werthe : 


f>1  =  mr-,p, 

21 


•  < 
1«  • 
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....    .  *    vi-.         .1-  '  ."' 

d.  h.  hat  der  folgende  Condensator  immer  »»mal  kleinere  Platten 
flächen,  als  der  vorhergehende*,  so  ist: 

a(i»+l) 


M  *    ri— »«)  (m  (i— «*)  + 1) ' 
,     a  (m  (7/a-f-l)  + 1  +  m  (!-»»*) ) 


,  _  o  (m  (m  (m  4- 1)  -f  (1  +m (1-^»*)))  +  (1  +  »t  (1  -w2))2) 

(l-n»)(l  +  m(l-»*))s 


m«  (m  -H)  -f  ro  (1  -f  m  (1  -  n*) )  -f  (1+m  (1  -n*)  )* 
-fl  (t—n«)(t  +  m(l -»«))« 


(m'-^m+l)+mr-3(l+m(l^»)H-m^ 

(1— tt*)(l  +  m(l— n»))^ 

Wäre  das  n  beinahe  1,  so  hätte  man 

als  Ladung  für  den  kleinsten  und  letzten  Condensator- 

.      ■      i  .  i< 

III.   Wirkung  bei  mehreren  gleichzeitig  fn  Tätigkeit 

gesetzten  Condensahtrea!" 


1)  Ein  Korper  von  der  Oberfläche  o  und  der  Intensität  fl 
wird  mit  den  einen  Platten  von  r  Condensatoren  verbunden  und 
ein  zweiter  Korper  von  der  Oberfläche  cd  und  der  Intensität  c  mit 
den  andern. 

Die  Oberflächen  der  Gondensatorplatten  sind: 
Die  Bindungsvermögen:  v  -  i 

W|  tl$  Wj  ......  Jtr .  . 

Die  Gleicbgewichtscoeföcienten: 
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lo  die  Platten  wird  so  lange  Electrtcität  gehen»  bis  die  in 
jeder  befindlichen,  freie  ^  Electricität  und  die  noch  Übrige  in  den 
Körpern  sich  gegenseitig  im  Gleichgewicht  halten.  Haben  die 
Körper  am  Ende  noch  die  freien  Electricitäten  b  nnd  ß,  so  sind: 

\ct  b  b    :    jc3  b  icr  b 

in  ß      'y*  ß      V«  ß  hrß 

die  freien  Electricitäten  in  den  Platten. 

2)  Sehr  leicht  ist  es  nun,  die  Richtigkeit  nachstehender  Glei- 
chungen einzusehen  i   .  '  : 

Urpr-1rnrVrpT  =  Crbpt, 
Vrpt^fitUrpr= yrßpr  5 

wo  ur  und  Vr  die  Ladungen  der  Platte  des  rten  Condensators  be- 
deuten.  Hieraus  bestimmen  sich  Ur  und  W: 


Crb — rtrVtß  yrif-—nrCrb 
=  — i — J    '     =    *1 —  * 

1*—  tlr  1 — Mr 


3)  Eben  so  leicht  springt  die  Richtigkeit  folgender  Gleichun- 
gen in  die  Augen : 


woraus  mit  Bezugnahme  auf  III.  2): 
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4)  Wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  des  §.  2. 
setzt,  so  ist  Ur  und  vr  bestimmt. 

6)  Schliesslich  wollen  wir  noch  den  Fall  in  Betracht  ziehen, 
wo  die  r  Condensatoren  schon  Ladungen  besitzen  und  nun  mit 
zwei  neuen  Quellen,  wie  vorhin,  in  Verbindung  gesetzt  werden. 

Es  sind: 

Ui  Mfc  %   .  .  Url 

vi  HJt  \  *n 

die  alten  Ladungen;       • ,v  : 

c\  y'i    ei  /i      .  .  y.  .  "T^  .  c't  y'r 

die  Gleichgewichtscoeföcienten ;  - 

©'  und  ca'  sind  die  Flächen ,  «'  und  V  die  Intensitäten  der 
neuen  Quellen;  — 

■ 

v       "  -    i  " 

U\  U'2         V tl'r j 

vi  v£  v's"*^*  •  •  v'rl 


sind  die  neuen  Laduogen; 


.  •  i 


...  y 


b'  und  ß'  die  freien  Electricitäten  der  Quellen  nach  den  neuen 
Ladungen.  -  .£    ^  ✓ 

-  -  -  j  * 

6)   Nun  ist  ganz  wie  früher 

U'ipr  -t&rV'rPr^b1  Pr, 

hieraus:  '  -  I 


7)   Ebenso  ist  4^-ffuhern  analog:. 

5  (tt'rpr)  ^  *'ö'  =  <S (Urpr) , 

hieraus  folgt: 


1 
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Werthe  in  die  Gleichungen  für  u*  und  v'  gesetzt,  geben 
diese  in  lauter  bekannten  Grössen  ausgedrückt. . 


l!  r 


8)  Wir  wollen  nun  noch  ein  Beispiel  für  die  letzten  Formeln 
machen* .  Bs  seien  r  Cond  ensator  e  n  durch  die  einen  Platten  mit 
einer  constanten  Quelle  a  in  Verbindung,  durch  die  andern  Plat- 
ten aber  mit  der  Erde.  , ; Ferner  wollen  wir  alle  Gleichgewichte- 
coefücienten  =1  setzen.  Ebenso  alle  Bind  ungs vermögen  =n* 
Der  Annahme  nach  ist  o  —  w=oo,  a  =  a,  a=0; 

somit  beza, 

0=0.  -       ~  " 

Nun  ist: 

.      ••'  '    .         .    .*.»     .  •  .  t 


no                     .  .  v  . 
t>  =  — i — r«==«i  =vt=r  vr ; 


» 


aus  den  Formeln  1)  and  ?)  dieses  AbSchnitte. 

Wir  entfernen  nun  die  Quelle  und  den  rten  Condensator,  tren- 
nen die  Platten  des  letztern  und  setzen  die  Ladung  u  mit  den 
Platten,  welche  dieselbe  Ladung  schon  besitzen,  als  neue  Quelle 
in  Verbindung.  Um  nun  die  neuen  Ladungen  zu  erhalten,  setzen 
wir  in  den  Formeln  6)  und  7)  :;  ! 

*  •   »     i!     '        "         '*         \  in  ' 

r=r  —  1,  «l  =  wÄ=  nT—\  =  n ,  alle  c  und  y=] ,  o'=.pr> 

a'=w,    oxsr«,  <r=0. 

Dann  ist  aus  7):  , , 

»•  ~  1   *  '  '     •  }y •  *     -.'...».   ]  •  ,  » •  :  Ä  •  -  • 

M      upr  +  8  (Ur-jpf-j i"    *  u8(prj'  ' 

(P^n)  +  fr.  6  (pr-i)  +  Pf 

]  S  (pr-i)  +pr(l  —  n«)  ,••»«!•, 

odei  för  u  seinen  Werth  geeetet.  gibt  endlieh: 

a 


(i^^iS(pi^)-rfv(l— «2)l      .j/  .« 

.    I    ,  .  i    MI    .   ..     ../   IV.' r 

r  ff 

Hier  ist  wohl  zu  bemerken ,  dass  u'  die  Ladung  in  den  einen 
Platten  aller  nun  noch  in  Wirksamkeit  stehenden  Kondensatoren 
ist;  da  einer  getrennt  wurde,  so  sind  ihrer  nur  noch  r  — 1. 
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» 

ruh  Wir  entfernen  nun  den  (r—  l)ten  Condensator  und  benutzen, 
so  wie  vorhin,  die'  Ladung  des  r tön*,  nun  die  -Ladung  dieses, 
d.  h.  wir  trennen  die  Platten  des  eben  entfernten  (r— l)ten  Con* 
densators ,  setzen  die  von  ihnen,  "Welche*  nicht 1 '  de? :  Erde"  ver- 
bunden war,  in  Verbindung  *m!t 'denjenigen  Plätten  der- fibrWn 
r— 2  CondensaWen;  welche  ebenfall«  nkM  mn?  d*r  Erde  verbuo 
deri  waren1.   Diese'  Platten  erhalten  dadurch  eine  w&  die  andere 

die  Ladung  ll">  VB&  «8*  Ist t'<';    °"»     *«      "jxf'M   I  •=  ItMil-l.  all  •  i 

.  i:     .  .x  -'oru  Iii  il  iftfi  ?  i.  •  . 


:  -  litt. 

Entfernen  wir  nun  den  (r— 2)ten  Condensator  und  machen  e* 
wie  vorhin,  so  ist  die  Ladung  der  übrigen  r— 3  Condensatoren: 


Endlich  entfernen  wir  ieri  ^ten  Condensator,  so  hat  der  erste 

noch  die  Ladung:  ,  .  -  „.       rfJ  .,\\,}Uo       imil  .  Iimltn  i  tffV 
.   !.         \\   :  .•  :»:  1    .:.       ,\-n  1  in  La-;?.****!  *•>!>  il  >)tal(l  »»Ifl  i" 

novl'«*  pH  *t/r"7,^==   i  ''Jil'ßfjl&S)  ^  Ul  *   .vwl'nidvM  • 

Aus  diesen  Formeln  för  die  «'  erhalten  wir  endlich: 

(r-l)'.  ,\r-»ii 

fft+a-*1^}  Ipi+Pt+fl-n^sK  lA+Pi  -Pr-i  +Pr(l-n4)}  *  1-  »2  ' 
Setzen  wir,  wie  oben  im  Abschnitt  II.  §.  13.:  j 

.iV  »     .*tjf A  F  d-m; fi^';  f 

pr=mT-1p,  pr-1=mr-*p,  pr-*=mr-*p,  

 Pi=»p>Pi=p; 

r 

so  erhalten  wir:  —         I  U-»*V  o 

(r-ir       {1-t-m)  (l4-m  +  m^^..v:;.;Tt  ^fa^f  .Uviirt^lir  " 
u  ~  {l-na}{l+ro(l-n2)){l+m^ 

Die  Art  der  Ladungen»  wie  wir  sie  jetzt  haben,  unterscheidet 
sich  von  der  im  Abschnitt  II.  nur  dadurch,  dass  bei  den  auf  ein 
ander  folgenden  ;  Ladungen  liier  immer  mehrere, ,  .Condensatoren 

^^^■j*         -i  •(  iott  i:\n  r».di  lw»V,  im  ,*>biu//  Uvi'jii'  -  nah       ; !  ■. 
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letzt  nur  der  kleinste  allein  noch  geladen  wird;  im  II.  Abschnitt 
ging  die  Ladung  auch  zuletzt  allein  auf  den  kleinsten  Condensator 
über,  aber  bei  den  auf  einander  folgenden  Ladungen  war  stets 
nur  ein  Condensator  thätig;  die  Resultate  sind,  wie  wir  sehen, 
verschieden;  wenn  jedoch  die  Condensatoren  recht  gut  sind,  also 
n  beinahe  =1,  so  ist: 

u(r- 1)  —  (* +  A)« 

1  — na 

_      (1— roQ  a 
—  (l—  m)  (l—na)' 


und  wir  erhalten  demnach 
gleicher  Voraussetzung  die 


e  Resultat,  welches  bei 
in"  II.  §.  13.  gaben. 


.•VihHlirt  -tili  i,r;^K£»-.       ;isü3.:<;  ; 


Zum  Schlüsse  nehme  ich  .Veranlassung  dem  verdienstvollen 
Autor  „der  galvanischen'  K  cttc"  den  innigsten  Dank  auszu- 
drücken für  das  Schöne  und  Nützliche,  wo  leb  es  zu  erlerneo  er 
mir  häufig  Gelegenheit  bot ,  theils  als  erfahrner  und  bewährter 
Lehrer  in  seinen  Vorlesungen  über  Elcctrici rät,  theils  als  wohl- 
wollender und  gefälliger  Freund  im  nähern  Umgang.  Auch  darf 
ich  nicht  verschweigen,  dass  mir  sein  Rath  bei  Abfassung  dieses 
(namentlich  bei  I.  0))  bülfreich  zur  Seite  stand. 


\ 


»»».ih»  imn\v>A  t.ir#  i  .  /'   i  iii  .     i   jj./l  iii«.  >.i            n  \ 

.■■;•«>  #r<i«|        «,  »i  Hl*»;    •  .»  :  *•  •  ,  ■.•.!{.•,  •  ,  ..-i*  ..,«...  .//•»«!  »mr-il 

\  in.;  ;(illfl  V\  si  *•••!  #i  .1      ..i/.»   ..'iinn  >.i«T  !    •••,!>  u: 

'  »J'I'»iri  l*#h            i.  •••    */  t       »    r»f)   fnifl  \  !•»!• 

•    ti»l.lA  IM!   lf)(>J*»fl»lli«rj' » .  »•!  ilfi   r»i,|l                            »tiii.lf;  «»mim^' 

•».  ui(iuii:.J  « .*»  i  .Ii»// 


i  »  .••#!!!   "•/;•>.:     il  ,  .%•         .    .  .  «  Ii«',-        ;p       ......    v    j  . 

If  *       lf)|<»'.«*l|»|o''   II»     ..     ...'.,«>  IJ'H:!»   .  1'nll'lül      .  I  'fl.uÄ 


\      %•   f     »Ml.*  • 

•:.»!.*  lf.it> 
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ITebungsaufgaben  für  Schüler. 


;    -    K  i;  •-'  i    "   j  '   :> .        ■  ;  • . 

:  i  «. 

-i  ,  VatftMttd  der  hohem  Bürgerschule  »u  fcU©oheiin. 

j":  •:•    '     .'.  ■     .'  I  ....  :    '   •      .  .-.'!•.  •         :    .•  '    .  '. 


■  Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Diel« er; 


Die  Stange  AB  in  untenstehender  Figur: 


E 

—*- 


B 


dreht  sich  uro  den  Punkt  E  ffitt^'der  Winkelgeschwindigkeit  6; 
längs  ihr  ist  ein  Körper  (oder  System  von  Körpern)  ohne  Rei- 
bung beweglich,  dessen  Schwerpunkt  im  Anfange  der  Bewegung 
in  der  Entfernung  a  von  E  ist  (positiv  nach  B  hin);  am  Ende 
der  Zeit  t  wird  der  Schwerpunkt,  wenn  ausser  der  Fliehkraft 
keine  andere  Kraft  wirkt,  und  die  Geschwindigkeit  im  Anfange 
Null  war,  in  der  Entfernung 


*■  #• 


von  E  wein.  Zugleich  wird  er,  vermöge  beider  Bewegungen,  «i 


r=ö-(«^  +  e-*) 


t,  worin  t  die  Entfernung  eines  Punktes  der  Kurve  von  E, 
w  Winkel  dieses  Radiusvektor  mit  EB  ist,  nach  der  Richtung 
■  Bewegung  hin 
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Daraus  folgt,  dass,  was  ävtch  die  Winkelgeschwindigkeit  und 
das  Gleichgewicht  des  Körpers  sei,  wenn  nur  er  dasselbe  Ist, 
immer  dieselbe  Kurve  durchlaufen  wkd. 

Die  dem  Werthe  ^  des  Winkels  ^  entsprechende  Länge 
der  Kurve,  von  tf>=0  an  gerechnet,  ist  v  j 


•  *  » 


V2  [tg <p  V  •  VI)  +|^(9,'VT>3- 


worin 


V2  eV  «  V2" 

Will  man  die  Stellung  des  Körpers  am  Ende  der  Zeit  t  wis- 
sen, so  sind  die  Werthe  von  r  und     för  diesen  Augenblick: 

r  =  |(e<*  +  e-<*),  *  =  of. 


:  » 


:  • 


< 

>:«■> 


iscelle 


Zur  Abhandlung  VA.  in  Theil  XII,  93. 


Von  dem  Her«  Doctor  J.  Dieogcr,  Torstand  der  hohem  Bürgerschule 

zu  Euenheim. 

Man  könnte  gegen  die  dortige  Beweisführung  einen  Einwand 
erheben.   Es  ist  nämlich  allerdings  klar,  und  folgt  aus  der  dörti- 

(nne—n  \ 
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\ 


endlich"  ist;,  zugleich  ißt  *(^S)^^0 
d.  h.  so  lange  nicht  r  unr  eine  endliche  Grösse  von  »(äqd)' ver- 
schieden ist   Für  diesen  letztern  Fall  aber  ist  nicht  bewiesen, 

dass  &(£|-^=0  zu  setzen,  sei.   Es  ist  dtess  aber. auefc nicht 

nöljiig.,  Sobald  nfmlich  &{M=1  gesetzt  werden  darf,  wird 
dteFormA  (i)  gehend   ?       '  I   v'  ' 

<  ^  /nTe-*      nT±le—       nT+*e-»  \ 

i  -     -v(4ftl!V+l-ä"('+>hHW)  +  "'7'  ; 

Aus  (5)  folgt,  für  <p(x)=:x: 

=  *  &  +  lÄ.(r+l)  +  1 .2..(r+2)  + / 


d.  h. 
demnach 


(nre~n      nr+ler*      nT+*e~n  \  . 

1 . 2  ..T?  +  1.2..(r+l)  +  1.2..(r+2)  + J  " 1 ' 


X—tp{x)f 

wie  die  Formel  (8)  besagt. 

Ueber  die  Bedingungen  der  Konvergenz  der  Reihen  (9)  und 

i  Cauchy's-¥k>r 
g,  Vorlesung 


(10)  sehe  man  CauchyV^¥tortesj|tigeii  über  die  Differen- 
zialrechnung,  Vorlesung  9. 


Schreiben  ide^  Hfetrn  Döcfc*  Thomas  Clausen,  Obser 
vatjor  a#,  der  Sternwarte  zu  Dorpat,  an  den  Herausgeber. 

■ .   \  ■     -      *  *  ■ 

Im  XII  ten  Bande  Ihres  Archivs  Nr.  XXI.  S.  293.  findet  sich 
von  Professor  Sehl 0ml Ich  fein  Aufsatz,  worin  er  beweist,  dass 
<Ü0jftran*ceuden)*. Function  ■ 
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veder  durch  reelle  noch  comp I exe  Werthfe  voo  #  den  Werth 
=  erlangen  fciinne.  Es  scheint  mir  als  ob  hierin  ein  Irrthum 
> f. walten  müsse,  da  es  mir  gelungen  ist,  zwei  coraplexe  Werthe 
.oh  x  zu  finden,  die  dieser  Gleichung  Genüge  leisten,  nämlich: 
r=— 0,5794  +  O,695tö  bis  auf  die  vierte  üecimalstelle  genau,  und 
r  =  — 2,51  -f  Q,63i  bis  auf  die   zweite    Deci  mal  stelle  genau; 

(t=  V 1).  Es  Hesse  sich  durch  weitläuftigere  Rechnungen  j^de 
beliebige  Genauigkeit  erlangen,1  die  jedoch  für  meinen -Zw ec Je, 
bloss  das  Vorhandensein  dieser  Wurzeln  zu  zeigen,  ohne  Nutzen 
sind.       .  »  1*1  '> 

Die  Function  f(x)  habe  ich  für  den  numerischen  Calcul  in 


m 

eine  schneller  convergireryle  R*ihe  auf  folgende,  Weiss  verwandelt : 

— 2x^H\x    x  +  ij    2Vr+1  x+y 

+  2\x+2  x+ij 

j.  mvy 

111    1      1      1        1  ■  1 

"2a?  +  2  x(x+ 1)    9  (x+l)(x+2) +  2  (aH-2)(*-|-3) 


J_  /      1  1       \  _  1  /        1  1  \ 

*U(*+w  m«nH*+?)  &m**v) 


a  *(*  +  l) 

1  1.2  1  1.2 


22  *(:r-f-l)0+2)  2«  (*+l)(;r+2)  (ar+3) 
1  1      1       1         1  1.2 


~|~  •••••• 


2  .2?     2*  2»  (*+2) 

1.2/        1  1 


23  C(*+l)(*+'2)  (x+i)(x+2)(x+Z)) 


...... 
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_  t  1     1      1         1  1.2 

—  2  x  +  2*  *  (*+l)  +  S5 '  <r(<r-f  1)  (*+2) 

1.2.3  1    1,2.3  l  

+    2r  «(ar+l)(a:+2)(af+3)"-  2»  (*+l)(*+2)<*+3)(;r-f  4)' 


.  *  - 

Durch  Wiederholung  der  Operation  erjfcält 


:. 

'  - 

.  "  •  ■  - 
i 

•    r       •    <  - 

.  ■ 


«i  v     1  1  »  1      1  ^|  1  1.2 

1 1*7—  2  5  +  2»  J(?+1J  +  2*  x  {x\\) 

I  1.2.3 

Das  Gesetz,  wonach  die  Reihe  fortschreitet,  ist  augenfällig.  Die 
Reihe  selbst  wird  immer,  gehörig  verlängert ,  convergeot,  und  man 
kann  zugleich  aus  den  letzten  Gliedern,  die  man  in  Rechnung 
zieht,  sehr  leicht  eine  Grenze  ableiten ,  die  die  Summe  der  übri- 
gen vernachlässigten  Glieder  nicht  fibersteigen  kann. 

v 


j 


Druckfehler. 

|  4 

V  S.  320.  in  der  {letzten  Zeile  setze  man  IL  2)  statt  II.  3). 


. .  ■  ■ 

• .  . . 


(  ■    V  . 


: 
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MJe^reis  des  Satzes« 
Sind  die  Union ,  welche  aus  zwei  Drel- 
eckswinkeln  auf  die  Ctegenseiten  ge- 
zogen sind,  und  diese  Dreieckswinkel 
In  gleichen  Verhältnissen  t heilen,  ein- 
ander gleich,  so  ist  das  Dreieck  gleich- 
schenklig, und  zwar  sind  die  erwähn- 
ten Gegenseiten  einander  gleich. 

Von 

Herrn  Theodor* Lange, 

Stodireoden  der  Mathematik  zu  Berlin. 


I. 

Alle  gerade  Linien  aus  einem  Punkte  A,  auf  denen  Punkte 
Hegen«  welche  von  einem  Punkte  B  den  bestimmten  Abstand  r 
haben,  sind  Secanten  aus  A  für  den  mit  r  als  Halbmesser  um 
den  Punkt  B  beschriebenen  Kreis.  Ebenso  sind  alle  gerade  Li- 
nien aus  dem  Punkte  B,  auf  denen  Punkte  liegen,  welche  von 
dem  Punkte  A  den  bestimmten  Abstand  r  haben,  Secanten  aus 
B  für  den  mit  r  als  Halbmesser  um  den  Punkt  A  gezeichneten 
Kreis.  Man  stelle  sich  vor,  eine  Secante  aus  B  für  den  Kreis  A 
drehe  sich  im  Punkte  B  so,  dass  sie  aus  der  Lage  BA,  als  der 
ursprünglichen,  sich  nach  einer  Richtung  bewege,  bis  sie  in  die 
Lage  jeder  Secante  gekommen  ist,  welche  auf  der  Seite  AB  liegt, 
naen  welcher  hin  die  Drehung  stattfindet;  der  bei  dieser  Drehung 
zunehmende  Winkel,  welchen  die  Secante  mit  BA  bildet,  sei  6. 
Sind  während  der  Drehung  auf  die  Secante  stets  die  Halbmesser 
gezogen,  so  wird  efn  jeder  derselben  mit  AB  Winkel  bilden, 
von  denen  der  eine  a  mit  dem  Winkel  6  zunimmt,  indessen  der 
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gleichliegende  Winkel  a'  am  andern  Halbmesser,  bei  zunehmen- 
dem b,  fortwährend  abnimmt.  Ferner  bezeichne  man  den  Winkel, 
den  eine  Secante  aus  A  für  den  Kreis  um  B  mit  AB  macht, 
durch  a,  und,  der  obigen  Bezeichnung  von  a  und  af  gemäss,  die 
Winkel,  welche  die  auf  die  Secante  gezogenen  Halbmesser  bil- 
den, mit  ß  und  ß'. 

Da  die  Winkel  a  und  ß  sich  nicht  ändern,  dagegen  a  und  6 
gleichzeitig  zunehmen,  so  nimmt  das  Verhalt niss  ~  ab,  indessen 

das  Verhältniss      zunimmt.    Es  kann  also   höchstens  einmal 

a  ■  =  ^  werden ,  während  die  Secante  in  die  Lage  jeder  Secante 

auf  einer  Seite  von  Aß  gekommen  ist  Da  nun  aber,  wenn  a-' 
0  b 

ist,  immer  c~=  ß  wird,  so  muss  auch  umgekehrt 

1)  „immer,  wenn  —es  j  ist,  a=e  sein,'* 

•     •  • 

Nicht  ganz  so  einfach  ist  der  Schluss  in  Bezug  aüf  die  Yer- 

€L  b  *bia£  ' 

hältnissefr^7  und  ^p?  weil  beide  gleichzeitig  zunehmen.  Die  Gleich- 
heit derselben  findet  statt,  wenn  aß'  =  ba'  ist.  Da  aß'  eine  un- 
veränderliche Grosse  ist,  kommt  es  nur  darauf  an  zu  sehen,  wie 
oft  a'b  einen  bestimmten  Werth  erreichen  kann,  kurz  die. Natur 
des  Productes  a'5  zu  untersuchen,  während  b  zunimmt.  Man 
stelle  sich  vor,  b  wachse  so ,  dass  es  immer  um  einen  beständi- 

fen  Winkel  y  zuuehme;  dabei  wird  der  Winkel  a'  um  die  Win- 
el  x  abnehmen,  welche  entweder  bei  fortgesetzter  Drehung  immer 
kleiner  werden  [AB^r],  oder  immer  gleich  bleiben  [AB=r], 
oder  immer  grösser  werden  [AB*>r\  Das  Product  a'b  ändert 
sich  durch  die  Zunahme  des  Winkels  b  um  y  um  die  Differenz 
a'b  —  (<*' — x)  (b  -\-y)  =  x  (b  -f-  y)  —  «'  y.     Das  Vorzeichen  dieser 

Differenz,  welches  dasselbe  ist  mit  dem  des  Ausdrucks  — — .  .  , 

zeigt,  ob  das  Product,  während  6  zunimmt,  auch  zu-  oder  ab- 
nimmt. Der  Ausdruck  ist  beim  Beginn  der  Drehung  negativ. 
Wenn ,    wie  in  Taf.  IV.  Fig.  3.  und  Fig.  4. ,  x  nicht  kleiner 

x 

und  kleiner  wird,  wenn  b  zunimmt,  so  nimmt  —  bei  der  Drehung 

a 

nicht  ab,  indessen  7-; —  abnimmt.    Die  Differenz  wird  also  mit 

negativen  Werth en  beginnen,  sich  der  Null  nähern,  kann  sie  er- 
reichen und  mit  positiven  Zeichen  zunebmen.  Dasselbe  lässt  sich 
auch  für    Taf.  lv.  Fig.  5.  zeigen,  also,  wenn  die  Abnahmea 

x 

von  u'  bei  zunehmendem  6,  abnehmen.  Denn  —  nimmt  von  Wer- 
tben, die  kleiner  als  2  sind,  bis  zu  solchen  ab,  die  grösser  als 
Null  sind,  indessen  von  unendlich  grossen  Werth  en  bis  Null 
abnimmt,  und  beide  Verhältnisse  in  gleicher  Weise  sieb  ändern. 
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Da  nun  also  obige  Differenz  ar(o-fy) — cty  mit  negativen  Wer- 
then  beginnt,  sich  der  Noll  nähert ,  sie  erreichen  und  mit  positi- 
ven Wertben  zunehmen  kann ,  so  nimmt  das  Product  anfangs  zu, 
bis  zu  einem  grössten  Werth,  und  kann  von  demselben  wieder 
abnehmen.  Es  kann  also  höchstens  zweimal  ufb  den  bestimmten 
Werth  aß'  erhalten,  und  .zwar  das  eine  Mal,  wenn  b  grösser  ist 
als  <p  (der  dem  grOssten  Werth  des  Productes  afb  entsprechende 
Werth  von  6);  und  zum  andern  Male,  wenn  6  kleiner  tst  als  g>. 

ab  a  b 

Wenn  az=zb  ist,  wird  —,=5^;  also  ist,  wenn  ^7=^7  ist,  enfr 

weder  «===6  oder  nicht;  im  ersteren  Falle  ist.  a  und  b  gleichzeitig 
entweder  kleiner,  oder  gleich,  oder  grosser  als  9;  oder  «  ist 
nicht  gleich  b,  und  dann  ist  auch  a  und  b  nicht  gleichzeitig  gros- 
ser, gleich  oder  kleiner  als  <p.   Wenn  also  a  und  b  gleichzeitig 

grösser  ode*  gleich  oder  kleiner  als  91  ist,  so  ist 

*.•»*.*'       .  ■  »     •  • 

ab 

2)  „wenn  ^7=^7  ist,  auch  a=6. 

■*« 

a  b 

Die  Verhältnisse  —  und  ^7  können,  da  ersteres  stets  abnimmt, 

indessen  letzteres  zunimmt,  höchstens  einmal  einander  gleich  wer- 
den« Ihre  Gleichheit  findet  aber  nur  statt,  wenn  a  nicht  gleich 
6  ist,  es  sei  denn^  dass  ß  =  wäre,  wo  dann  der  Fall  INr.  1), 
stattfände.  —   Ebenso  ist  es  mit  der  Gleichheit  der  Quotienten 

n      1 ,  b  *  •  >  '  1 , 

✓ nnd  . 

Es  ist  also  io  dem  Bisherigen  nachgewiesen,  dass 

I  *  ■ 

1)  weiin  "=5*  ist,  immer  a=o  ist; 

a  p 

1  S  J  •  •  • 

*  «  ad 

2)  wenn  ^7^=^7  ißt,  a=6  ist,  wenn  a  und  6  gleichzei- 

tig grosser  oder  gleich  oder  kleiner  eis  tp  ist; 

a     b     ,   .  a     #  ,  1.1* 

*>)  wenn'  —  =  37  oder  -7  =    ,  nur  dann  u  =  o  Ist,  wenn 
aß  a  p 

<  oder  0=|3'  ist. 


•  pie  ;A.ufüudung  des  Winkels  9,  ftfr  den  o'Ä  seinen  gröbsten 
Werth  hat.  ist  mir  nicht  gelungen.  Jedoch  lfisst  sich  zeigen, 
dass  m  nicht  kleiner  sein  kann,  als  der  Werth  von  b,  den:  o  hat, 

weton  6  =  «'  Ist.  Der  Quotient  -ist  nämlich,  wenn  JB^r  ist, 

stets  grösser  als  1,  und  wenn  AB  ist,  so  lange  grosser  als 
1,  als  6  kleiner  als  ein  rechter  Winkel  ist,  so  dass  also,  wenu 

0^=6  ist,  immer  ^  <  1  und  £  >  1  ist,   mithin  die  Differenz 
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THT-  positiv,  und  deshalb  das  Product  «'6  im  Abnehmen  be- 

griffen.  Da  nun  der  Winkel  q>  nicht  grosser  ist  als  PBA '  (der 
Winkel  6,  für  den  a'=b  ist),  so  folgt  erstens,  dass,  wenn*  Und  6 

gleichseitig  grösser  sind,  als  PBA,  die  Gleichung  ~r  =  jjj?  dto 

Gleichheit  der  Winkel  a  und  b  bedingt,  zweitens,  class,  wenn  a 
und  b  gleichzeitig  kleiner  sind  als  PBA,  die  beiden  Gleichungen 
nicht  nothwendia  zusammen  auftreten,  drittens,  dass, -wenn  nur 
einer  von  den  Winkeln  a  und  6j  grasser  ist  als  PBA,  z.  B.  b 
inTaf.IV.Fig.5.,  man  findet/ wenn  man  /Wzieht,  ai<ABH<a.p'w& 

aXABH^afb,  mithin  «/S'>«'o  oder  £>4,  «o  lange  nÄmlich 

a'<a  ist.  —  In  Bezug  auf  diese  drei  Fälle,  uud  ip.  {Rücksicht 
darauf,  dass,  wenn  a  und  6  gleichzeitig  kleiner  als  PBA  ist, 
sowohl  a<«'  als  auch  6<0'  ist,  folgt:  dass 


•j  i1 


a  b 

3)   „wenn  a><f  und  6>0'  ist,  und  ^=^7,  auch  a=b  ist" 


Wenn  £==^wird,  ist,  wie  schon  gezeigt  ist,  «  nicht  gleich 

b,  es  sei  denn,  dass  ß=ß*  wäre. —  Wenn  a>6  ist  und  zugleich 

-=-ßi  wäre,  müsste  auch  «>|S'  sein,  was  aber  nicht  eintreten 

kann,  so  lange  6  kleiner  als  ein  rechter  Winkel  ist  —  Wenn  a<6 

ab 

ist,  und  zugleich  ~  =  g7  wäre,   müsste   a  —  a<6  —  0'  oder 

a +  +  «  sein.  Der  kleinste  Werth  för  a-f  J3'  findet  statt, 
wenn  a  gleich  einem  Rechten  geworden  ist  Die  stets  zuneh- 
mende Summe  b+a,  wird,  bis  6  gleich  einem  Rechten  geworden 
ist,  immer  kleiner  sein,  als  der  kleinste  Werth  von  ö+ß'.  Es 

o  6 

kann  daher,  so  lange  b  kleiner  als  ein  Rechter  ist,  nicht—  =-jjp 
sein.  —  Desgleichen  kann,  so  lange  a  kleiner  als  ein  Rechter 
ist,  auch      nicht  gleich  ^  sein.   Wenn  daher  die  Winkel 

j\  j»      »A»jt  ,    a     b     .     a     b     ,  . 

4)  „a  und  b  spitz  sind,  kann  nie  g—jip  oder  ^7=^  sein." 

Berücksichtigt  man  die  vier  Ergebnisse  der  bisherigen  Un- 
tersuchung zugleich,  so  ergiebt  sich:  dass,  wenn  a  und  6  spitze 
Winkel  und  bezieh  lieh  grösser  als  «'  und  ß'  sind,  die  Gleichheit 
der  entsprechenden  Verhältnisse  zwischen  irgend  einem  Paare  der 
anstossenden  Winkel  in  den  Punkten  A  und  B,  die  Gleichheit 
der  Winkel  a  und  6  selbst  bedinge;  kurz  dass,  wenn  eine  der 

4*i  •  *  «     b    a     b    a     b      .ab        ^  , 

Gleichungen  ~  =  ß>  ^  =  ä>'  ~=g7  und  jr  =  j   stattfindet,  die 

Winkel  a  und  b  gleich  sind.  * 
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Da  b  und  a  in  Bezug  auf  AB  nur  so  lange  dieselbe  Lage 
wie  o  und  ß'  haben,  als  £  and  o  kleiner  als  rechte  Winkel  sind» 
und  AB  zugleich  kleiner  aU  r  ist,  so  kann  man  anstatt  der  wei« 
teren  Bedingung,  das»  a  und  b  kleiner  als  Rechter  sein  sol- 
len, die  engere  aufstellen,  dass  6  und  a  in  Bezug  auf  AB 
dieselbe  Lage  haben  sollen,  wie  a  und  ß'*  Jedenfalls  hat  nun  aber 
b  und  a?9  und  a  und  ß'  die  gleiche  Lage  zu  AB,  wenn  die  Halb- 
messer, die  den  Winkeln  tt  und  ß'  entsprechen,  in  die  Winkel 
a  und  b  fallen;  und  mit  dieser  Bedingung  ist  zugleich  auch  die 
ausgesprochen ,  dass  a  kleiner  als  &*,  und  6  kleiner  als  ß'  ist. 

Es  ergiebt  sieh  also  folgender  Satz: 

Gehen  aus  zwei  Punkten  A  und  B  einer  geraden 
Linie  zwei  Strahlen  unter  den  beliebigen  Winkeln  a 
ufid  b  aus,  und  fällt  die  aus  jedem  der  Punkte  auf 
diese  Strahlen  gezogene  Gerade  von  der  bestimmten 
Länge  r  in  die  Winlcel,  welche  die  Strählen  mit  AB 
bilden,  so  bedingt  die  Gleichheit  der  Verhältnisse 
zwischen  den  Winkeln,  welche  einerseits  die  Strahlen, 
andrerseits  die  Halbmesser  mit  AB  machen,  die 
Gleichheit  der  Winkel  a  und  6. 

Liegt  nun  a  und  6  so,  dass  sie  Dreieckswinkel  bilden,  so 
erhält  man  den  durch  die  Schwierigkeiten  seines  Beweises  be- 
kannten Satz:  Ist  in  einem  Dreieck  aus  jeder  von  zwei 
Ecken  eine  Linie  von  einer  gegebenen  Länge  auf  die 
Gegenseite  ,  gezogen,  und  theilen  diese  Linien  den 
jedesmaligen  Dreiecks winkel  unter  demselben  Ver- 
hältniss,  so  ist  das  Dreieck  ein  gleichschenkliges. 

Liegt  nun  a  und  6  so,  dass  sie  nicht  Dreieckswinkel  bilden, 
so  erhält  man  folgenden  mit  dem  obigen  auf  gleicher  Linie  ste- 
henden Satz:  Wird  eine  Gerade  von  zwei  Strahlen  ge- 
schnitten, und  theilt  die  aus  jedem  Schnittpunkt  auf 
den  ändern  Strahl  gezogene  gerade  Linie  von  der 
bestimmten  Länge  r  die  glcichliegenden-  oder  die 
Wechselwinkel  in  demselben  Verhältniss,  so  sind  die 
Strahlen  parallel. 


■ 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

In  dem  Schreiben,  mit  welchem  der  Herr  Verfasser  des  vor- 
stehenden Aufsatzes  denselben  mir  zur  Einrückung  in's  Archiv  zu 
übersenden  die  Güte  hatte,  findet  sich  noch  folgende  Bemerkung, 
die  ich  glaube  hier  mittheilen  zu  müssen:  „Wie  der  Herr  Profes- 
sor Steiner"  *—  •  (durch  den  der  Herr  Verfasser  auch  auf  die 
Schwierigkeit  eines  geometrischen  Beweises  des  in  dem  vorste- 
henden Aufsatze  behandelten  Satzes  aufmerksam  gemacht  wurde) 
—  „mittheilte,  sind  jetzt  von  besagtem  Satze  nur  zwei  geome- 
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frische  Beweise  bekannt  geworden;  der  eine  findet  sich  im  Jour- 
nal ftir  reine  und  angewandte  Mathematik  von  Grelle 
und  ist  von  Professor  Steiner  selbst,  während  ein  anderer  Ne- 
wels von  einem  Schüler  der  polytechnischen  Schule  zu  Paris  ge- 
geben ist.  Beide  Beweise,  von  denen  dem  erstereu  der  Vorzug 
eingeräumt  worden  ist,  sind  von  dem,  wie  ich  ihn  gebe,  durch- 
aus verschieden,  da  er  (rem  Herrn  Professor  Steine  r,  dem  ich 
denselben  mittheilte,  unbekannt  war.**    '  '  i.1* 

So  weit  der  Herr  Verfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes. 

Zu! allig  sind  mir  die  Schriften,  in  denen  die  beiden  vorher 

angeführten  geometrischen  Beweise  des  Satzes  sich  finden  sollen 
und  mögen,  in  diesem  Augenblicke  nicht  gleich  zur  Hand,  und 
eine  Vergleichung  derselben  mit  dem  von  dem  Herrn  Verfasser 
gegebenen  Beweise  ist  mir  daher  jetzt  nicht  möglich,  .  wenn  ich, 
was  ich  im  Interesse  der  Sache  nicht  ivünsche,  die  Mittheilung 
des  obigen  Aufsatzes  im  Archive  nicht  zu  lange  verschieben  will. 
Jedenfalls  möchte  es  aber  gut  sein,  wenn  die  Leser  des  Archivs 
dem  erwähnten  Satze  ihre  Aufmerksamkeit  schenkten  und  noch 
andere  geometrische  Beweise  desselben  zu  finden  suchteil.  Auch 
möchte  ich  den  Herrn  Verlasser  des  obigen  Aufsatzes  ergebenst 
ersuchen,  gelegentlich  einmal,  aber  so  bald  als  möglich,  den  er- 
wähnten von  einem  Schüler  der  polytechnischen  Schule  in  Paris 
gefundenen  geometrischen  Beweis  im  Archive  mitzutheilen ,  da 
mir  selbst  sowohl  dieser  Beweis  selbst,  als  auch  die  Schrift,  in 
welcher  er  sich  ündet,  ganz  unbekannt  geblieben,  oder  von  mir 
vielleicht  übersehen  worden  ist,  indem  ich,  offen  gestanden,  dem 
scheinbat  so  einfachen  Satze  bis  jetzt  die  Aurrnerksamkeit 
nicht  geschenkt  habe,  welche  er,  da  ein  seiner  eignen  Einfach- 
heit entsprechender  einfacher  Beweis  nicht  leicht  zu  fuhren  ist, 
allerdings  vollkommen  zu  verdienen  scheint.  Den  Beweis  des 
Herrn  Professor  Steiner  kann  jeder  Leser  des  Archivs  zwar 
leicht  im.  Crelle'schen  Journale  nachsehen;  indess  ist  es  dem 
Zwecke  des  Archivs  keineswegs  entgegen,  wenn  es  dem  Herrn 
Studiosus  T.  Lange  gefallen  sollte  —  was  ich  recht  sehr  wün- 
schen möchte  —  in  Verbindung  mit  dem  vorher  erwähnten  Be- 
weise eines  Schülers  der  polytechnischen  Schule  in  Paris  auch 
den  Steiner'schen  Beweis  im  Archive  mitzutheilen,  und  überhaupt 
Alles  zusammenzustellen,  was  ihm  über  den  fraglichen  Satz  bis 
jetzt  bekannt  geworden  ist ,  wodurch  er  so  wie  mich  auch  gewiss 
viele  Leser  des  Archivs  sich  recht  sehr  verbinden  würde.  Einem 
mir  gütigst  mitgetheilten  desfallsigen  Aufsatze  würde  ich  sehr  gern 
sogleich  eine  Stelle  im  Archive  einräumen. 

Schliesslich  will  Ich  nun  nur  uoch  mittheilen,  wie  ich  mir 
selbst  den  Satz  im  ein fachste n  Falle,  wenn  die  beide n  Win- 
kel halbirt  werden,  mit  Hülfe  der  Rechnung,  der  sich  aber  auch 
leicht  die  Form  einer  geometrischen  Rechnung,  um  mich  dieses 
Ausdrucks  zu  bedienen,  wie  sie  die  Alten  anzustellen  gewohnt  waren, 
geben  lassen  würde,  was  för  keinen  Kenner  der  Geometrie  der 
Griechen  noch  einer  besonderen  Erläuterung  bedarf,  da  ja  übri- 
gens auch  unsere  algebraischen  und  trigonometrischen  Symbole 
das  Wesen  der  Sache  an  sich  nicht  ändern ,  sondern  nur  zur  Ab- 
kürzung dienen  und  die  Form  etwas  ändern,  bewiesen  habe. 

/ 
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Weon  in  dem  Dreiecke  ABC  (Taf.  IV;.  Fig.,  6.)  der  Winkel 
BAC  durch  die  Linie  AD— ct>  halbirt  4st,  so,» hat  man  nach  einem 
bekannten  Satze  der  euklidischen  Geometrie  die  Proportion 

AC:AB=CD:BD 

oder  in  bekannter  Bezeichnung 

©:c=a— BDiBD, 

also  .... 


• 


b.BD=ac-c.BD,    .  ,  ,  .  . 

und  hieraus  sogleich  .  N  , 

Nun  ist  ferner  in  dem  Dreieck  ACD  '  ' 


f  » 


AD*=AC*+CD*-<lAC.CB.co*C,    [  "^ZZ 


•  ■ 
«  i 


also 

woraus  nach  leichter  Rechnung  und  einer  ganz  einfachen  alge- 
braischen Transformation  sich  sogleich  [ 


■/  (6-f-c)a  \6-f-C/  '    .  i 

ergiebt  :  w     ..-*.«  i 

!  Werden  nun  in  dem  Dreiecke  ^BC  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  die; 
Winkel  ABC  und  ^ICB  durch  die  Linien  BE=ß  und  CF==y 
halbirt,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

b  \a3     ,  .{..; 


^  l*-<jrfj)'l- 

Nimmt  man  also,  wie  in  dem  mehr  erwähnten  Satze,  an,  dass 
die  Linien  BE=ß  und  CF=y,  welche  die  Winkel  ABC  und 
ACB  halbireu,  einander  gleich  seien,  dass  also  ß  =  y,  und  folg- 
lich auch  ß*=y2  sei;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

-M-(^)V«*M-(u-h)N> 

also 


* 
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und  folglich 

-      _    6c*  c6*    _     c(fl+c)«— 6(a+6)» 

C  ~  (a  +  6)*  ~  (a  +  c)*  ~  0 C  (a+6)»(a+c)» 

oder 

(6-c)  (a+6)»(o+e)*=6c{  c(o+c)*— 6(a+6)*} , 
d.  i.,  wie  man  leicht  findet, 

(6-c)  (a+6)«(a+c)» = 6c  ( (c*-6»)  +  2a  (c*-6*)  +  a*  (c-6) } 

oder 

(fr-c)  (a+6)2  (a+c)« = -  6c  |  (M  +2a  (6«-c*)  +  a*(6  -c) ) . 

Wäre  nun  nicht  6=c,  d.  i.  nicht  6-—  c— 0,  so  wfirde  es  ver- 
stattet sein,  auf  beiden  Seiten  der  vorstehenden  Gleichung  mit 
b—c  zu  dividiren,  was  nach  leichter  Ausführung  der  Rechnung 
zu  der  Gleichung 

oder  zu  der  Gleichung 

(a+6)*  (a+c)2 + bc  |6» + 6c + c*  +  2«  (6+c) + a* }  =0 

fuhrt.  Diese  Gleichung  ist  aber,  insofern  natürlich  a,  6»  c  sämmt- 
lich  positiv  sind  und  nicht  verschwinden,  was  sich  hier  von  selbst 
versteht,  offenbar  völlig  ungereimt,  weshalb  es  falsch  ist,  dass 
nicht  6 — c  =  0  wäre.  Also  ist  6 — c=0,  d.  h.  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  die  Linien  BE—ß  und  CF=y,  welche  die 
Winkel  ABC  und  ^4CZ?  des  Dreiecks  JZ?C  halbiren,  einander 
gleich  sind,  ist  immer  6=c,  nämlich  AC—AB,  welches  der  zu 
beweisende  Satz  ist. 

Ich  wiederhole,  dass  mir  die  Mittheilung  geometrischer  Be- 
weise für  den  fraglichert  Satz  angenehm  sein  und  mich  zu  Dank 
verpflichten  wird.  G. 
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XXXIV. 

.      ■  .  • 

Ueber  das  Rück  wärt  ^einschneiden  mit 
dem  Messtische  oder  das  Problem  der 

drei  Punkte. 

Von 

dem  Herausgeber. 

•     •  •  ■ 

.   . 


Am  Einsänge  dieses  Aufsatzes  kann  ich  die  vorläufige  Be- 
merkung nicht  unterdrücken,  dass  die  in  demselben  angestellten 
Betrachtungen  weniger  für  die  Praxis .  des  Rückwärtseinschnei- 
dens,  als  in  theoretischer  Beziehung  einiges  Interesse  darbieten 
dürften,  weil  mich  dieselben  zu  einigen,  wie  ich  glaube,  bemer- 
kenswerthen  geometrischen  Sätzen  geführt  haben.  Ich  hätte  leicht 
eine  andere  passendere  Ueberschrift  wählen  können,  habe  aber 
die  obige  absichtlich  beibehalten,  weil  mir  Untersuchungen  über 
das  Rückwärtseinschneiden  zu  diesen  Betrachtungen  Veranlas- 
sung gegeben  haben,  und  ich  dem  vorliegenden  Aufsatze  später- 
hin noch  einige  andere  von  ähnlicher  Tendenz  folgen  zu  lassen 
hoffe  r 

Wir  wollen  uns  vier  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  A,  A\ 
B,  2?  und  einen  fünften  nicht  in  dieser  geraden  Linie  liegenden 
Punkt  C  denken.  Beschreiben  wir  dann  durch  die  drei  Punkte 
A,  C,  A*  und  durch  die  drei  Punkte  B,  C,  B'9  d.  h.  um  die  bei- 
den Dreiecke  ACÄ  und  BCB\  zwei  Kreise,  so  werden  sich 
diese  beiden  Kreise  ausser  in  dem  Punkte  C  noch  in  einem  zwei- 
ten Punkte  D  schneiden,  mit  dessen  näherer  Bestimmung  wir 
uns  jetzt  beschäftigen  wollen. 

Zu  dem  Ende  nehmen  wir  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
sv stem  der  xy  an,  dessen  Axe  der  x  die  gerade  Linie  sein  soll, 
in  welcher  die  vier  Punkte  A,  A\  B,  B'  nach  der  Voraussetzung 
liegen.  In  Bezug  auf  dieses  Coordinatensystem  seien  die  Coor- 
dinaten  der  Punkte 
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A,  A1  f  ß,  Ii' y  C 

r  espective : 

o,  0;  a't  0;  b,  0;  b',  0;  m,  n. 

Die  Gleichungen  der  durch  die  Punkte  A,  C,  A'  und  Bt  C, 
B'  beschriebenen  Kreise  seien  respective 

und 

2)  (*—4&ft(*rfF=*ß%» 
wo  die  Bedeutung  der  Symbole  p,  q,  r  und  p',  q*>  r*  aus  der 


Da  der  erste  dieser  beiden  Krerse  durch  <tte  drei  Punkte 

A,  A't  C  geht,  so  liefert  die  Gleichung  1)  zur  Bestimmung  der 
Grössen  p,  q,  r  die  folgenden  Gleichungen: 

3)  (a'-/>)*49*=rV 

((m-p)»  +  (»-9)«=r». 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  folgt: 
also  durch  »Subtracüon 


■        •  » 


■ 

  ' 

-it.' 


folglich 

I 

und  hieraus 


...    5>  P=  i  l*+&>  ... 

ovon  die  Richtigkeit  auch  aus  bekannten  Elementarsätzen  aui 


der,  Stelle  erhellet  ■ 


Aus  der  dritten  der  drei  Gleichungen  Z)  folgt 
r«2  +       2mp — 2ny  srr* — — o* , 

6)  m*  +  »*  -  2mp  -  2»?  =  a* — 2a/i = a'2  -  2a'p . 


'  i  ■        »  ■ 

also  nach  4) 


Digitized  by  Google 


?ührt  man  in  diese  Gleichung  den  Werth  von  »  aus  5)  ein,  so 
srhältman: 

=  a*  -  a  (a  +  a')  =  a'a — a'  (a  -f  a') = -  aa\ 

•  t 

olglich 


?jf9=ws+n*  +  ao'-m(a+a/y,  • 

........  i  s    '  ■  ,         r   , • 

ind  hieraus  '  - 


7)  0=*=^  ^~£p:  —          STTttf  ^ll   '    ^V  i 

Endlich  erhält  man»  wenn  man  io  die  erste  oder  zweite,  oder 
n  die  dritte  der  Gleichungen  3)  }ur  p  und  f/  ihre  vorh**  gefun- 
lenen  \\  erthe  5)  und  7)  einführt,  4Ör  it*  die  folgenden  Ausdrücke: 


4r*=(a-«<)»  +  |  w  -( 


=|m-g(a  +  a9)«+  '    — }  , 

*  2r=Vr («^|^«^<)^f  -  '  ' 


.Mellen  wir  nun  die  getundenen  Wertne  vpn  pf  qt  t 
mals  zusammen,  so  erhalten  wir: 

p  =  s-(a+a'), 

\  [m-   (a  +  a')}*+\   I  > 

ind  für  f/,  r'  ergehen  sich  ganz  auf  dieselbe  Weise  die  fol- 
genden Ausdrücke: 
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,  .  (m— b)  (w— 6')  +  »*    1    ,  (m— *)(m-6') 
I»  =  S  =2"+  

MV" i-{^ir,)  T*^T 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Coordinaten  der  DurchscbnittspDnkte 
der  beiden  Kreise  Oberhaupt  durch  X,  F,  so  haben  wir  zu  deren 
Bestimmung  nach  1)  und  2)  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

j(I^+(F-9)«=r», 

d.  i. 

f 

t  i  " 

aus  denen  sich  durch  Subtraction  die  Gleichung 

13)     2(p-p0* + F=s  (r'»-?'»-?*)— (r*-p*— o2) 

ergiebt.  Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber 

r*—p2—q'1 = a2—2ap = o2— a  (a+ <0  =  —  oa', 
r*_ p^q^p-Up'^tfi-.  6(H-69  —  —66' ; 

und  wir  haben  daher  nach  13)  die  Gleichung: 

U)  2  (p-p*)  X+2(q-q')  Y=aa'-bb', 

oder,  wie  aus  dieser  Gleichung  ferner  leicht  folgt,  die  Gleichung: 

15)  2(p  -p')  (X—p)+2(q—q')  (  Y—q) 

=  aaf  -  66'— 2p(p  — pO  — %    — ^0 . 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 

16)   Y    ,  _  aa'-bb'-tyfr  -pO-2y(y-~^)-2(p-pQ  (JT-p) 

und  nach  11)  haben  wir  daher  zur  Bestimmung  von  X — p  die 
folgende  Gleichung  des  zweiten  Grades: 

17)  (*_;>)» 

|-qq'~66'— 2p(p-?»Q-2y  (y— y')-2(p-p0  (X-p)T 

+  L  2(?-v'>  J ' 
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welche  nach  gehöriger  Entwicklung  die  Form         •»«•  i  *li  .' 

18)  (X-p)*  fr-py+fr-yO»  (X-P) 

%  -  9OV»  —  lag'  -  bb'— 2p (p  —p-y—iq^—tf)  )■* 

«hält 

*  •    «  • 

Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen 

19)  +  ' 

and 

20)  Q=a«'-M'-2p(p-p')-2ffo-9'), 
io  wird  die  Gleichung  18): 

»       (A-p)._  <^  (x-p)  ««c«=2 , 

md  fahrt,  auf  gewöhnliche  Weise  aufgelöst,  zu  dem  folgenden 
Ausdrucke  von  a  — p: 

y  w    (p-pO  Q  db  (y  -  Vl^P^Q2 

P==  2P  

Weil  ferner  nach  16) 

Q-2(p-p')(JT-p) 

st,  so  erhält  man  durch  Einführung  des  vorhergehenden  Aus 
Irucks  von  X—  p: 


'  9  2P 


od  wir  haben  daher  jetzt  zur  Bestimmung  von  X  und  Y  die  fol- 
enden  Formeln,  in  denen  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  auf 
iuander  beziehen: 


4) 


i  Y  (P—P')  Q  +  Cq-q^STirtp-Q* 

|A-p-  2P  /  \ 


Um  uns  die  Rechnung  zu  erleichtern,  wollen  wir  jetzt,  was 
..jbar  verstattet  ist,  m=0  setzen,  d.  h.  wir  wollen  den  Durch- 
chnittspunkt  der  geraden  Linie,  in  weicher  die  Punkte  A,  A% 


* 
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B,  ß'  liegen,  mit  dem  von  dem  Punkte  C  *tf  dieseH^jeQUIten 
Perpendikel  als  Anfang  der  Coordinaten  annehmen.    Dann  ist 

nach  9):     >  ,u  *  |V.    ...     _  4 

*  .  *- 

25)  p=-(a+„.),v=_5t_; 


und  nach  10): 


1  hft' A  n- 

26)  p-=^(6+^, 


>  . 


also  nach  19)  und  2 

=  —  (aa'— M')a  +  4(aa'  — bb')p(p  —  p') 
+  4(aa'—bb')q(q~q') 

+  4(r»-p*)G>-F')* 
+4(r2— a*)(o— ^ 

=  — (aa'— M')2 

+  (aa'-W(a+a')Ua+a') I 

■ 

+  (aa'-M')l-?£75- 

'  -  |  (a«'-66')  (a  +  o')  t  (a+o')  -  (6+6')  | . 
1  /an'  + 

+  -(ö-«)a.(-— ) 
=  ^  — j  I  a«  +  f  (a-oO2 1 

ti^— aa 

+<oa'-66')  (a+a') !  (a+o0-(6+60 1.  — 
a2a/2_ 2aa'n2-fw*  x     „  tyv40 

+  74n* —      * (« + «0  -  (* + *0  *2  ] 

_/a+a'\*  (aa'  —  I 

+2         •  — ^ —  {(a  +  a')-(6+ft0 ).  — 2n — 

-  qq'V 


W— 66' \* 


2»  / 
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ä-f-fl'  aa'—bb*..  »*—  aa~yt  s*t. 


ta+a'  aa'—bb'  ,  „     „  ?i2— aa~\ 

■ 

und  folglich  nach  24): 

( (  (a+oO  -  (*+*)  )4 + (52^)*l  I*-  \  <« + <N 

={(a+a')-(6+6')) 
X         66-  _  J  (a+a0((«+a0-(6+60)-^-'- 


2^        }(«  *  °  )  ^/     +  ((«+«  )  ~  (H*9)  •  —  [ 


Nimmt  man  die  untern  Zeichen,  so  wird 


! 


1  /aa'—bb'\* 
=  — j(«-K»01((«+°,)-(Hft'))il  +  (     ,      )  I. 

und  folglich 

*-{-(a+0  =  -J<«+<), 

also  Jf=0,  woraus  man  sieht,  dass  die  untern  Zeichen  dem 
Durchschnittspunkte  C  der  beiden  Kreise  entsprechen,  und  dass 
man  also,  wenn  man  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  D 
der  beiden  Kreise  haben  will  im  Vorhergehenden  die  obern  Zei- 
chen nehmen  muss. 

»  ■ 

Dadurch  erhält  man : 

1««  +  «9_<H*9)*  +  tf-JtoVH 

=-tJ(a+o0{((a+a0^o+6'))2--(-^  j  I 

{ (a+a')—(b+b')\(aa'—bb')  (n*-W) 
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also 

|((a+a0-(6+60)«  +  (— — )  IA 
=  '  («+0')  («»'-**')  +  ((«+a0-(6+60)  (n*-oo0 1 

=  251?^  >  (o+aO  (««-WO  -  (6+69  (»*-««') » 
oder 

(aa'  —  66'\*  k  v 
— — ) 

=  (aa'- 660  t  (a  +a'> (l~^r)  -  (6+60  (j-^) 
und  folglich 


■  > 


■ 

(aa'-66')  ( (a  +  a')  (l-        ~  (W)  (l-  Jl 

27)    /aa'  -  66'  V  ' 

{(a+a')-(6+601*+(  -  ) 

Mittelst  der  zweiten  der  Gleichungen  24)  könnte  man  anf 
ähnliche  Weise  den  Werth  von  Y  ermitteln.  Man  kann  zu  dem 
selben  aber  auch  auf  folgende  Art  gelangen. 

Man  setze 

v  (p-p')Q  +  (9-»Q  V 4r»P-Q» 

X-p-  2p 

*  » 

{<!-</)  Q  -  (P-PO  V  4r«/>-Q« 
Y  -7  =  äP  ' 


und 


,  «,  Air  .1 


„„        fo-gQQ  +  (p  -  PO  V *•»/'-  . 


so  ist  nach  dem  Obigeti 

9-*"=xr^T'(*-x,) 
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3.>3 

......  y1  y 

die  Gleichung  der  Linie  CD.   Weil  nun 


■  ■ 


B 

und  immer  entweder 

« • 

■  1 

V    X*       ,  V  =  n  oder  Ä» =ro,  F» = n 

ist,  so  ist 

jy  — *=  —  ~~j  {x—m) 

die  Gleichung  der  Linie  CD.  Nach  den  allgemeinen  Formeln  9) 
md  10)  ist  aber 


_  (m-q)  (W-q')-(TO-6)(m-6') 
9-9  Yn  ' 

md  die  Gleichung  der  Linie  CD  ist  folglich 

B;  *    B-    (m  -a)  (m-a>)-(m-b)  (m^b1) 

29)  j,^«-  loa<_^      .  *. 

VeU  nun  der  Punkt  (*F)  in  dieser  Linie  liegt,  so  ist 

"  ■  9  ■  •  t 

29»)  Y    ju=    "Ka+a'>—  j 

an'— 66'  ' 

.  i.  nach  27): 

Tlieil  &UI  23 
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n|(o+a0-(6+60ll(a+n')(l-^)-(6-t-6')(l-^)j 

1(„fa')-(6+6');«+(— - — ) 

folglich,  wie  man  hieraus  leicht  findet:1  »  ■•«•. 

_    „    l   (aa'-bb'y*  -  «a+aO  t<ia'(6  +  6')-66'  (a+a')l 

Daher  haben  wir  zur  Bestimmnng  der  Coordinaten  Ar,  F  de» 
Punktes  D  jetzt  die  beiden  folgenden  Formeln: 

1  •'.  •  * 


(«a'-  66')  |(a+o')(l-^)  -  (6+6)  (t-rfifl  I 


t  («+«')  -  <6  +  60t*  +  (^^/ 
1    (aa'—  66,)»-i(o+q')— (6+6')|  ;aq'(6+6')  -66'(a+a')l 

Will  man  aus  diesen  für  m=0  geltenden  Formeln  die  allge- 
meinen für  jedes  m  geltenden  Formeln  ableiten,  so  braucht  man 
in  denselben,  wie  leicht  mittelst  der  Lehre  von  der.  Verwandlung 
der  Coordinaten  erhellen  wird,  bloss  für 

O  fr,  6',  2  - 

respective 

a — m,  a — m,  o  —  m,  b — m,  A  —  m 

zu  setzen ,  was  wir,  als  nicht  der  geringsten  Schwierigkeit  unter« 
liegend,  füglich  dem  Leser  überlassen  können. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Linie  CD  war  nach  28) 

„-  n!(«+q')-(6+6')t 

(ro—a)  (m— a')  —  (m— b)  (m-6')        m; ' 

Bezeichnen  wir  nun  die  erste  Coordioate  des  Durchschnitts- 
punkts dieser  Linie  mit  der  Axe  der  xt  d.  i.  mit  der  geraden 
Linie,  in  welcher  nach  der  Voraussetzung  die  vier  Punkte  A, 
A',  B,  Bf  liegen,  durch  3€,  so  ist  • 

(m—a)  (m — a')  —  (m — b)(m —  b') 

id  folglich 


Google 


32) 


Y  -  m  4-  (m-«)(»/.-u')-(m-6)  (m-6') 
oder  '  '  ; ;  "      • 1  •• 

woraus  sich  aber  nach  gehöriger  Entwickelung  leicht 

o.,  Y_       aa'  —  bb' 

oder         -:'     ■  i  *■  1  ■ 


'    *       N  •  *  -auf—W' 


,  «     ,  r,  |  | 


ergiebt 

Weil  diese  Ausdrücke  von  m  uod  n  ganz  unabhängig  sind, 
so  sieht  man,  dass  die  gerade  Linie,  in  welcher  die  vier 
unveränderlichen  Punkte  A$  A,  B,  Bf  liegen,  was  auch 
der  fünfte  Punkt  C  ffir  eine  Lage  haben  .mag,  von  der 
Linie  CD  immer  in  einem  und  demselben  Punkte  ge- 
schnitten wird,  ein  Resultat,  welches  sich  auch  leicht  auf 
ganz  elementare  Weise  aus  den  bekanntesten  Sätzen  vom  Kreise, 
ableiten  lässt. 

Wenn'  man  aus  der  ersten  def  beiden  fär  m==9  geltenden 
Gleichungen  3f)-tKe  Grosse  «*  bestimmt,  so  erhält  man): 


a  <m'-66'         aa'(6+6')— 66'  (a+a')—(aa*-rbb')X 

H  ~     (a+*)—(6  +  6')  *    ao'-66'— {(«+a0  -  (6+ A^TT" 

•,    "v  , 

Nach  29*)  ist  aber 

 (go1— 66')  Y  

;    n  ~  aa'—bb'-*  {(a + (6*6') }  2T  *  A 

welches,  mit  dem  Vorhergehenden  verglichen,  zu  der  bleichung 
ao'  (6+6')  -  66'  (a+a')  -  (aa'  -  66')  X  [ 

 (qq'  — 66Q  F»  

<\  -~T.  .  «f'irnWV-  Ka*ay;— (6-fr6'»X<  - 

,  j  ... 

.•       ••"       .  • 

fährt.  Diese  Gleichung  bringt  man  aber  nach  gehöriger  Entwicke- 
lung leicht  auf  die  form 


■  i  V  '     <  •    •  •  »    *  *  *      •  ' 


23* 
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i'    •  30)     •»   h  ,       _  .£  t 

mn  (aa'-bb')*+\(a+a')~ib+b')\  (gg'(6+6Q  -66'(g+aQ}  „\ 
A+*  (aa'  -  bb<)  { (a+O  -  (6  +  b')  \  *l 

gg'(6  +  6Q  — 66'(g  +  gQk 

l  •    *  *      (g+gO  -  (6+60  ) 

.  ^-  ■  ) 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung 

*  '  • 

d.  i.  mit  der  Gleichung    •  " ..  ( 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  Pl9  Ql9  Rx  die  drei  folgen- 
den Gleichungen: 

*  *  *  • 

_  (gg'—66Q2  +  {(a+qO  -(6+6Q|{gg'(6+6Q  — 66'(g+gQJ -i •»; 
2(gg'— 66')|(o  +  o')  —  (6  +  6')) 

i  •  Ql=Q,     .     i  .    i  .       «. .  .. 

•  y>  »     gg'(6+6Q~66'(a  +  flO '  / 

Fi  +  «A  -Ki  =    («r+«9— '  r:l 

ans  denen  sich  leicht 

i«  \ 


•  •     •  • 


•   tr     lf     mZzMt       ,  aa'(b+l>')-bb'(.a+a')-\ 
iPl-'lL(«+«') -(6+6Ö+  ^AÄ5  J' 

37)  }<?i=0,  .  .  ,. 

Ir  g_lr  aa'-bfr  aa' —  66' (a +  ap"!» . 
[Kl  ~4L(fl+a')- (6+60  ag'-66'  J  ' 

oder  auch 

/p     lr  «g'— 66'  gg'(6+60-66'(g+gQ-l 
l^i-2 L(g+g0-(6+60  +         ag'-  66'        J  9 

38)  <Ci=0, 

'  lr    «g'-  66'  gg'(6+6Q— 66'(g+gT|. 

Äi-±2L(g+gO— (6+60  gg'— 66'  J' 

wo  man  das  Zeichen  immer  so  zu  nehmen  hat,  dass  Rl  positiv 
wird,  ergiebt. 

Hieraus  sieht  man,  dass  die  Gleichung  36)  einem  Kreise  an- 
gehört, dessen  Mittelpunkt  in  der  geraden  Linie  liegt,  in  welcher 
die  vier  unveränderlichen  Punkte  A,  A',  B,  B'  liegen. 
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Setot  man  in  der  «leiokung 

(X-P1)»  +  (rr-01)»=if>  • 

die  Grösse  F=0,  so  erhält  man  4  * 

X-Pl=±Rl,  also  X=Pi±Rl, 

■  . 

und  wenn  man  nun  die  aus  dem  Obigen  bekannten  Wertbe  von 
Px  und  Ri  einführt,  so  ergiebt  sich  mittelst1  leichter  Rechnung, 
dass  dem  YVerthe  F=0  immer  die  beiden  folgenden  Wertbe  vop 
X  entsprechen: 

flo'— 66'  aa'ib  +  b^-bb'Xa+af)  . 

<a+a')— (6  +  6') f  "  a«'— 66'  '        9  . 

so  dass  also  der  durch  die  Gleichung  36)  charakterisirte  Kreis 
immer  durch  den  durch  die  Coöidinaten 

aa'-bb'  

(a+a<)~(6  +  6r  ü  , 

bestimmten  Punkt  geht. 

Hält  man  dies  aber  mit  dem  Obigen  zusammen/  so  ergiebt 
sich  der  folgende  bemerkenswerthe  Satz,  zu  dessen  Erläuterung 
man  Taf.  V.  Fig.  1.  zu  vergleichen  hat. 

L  e  h  r  s  a  tf. 

Wenn  vier  Punkte  A,  A',  B,  Bf  in  einer  und  dersel- 
ben geraden  Linie  liegen  und  C  ein  fünfter  nicht  in 
dieser  geraden  Linie  "liegender  Punkt  ist,  durch  die 
Punkte  A,  C,  A*  und  B,  Cf  &  aher  Kreise  beschrieben 
werden,  deren  zweiter  DnrchsChhHtspunkt  durch  2)  be* 
zeichnet  wird;  so  schneiden  für  alle  in  einer  und  der- 
selben auf  der  geraden  Linie,  in  welcher  die  vier 
Punkte  A,  A!,  B,  B'  liegen,  senkrecht  stehenden  Linie 
liegende  Punkte  C  die  entsprechenden  Linien  CD  die 
gerade  Linie,  in  welcher  die  vier  unveränderlichen 
Punkte  A,  A',  B,  B'  liegen,  sämmtlich  in  einem  und 
demselben  Punkte  E,  und  die  den  Punkten  C  entspre- 
chenden Punkte  D  liegen  sämmtlich  auf  einem  durch 
den  Punkt  £  gehenden  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  in 
der'  geraden  Linie  Hegt,  iu  welcher  die  vier  unver- 
änderlichen Punkte  A,  A\  B,  B  liegen. 

.  j  ■    -  •  ,     .*     %  .  ' .  I      c     -  * » I v 

1  V^enu  man  nur  einen  der  Punkte/)  durch  Consfruction  sucht, 
so  kann  man  nach  diesem  Satze  immer  leicht  sowohl  den  Punkt  E9 
als  auch  den  Kreis,  In  welchem  die  sämmtlichen  Punkte  D  lie- 
gen, constaiiren. 

Aus  der  Gleichung  34)  erhält  man  leicht: 


t 
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(a-b)(or~b)    .  i,    !  V4ih;i  Mi 


(a -MO -(6  +  6')' 


I 


also 

;  .  •          •  f  .i          :•«  i   ;             ..."  ;»  Msfl  f»i.  it..«      .  t    ••■•■i  •?  hlil 

i-'  v  tulli*.  •/  !  ...«.••  .•    .»*  h*  t  w  -.:uui;  i  0  ":•!{♦    i.ihIi  aa..' 

ferner  .i. .>»♦•«.»  / 


3€-a'= 


*  • 


Ml. 


"  (a  +  «')-(*  +  ^  '-  , 
ftJ      (a'-6')(q-6')  , 

also  v 

42)  H—a'iX-~ti>=b+-<t:a—b'. 

•   p J    *J  •••  •       , t^i.. 
Bezeichnen  wir  jetzt  der  Kurze  wegen  den  Durchschnitts- 
punkt  der  Linien  AB  und  CD  durch  0;  so  sind  nach  der  Lehre 
von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  offenbar  t, 

36 — a  und  36 — -b 

die  ersten  Coordinaten  des  Punktes  O  in  Bezug  auf  die  Punkte 

A  und  B 

als  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  und  .,.»,  •• 

•  •    ••  •  •  i  •>  .  •  »t  it ••••  •  !  ••! tu  •!  •» 

6'-^a  und  a' — b  .  K;    •  .  ..  , 

sind  die  ersten  Coordinaten  der  tunkte,  ,  ;  ,  .  ^  fJ*  .,  »,  . 

..   •  .  .   »Im   . •  ik.    <  »  ./    ••  u  •'•».•_ 

m  Beeng  mT die  PnnW», .,  ,„,., .,  . . ;.     ..  ;     .  ,.,„    .  . 

•: ')  i-  •  ?  :  i  •  :  .  J  '4*  !*»        •  1     .    »  •<  •  •  » '* 

i  i  •  1 1         A  und  z>  ii*.  l 

als  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  Wenn  nun  die  Coordinaten 
6' — a  unoL  a' —  b  ungleiche  Vorzeichen  haben ,  d.  h.  wenn  die 
Punkte  22'  und  Ä  respective  von  den  Punkten  A  und  B  aus  nach 
entgegengesetzten  leiten  hin  liegen,  so  haben  wegen  der  Pro- 
portion 40)  auch  die  Coordinaten  "36— a  und  36— o  ungleiche  Vor- 
zeichen, d.  Ii.  der  Punkt  O  liegt  zwischen  den  Punkten,  /i  und 
B.  Wenn  dagegeu  die  Coordinaten  b' —  a  und  6  gleiche 
Vorzeichen  haben,  d.  h.  wenn  die  Punkte  B'  uod  A*  ressnective 
von  den  Punkten  A  und  B  aus  nach  denselben  Seiten  hin  liegen, 
so  haben  wegen  der  Proportion  40)  auch  die  Coordinaten  36  —  a 
und  36—6  gleiche  Vorzeichen ,  d.  h.  der  Punkt  O  liegt  nicht  zvri* 


Google 


den  Punkten  A  ort  >  &  In  alton  *&Heri  hat  imanV  aber 
nach  40)  die  Proportion  <  . .  !     :  -      ''*«'<>".     ;    n        V*  ? 

43)  AOiBQ&ABiBA'*), 

aus  welcher  zugleich- ;  unmittelbar  hervorgeht!«  -  das«  in  dem 'Falke 
wenn  die  Punkte  JB'  und  A4  iespective -iron  den  F linkten  A  und 
Äatis  nach  denselben  Seiten  hin  liegen  ,<\jenach dem 

....  AB>SA'  oder  AB'<BA'.  ,   


ist,  der  Punkt  O  in  der  Verlängerung  'der  Linie  AI?  Ober  den 
Punkt  e  hinaus,  oder  in* der  Verlängerung  der  1/mie  A0  flher 
den  Punkt  A  hinaus  liegt.       '  '  ' 

Nimmt  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergeben 

sich  zur  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes. ?0  fa  ider  Linie  AB 
oder  deren  Verlängerungen,  und  dadurch  auch  zugleich  der  Lage 
der  Linie  CD  die  folgenden  einfachen  flegeln,  .r  ,,     r  r 

Wtenn  die  Punkte  &  und  A1  respective  Von -dei  Punkten  ;A 
und  B  aus  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  liegen;  So  Hegt 
der  Punkt  O  in  der  Linie  AB,  und  seine  Entfernungen  AO  und 
BO  von  den  Punkten  A  und  B  verhalten  sich  wie  4ie  Linien 

AB?  und  BA'  zu  einander.  .  ,  ,0  tVl 

Wenn  die  Punkte  Bf  und  A'  respective  von  den  Punkten  A 
und  B  aus  nach  derselben  Seite  hin  Tiegen  und 

;• ■ .     *.   >MSA  .  .;  f|  ...  .  ,.  ( 

Ist,  so  liegt  der  Punkt  O  iu  der  Verlängerung  der  Lmi£  AB 
über  den  Punkt  B  hinaus,  und  seine  Entfernungen  Aö  und  BO 
von  den  Punkten  A  und  £  verhalten  eich  wie  die;  Linien  AB* 
und  zu  ei  n  au  der.  - 


*)  Das»  «ich  diese  Proportion  auch  leicht  aus  onus  Dekanaten  Ele- 
mentaraätaeu  vom  Kreise  ableiten  laust,  wird  ein  Jeder  sogleich  uker- 
.ehen.   E«  ist  nämlich  mit  Äückaicht  auf  Taf.  V,  * 


A0.A'0=C0.D0, 


'   •    .  i 


11      •      !     '  'i 


»  't 


AQ.A'O^BO.B'O. 
und  folglich  '•  . 

A0:B0  =  B'0:A'0, 

A0:B0  =  B'0:A*0^A0  —  V0V*0—  A40\ 

AO :  B'O =B0:A  '0  =  >4*' :  . 


4.  i. 
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Wenn  die  Punkte  B*  und  A  respective  von  den  Punkten  A 
and  B  aus  nach  derselben  Seite  hin  liegen  und  . 

ABl  <  RA* 

ist,  so  liegt  der  Punkt  O  in  der  Verlängerung  der  Linie  AB  übe: 
den  Punkt  A  hinaus,  und  seine  Entfernungen  AO  und  ÄÖ  ron 
den  Punkten  A  und  B  verhalten  sich  wie  di*  Linie»  AB' mnt 
BA1  zu  einander. 

Wenn  man  die  Proportionen  40)  und  42)  mit  einander  ver- 
gleicht, so  fällt  auf  der  Stelle  in  die  Augen,  dass  man  im  Vor- 
hergehenden die  Punkte  A»  A\  und  Bp  B'  gegen  einander  ver- 
tauschen, und  daher  die  Regeln  zur  Bestimmung  der  Lage  des 
Punktes  0  in  der  Linie  AB  oder  deren  Verlängerungen,  und  da- 
durch zugleich  der  Lage  der  Linie  CD  auch  auf  folgenden  Aus- 
druck bringen  kann.  .  .  •    ••  «i 

"  Wehn  die  Punkte  B  und  A  respective  von  den  Punkten  Ä 
und  B1  aus  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  liegen,  so  liegt 
»der  Punkt  O  in  der  Linie  AB',  und  seine  Entfernungen  AO  und 
B'ö  von  den  Punkten  A  und  ß'  verhalten  sich  wie  die  Linieß 
AB  und  B'A  zu  einander. 

Wenn  die  Punkte  B  und  A  respective  von  den  Punkten  Ä 
und  B*  aus  nach  derselben  Seite  hin  liegen  und 

AB  >  B'A  \ 

ist,  so  Hegt  der  Punkt  O  in  der  Verlängerung  der  Linie  AB 
über  den  Punkt  B'  hinaus,  und  seine  Entfernungen  A*0  und  B'O 
von  den  Punkten  A  und  Bf  verhalten  sich  wie  die  Linien  AB 
und  BfA  su  einander. 

Wenn  die  Punkte  B  und  A  respective  von  den  Punkten  A 
und  B'  aus  nach  derselben  Seite  hin  liegen  und 

AB  <  B'A 

ist,  so  liegt  der  Punkt  O  in  der  Verlängerung  der  Linie  AB' 
über  den  Punkt  A  hinaus,  und  seine  Entfernungen  AO  und  B*0 
von  den  Punkten  A  und  Bf  verhalten  sich  wie  die  Linien  AB 
und  B'A  zu  einander. 

In  dem  im  Vorhergehenden  noch  nicht  berücksichtigten  Falle, 
wenn  die  Punkte  Bf  und  A  respective  von  den  Punkten  A  und 
B  aus,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Punkte  B  und  A  respective 
von  den  Punkten  A  und  Bf  aus  nach  derselben  Seite  bin  lie- 
gen ,  und 

«üw^i  AB*=zBA  oder  A'B-B'A 
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(«  +  «0-(*-M')=O 

sein,  und  da  nun 


■7 


a+a'=:b+b'9 


.  •  '  '     (a4"Ä0'='(« +  **)■, 

d.  i. 

a*  +  a*+2na':=6H6*-|-26$'  ":;  i 

.  .    -  .  •  •  '««••*  i    ■  .  •        t  .1  s 

ist;  80  18t  i  ....  « 

•  2(<w'— o60  «    +  Ä^o^a^s^CÄ^-a*)- 

folglich  nach  dem  Obigen 


i 


2(aa'— 660=(6'— a)  (&'•— a'+a— o) 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  • 1  1  -1 

#  füll  •   ;  .,;  V^of^za  —6*  .  j 

also 

•   -  -.  .... 

6'— a'+a-&=2(6'-aO=2(a— 6), 
woraus  sich  in  Verbindung  mit  dem  Vorhergehenden  unmittelbar 

aa'— 66'=r  (6'--a)  (6'— oO= (a— 6)  (a'-o) 
ergiebt.   Weil  nun  nach  28) 

die  Gleichung  der  Linie  CD  ist,  so  wird  diese  Gleichung  im 
vorliegenden  Falle  ^ 

y— 1<=0  oder  #=«> 


man  sieht,  dass  in  demselben  die  Linie  CD  der  Lii 
AB  parallel  ist,  und  also  von  einem  Durchschnittspunkte  O  die- 
ser beiden  Linien  im  eigentlichen  Sinne  nicht  die  Rede 


.  •  1  1 "      ;      •  ■ 
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Ueberlegt  man  jetzt,  dass  in  Taf.  V.  Fi-  2,  sowohl  die  Win- 
kel AA'C  und  ADC,  als  auch  die  Winkel  BB'C  und  BDC  ein 
ander  gleich  sind,  so  wird  mittelst  des  im  Vorhergehenden  Be- 
wiesenen leicht  die  Richtigkeit  der  folgenden  Methode  des  Rück- 
wärts einschnei  de  ns  mit  dem  Messtische  erhellen,  wobei  ich  die 
den  drei  auf  dem  Messtiscbe  gegebenen  Punkten  A,  B,  C  ent- 
sprechenden Punkte  auf  döm  Felde  durch  3 ,  £>,  <Z  bezeichnen 
werde. 

Man  lege  die  Kippregel  an  BA  und  orientire  den 
Tisch  nach  2,  lege  (Tie  Kippregel  an  C,  visire  nach  C, 
und  bestimme  in  dieser  Lage  der  Kippregel  deren 
Durchschnittspunkt  A'  mit  der  Linie  AB. 

Ferner  lege  man  die  Kippre^el  an  AB  uud  orien- 
tire den  Tisch  nach  2b ,  1  e  g  ;e  d  i  e  Kippregel  an  C,  visire 
nach  <£,  und  bestimme  in  dieser  Lage  der  Kippregel 
deren  Durch schnittspunkt  Bf  mit  der  Linie  AB-  ||.>t|.l 

Nun  unterscheide  man  die  vier  folgenden  Fälle: 

A  -  •  |  v.    \         .    .  .  V.  ....... 

1.  Wenn  die  Punkte  B'  und  A'  respective  von  den 
Punkten  A  und  B  aus  nach  entgegengesetzten  Seiten 
hin  liegen.  , 

2.  Wenn  die  Punkte  Bf  und  A'  respective  von  den 
Punkten  A  und  B  aus  nach  derselben  Seite  hin  lie- 
gen und 

AB'>BA* 

r  Wenn  die  Punkte  B',  und  A'  respective  von  4en 

Punkten  A  und  B  nur  nach  derselben  Seite  hin  lie- 
gen und    i«t         '» «\i  »- 

AB'  <  #4'  . 

ist 

4.  Wenn  die  Punkte  B'  und  A'  respective  von  den 
Punkten  A  und  £  aus  nach  derselben  Seite  bin  I ie 

AB=zBA'  «!.:  •  hM  r«  .r. 

«t.  ....  i 

Im  ersten  Falle  bestimme  man  in  der  Linie  AB  den 
Punkt  O  so,  dass  sich  sei  ne  E  n  t  fern  ii  n  ^  cn  AU  und  BÜ 
von«  don  Punkten  /l  und      eher»  so  zu  einander  verbal 
ten  wie  die  Linien  AB1  und  BA'i  i  • »:  i  :n  njiir  •  »  »ii!-M< 

Im  zweiten  Falle  bestimme  man  in  der  Verlänge- 
rung der  Linie  AB  über  den  Punkt  B  hinaus  den  Punkt 
O  so,  dass  sich  seine  Entfernungen  AO  und  BO  von 
den  Punkten  A  und  B  eben  so  zu  einander  verhalten 
wie  die  Linien  AB*  und  BA1. 
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-Im  dritte*  Falle'  bestimme  man  in  der  Verfinge 
rung  der  Linie  AB  über  den  Punkt  i4  hinaus  den  Punk« 
O-s«,  daes  seine  Entfernungen  AO  und  BO  von  den 
Punkten  A  im  d  H  8  ich  eb  eii  so  zu  einander  verhalten 
wie  die  Linien  AB  und'  BÄK  -> •  ^   I  u  >i.  »i     •.;  <hi 


Im  vierten  Falle  bestimme  man  den  Punkt  O  so, 
dass  die  durch  ihn  uwd:  den  Punkt  C  der  L  age  nach 
bestimmte  gerade  Linie  der  Linie  AB  parallel  ist. 

Auch  kann  man  bei  der  Bestimmung  der  Lage  des 
Punktes  O  aus  den  vier  Punkten  A,  B ,  A',  Bf  nach  den 
vorhergehenden  Regeln  die  Punkte  A,  A'  und  B,  B' 
gegen  einander  vertauschen,  d.  h.  in  diesen  Regeln 
überall  B  für  A  und  A  für  B  setzen. 

* 

Hat  man  aber  auf  diese  Weise  die  Lage  des  Punk- 
tes O  bestimmt,  so  lege  man  die  Kippregel  an  die 
Linie  OC  und  orientire  den  Tisch  nach  <ZT,  worauf  der- 
selbe richtig  orientirt  sein  wird,  und  dann  bekannt- 
lich die  Bestimmune  der  Läse  dos  gesuchten  Punkts 
D  keiner  weiteren  Schwierigkeit- unterliegt,  was  hier 
nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht 

Bei  der  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  Ö  in  den  Linien 
AB  oder  A<JP,  oder  dlreii  *Män#rfingQi>  üler  ihre  Endpunkte 
hinaus,  aus  den  Proportionen 

AO:BO=zAB':BA' 


oder 


•v^»tn;    i.h  •         A'Qi£'0~?A'BiB'4,  .,  ,,.../ 

könnte  man  sich  allerdings  der  bekannten  ganz  einfachen  stren- 
gen geometrischen  Constructionen  bedienen.  In  der  Praxis  wird 
man  sich  aber  hierbei  wohl  meistens  auf  das  Augenmaass  ver- 
lassen müssen  und  nur  durch  successive  Annäherung  zur  genauen 
Bestimmung  des  Punktes  O  und  hiernach  auch  des  Punktes  D 
gelangen  können. 

Auch  darf  nicht  unbemerkt  bleiben,  dass  die  obige  Methode 
des  Rückwärtseinschneidens,  weil  die  Linie  wie  wir' vorher 

gesehen  haben,  der  Linie  AB  in  gewissen  Fällen  parallel  wer- 
den kann,  wenn  die  Linie  OC  -sich  dieser  Lage  nähert,  für  die 
praktische  Anwendung  so  gut  wie  unbrauchbar  werden  kann» 

l'»U   Ii»!  <  .'i.,.;..    »r        -     ;[\  •    t1  r  ' 

Ich  habe  dieselbe  hier  jedoch  nicht  unterdrücken  wollen,  weil 
ich  der  Meinung  bin,  dass  man  dergleichen  Methoden  in  der 
Praxis  nicht  genug  haben  kann ,  indem  eich  wohl  schwerlich  eine 
für  alle  möglichen  Fälle  gleich  gut  geeignete  Metbode  zur  Aus- 
führung der  so  wichtigen  Operation  des  Rückwärtseinschneidens 
auffinden  lassen  dürfte.  Was  in  der  Theorie  manchmal  ganz 
hübsch  aussieht,  taugt  in  specietlen  Fällen  öfters  für  die  Praxis 
gar  nichts. 
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Die  vollständige  Begründung  der  vorhergehenden  Methode 
mit  Hülfe  blosser  Elementarsätze  der  ebenen  Geometrie  aus  der 
Lehre  vom  Kreise,  welche  sich  ohne  Schwierigkeit  geben  lassen 
würde,  und  eben  in  der  Note  schon  angedeutet  worden  ist,  glaube 
ich  füglich  dem  Leser  überlassen  zu  können.  Ich  habe  mich  im 
vorliegenden  Falle  ganz  absichtlich  der  Lebren  der  analytischen 
Geometrie  bedient,  da  dieselbe  hier  noch  zu  einigen  andern,  wie 
ich  glaube,  nicht  ganz  uninteressanten  Resultaten  f 


1 


•  ...  i«  t  • 


.    .      »  J»    ..  i  .;t    Ii  II 


»•!.!•  •     •  •  "I 

•     'i  1     '.       .  '    ii»  i.  •  •       <  .i  .!•".•• 
'  :.    •     •'   ••  *  .     •••  '»Mi  •u.i»:  i   •  .  .      ...      •    ■  n 

r  i  •  2.  ■  v  •'..**.  i  .  n  •»  > «:  i  ■  «i  •  i  •  ».  .  •  •  :  .  .  i  >a| 
-  i  jI  ■*  . .«         "  »•.'•!  h  .    .  ii  ;  •  .»/    i|  i  •  :  •       .  f  i       i  ■.« 

». I.*  ■•:••!  i:>  ■  ^w^-» 

»i  JfeJnVi-iSt.  w  • 

Heiter  Transversalen  Im  Dreieck 
den  ihnen  zugeordneten  Punkt. 

Von  dem 

\^       f        \m  «  »  «  I       «  * 

Herrn  Dr.  J.  R.  Boy  man, 

Gymnasiallehrer  zu  Coblenz. 

(Zu  diesem  Aufsätze  gehört'  Tafel  VI.,  welche  man  gleich 

an  zu  vergleichen  hat.)  .  . 

■  M  -»      .  »••  if.        n  .      -  i  .... 


'  .  »  a 


I 

Beschreibt  man  um  irgend  ein  Dreieck  ABC  einen  Kreis  und 
it  von  einem  beliebigen  Punkte  P  der  Peripherie  nach  den 
Dreiecksseiten  unter  gleichem,  übrigens  beliebigem  Winkel  in 
demselben  Sinne  drei  gerade  Linien  Ppj9  Pp2*  Ppz>  so  liegt 
jedes  System  der  vier  Punkte  PCpxptf  PAp^\  PBpxPz  auf 
einer  neuen  Kreislinie.  Verbindet  man  nun  zwei  der  Fusspunkte 
durch  eine  gerade  Linie,   z.  B.  pY  mit  p3,  so  wie  P  mit  den 


Ecken  A,  B,  C:  so  ist  APAC—^PBC^^PBpx=Z^zpv 
also'  ^.PAC— ^LPp*vx.  Diese  Winkel  sind  aber  Peripherie- 
winkel des  Kreises  PApiPs.  Die  Schenkel  des  erStern  geben 
durch  die  Endpunkte  des  Bogens  Pp^y  und  da  der  eine  Schenkel 


zweiten  Winkels  durch  P  geht  ,  so  muss  der  andere 
t  gehen:  Vilhlh  ls*  mithin  eine  gerade  Linie. - 
ganz  elementare  Weise  folgender  bekannte  Satz 


wiesen : 
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„  Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  auf  der  Peripherie 
„eines  Kreises  nach  den  drei  Seiten  eines  einbeschriebenen  Drei- 
„ecks  unter  demselben  beliebigen  .Winkel  gerade  Linien  zieht,  so 
..liegen  die  drei  Fusspunkte  in  einer  geraden  Linie." 

.*  il !  ..        »v.  i  l   .  .  "i    •*!  -{    •  : '  \ .  .  i       •.!.'•.»    i  i  -  I 

C*|«.  i  »/.-»*  *'  •  .  •  4.,  •  /-  \  •  Z    '         '  x 

Trifft  eine  beliebige  Gerade  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC 
in  den  drei  Punkten  />,  ,  2>a  ,  />A  urid  man  beschreibt  durch  irgend 
zwei  Winkelpunkte  und  die  auf  den  änstossenden  Seiten  liegen» 
den  »Durchschnitte  der  geraden  Linie,  zvB.  durch  C,pi,p% utid 
Atp2,p»,  zwei  Kreise,  und  verbindet  deren  Durchschnitt  P  mit 
den  Ecken  des  Dreiecks  und  den  Punkten  px ,  p%i  p3:  so  ist 
offenbar •  £PpyC*± <£Pp2A^=:  £Pp«A.  üeberdies  ist  ^pxp*B 
-Ap%PA  urü  ^p^B^CPpz,  folglich  ^ABC+^CPA=$/i. 
Daher  liegt  der  Punkt,  P  auf  dfer  dem  Dreieck  ABC  umschriebe- 
nen  Kreislinie.  Für  eine  andere  schneidende  Gerade  wird  der 
Punkt  P  im  Allgemeinen  ein  anderer,  liegt  aber  immer  auf  dem 
Umfang  des  dem  gegebenen  Dreieck  umschriebenen  Kreises.  — 
Wir  haben  folglich  den  Satz: 

„Legt  man  durch  die  Seite  eines  Dreiecks  beliebig  viele 
„Transversalen ,  so  lässt  sich  für  jede  derselben  immer  ein  Punkt 
„finden  von  der  Eigenschaft,  dass  die  von  demselben  nach  den 
„drei  Durchschnittspunkten  gezogenen  Geraden  den  Seiten  des 
„Dreiecks  unter  demselben  Winkel  begegnen.  Der  Ort  aller  die- 
„ser  Punkte  ist  die  dem  Dreieck  umschriebene  Kreislinie. 


3. 


„ijL'Mjiiiuui  man  um  jedes  der  vier  Dreiecke,  welche  die  vier 
rollständigen  Vierecks  unter  sich  bilden,  einen 


Zugleich  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 

.Beschreibt 
»Seiten  eines  vol 

„Kreis:  so  schneiden  diese  vier  Kreise  sich  in  Einem1  Punkte, 
„welcher  überdies  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Geraden,  welche 
„von  ihm  nach  den  drei  auf  derselben  Seite  liegenden  Durcb- 
, .schnitten  gezogen  werden,  hier  mit  den  drei  andern  Seiten 
„gleiche  Winkel  einschliessen." 


4. 


>|U  I 


Erklärung.  Der  Punkt,  dessen  Verbindungslinien  mit  den 
Durchschnitten  einer  durch  ein  Dreieck  gelegten  Transversale  den 
Seiten  desselben  unter  dem  nämlichen  Winkel  begegnen,  soll  der 
der  Transversale  (nach  diesem  Winkel)  zugeordnete 
Punkt,  und  dem  entsprechend  die  Transversale  die  dem 
Punkte  (nach  diesem  Winkel)  zugeordnete  TraiU* 
versale  genannt  werden. 
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>  i  i  • 


Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  jedes  Paar  der  folgenden  Drei- 
ecke Ulm  lieh  ist,  nämlich: 

bPßAcokPpiPt,  A^C^ooA^iPa.  bPCBcvkPpiPi. 
i  ■  •  i  5  -i'i  •       i  '.  'i  '  ' 

Daher  ist  denn  auch  ^BPA—^p^Pp^  ^CPA  =  Z>pxPpv 
ZCPß  =  Zp2Pfr*  .Die  Gleichheit  dieser  Winkel  besteht,  wie 
auch  immer,  die  Transversale  ihre  Lage  ändern  mag,  wenn  sie 
nur  dem  Punkt  P  zugeordnet  bleib*.  ^  Daher  der  Satz: 


Ii*  '"jl1  *  * 

Legt  man  durch  die  x  Seiten  eines  Dreiecks  beliebig  viele 

(, Transversalen,  welche  alle  ein  und  demselben  Punkte  zugeord- 
net sind,  so  werden  ihre  zwischen  denselben  zwei  Seiten  eut- 
halten eu  Segmente  und  die  jedesmalige  dritte  Seite  von  jenem 
„Punkte,  ans  unter  demselben  Winkel  gesehen." 

w-|.      '  : 

.  .         . .  ,     ■  ö.  .  i 

«ij.lf      .  «■  ••••.{'.         •.«•*.    *        ..-ii«    »i   MI*  !«• 

•  •  •  •      •  1 

Aus  der  Aehnlichkeit  obiger  Dreiecke  ergeben  sich  folgend* 
Proportionen:   :  ,  ., \. 

M  .v  BAiPtP^PB:PpA^PA;Pp9P 

CA:pxp%  =  PCiPpx  =  PA:Ppi, 

CB.piP^PC.Pp^PBiPpi. 

Hierin  ist  folgender  Satz  enthalten: 

'.^Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  eine  beliebige 
„Transversale:  so  ist  das  Verhältniss  aus  irgend  einer  Dreieck« 
..scite  und  dem  von  den  beiden  andern  Seiten  intereeptirten  Seg* 
„ment  der  Transversale  dem  Verhältniss  aus  den  Entfernungen 
,,d*s.  der  Transversale  zugeordneten  Punktes  von  denjenigen  Eni] 
„punkten  dieser  Seite  und  des  Segmentes  gleich,  welche  auf  der- 
selben anstossenden  Dreiecksseite  liegen." 

Aus  obiger  Proportion  folgt  noch  die  Gleichung: 

PA.PPl=PB.Pp2=PC.Pp9. 

.•»!.   ii1-;    .•       f  ,       '%  .1/.:  *.    *r  l 

Dies  gibt  nachstehenden  Sab:    '     "  •  >r>:       .  • 

r»b  IN  •  «'  «!  !  '..i.'-,        '•  ii.  •  •  i'  •"    ■  :' 

•>    „Die  Produkte  der  Entfernungen  des  einer  Transversale  des 
Dreiecks  zugeordneten   Punktes  jedesmal  von  einer  Ecke'  des 

„Dreiecks  und  dem  Durchschnittsputikt  der  Transversale 

„gegenüberstehenden  Seite  sind  einander  gleich/ 
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7; 

'Auch  ist\  jedes  Paar  der  folgenden  Dreiecke  ähnlich  t ;  mit 


&Pßplcsj&PAp2,  bPCp^APApt»  ^PCp.zoü^PBp^ 
Hieraus  ergeben  sich  nun  die  Proportionen*   ,  .rj,m«l  ii>!>  iri  rfiin 

PBiPA^Pp^Pp^Bp^Ap^  .  (  >v  ^ 


PC:f#aPp<>:Pp9r  Cpttfpi 

Hierin  ist  folgender  S^t* enthaltea; ;      ^  . 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  eine  beliebige 
„Transversale:  so  sind  die  Entfernungen  des  derselben  zugeord- 
neten Punktes  von  den  Endpunkten  irgend  einer  Dreiecksseite 
„und  die  Entfernungen  eben  dieses  Punktes  (so  wie  auch  der 
„gewählten  Endpunkte)  von  denjenigen  Durchschnitten  der  Trans- 
versale, welche  mit  ienen  Endpunkten  auf  derselben  anstossen- 
„den  Dreiecksseite  liegen,  Verbaitmssgleicli." 


8. 

\  Iv.    i  u«.:i  :»*!»  s  Jmv  •!•*•.     }  *ul'       .  •  ;!i  .  .»  f 

.  Aus  den  vorstehenden  Proportionen 

Cpi .  Ap% .  Bpz  =  Bpi .  C/?a .  Api . 

Hierin  Hegt  nachstehender  SäUV^' 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  eine  beliebige 
„Transversale:  so  ist  das  Produkt  der  von  den  drei  Winkelpunk- 
„ten  aus  abwechselnd  genommenen  Seitensegmente  dem  Produkte 
„der  drei  anderen  abwechselnden  Seitensegmente  gleich." 


Dieser  Satz  war  nach  Brian ch oh  und  P  on  ceket  t£chon 
Jen  Alten  bekannt  (s<  Ptücker  „Entwicklungen,"  Bd.  U. 
N.  437.)  und  soll  sich  zuerst  in  der  „Sphäxik"  des  Meile  la*ß 
inden*  ti..'.  *•         i  ::.     >  •-.  :Autni'\ti  *   •'  •/'*•».. 

Ii"  »..  •  '/f/.-  ..i  .  !••;...•'  . 

Anmerkung.  Der  vorstehende  Satz  gilt  auch  unigekehrt, 
1.  b. :  Sind  die  Punkte  pl9  p2,  jh  auf  den  Seiten  des  Dreiecks 
nd  ihren  Verlängerungen  so  genommen,  dass 

Cpi .  Apz  >  Bp3  =zBpt .  Cpt .  Ap3 , 

w>  liegen  diese  Punkte  in  gerade?  Linie.  VergL  Ada  ms,, Lehre 
-on  den  Transversalen  -  S.  ö.,  und  „Harmonische  Ver- 
hältnisse" S.  88.  .  •  !:  .  M    .«i  lim 
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9. 

Durch  irgend  drei  sich  schneidende  Geraden  AB,  ACf  BC 
seien  drei  neue  Geraden  PiP%p$,  qi9i9z>  Txr2r^  gezogen,  welche 
in  Bezug  auf  das  durch  die  drei  ersteren  gebildete  Dreieck  zu 
ein  und  demselben  Punkt  P  zugeordnete  Transversalen  sind  nnd 
sich  in  den  Punkten  ki9  k%,  1%  schneiden:  alsdann  erhält  man 
im  Ganzen  zwanzig  Kreise,  welche  sich  alle  im  Punkte  P  durch 
nämlich: 


ABCP, 
PAp2ps,  PAq2q9,  PAt2ts; 
PBnn,  PBgl9z9  P3rtr> ; 
'    •  PCPlpz,  PCqxq%i  POrw  - 

W|Pl*l.  **lPi?!.  ^lftft! 

Pkw  Pkw  Pkw; 

P*tW\>  ^»Vi.  Phw> 

Pkikjtg . 

Von  diesen  sechs  Geraden  sind  also  je  drei  dem  Punkt  P  zuge- 
ordnete Transversalen  in  Bezug  auf  das  durch  die  drei  übrigen 
gebildete  Dreieck.  Daher  hat  man  durch  Vermittlung  von  }.  7. 
folgende  Proportionen: 

P\P%  'P2P3  =  9i9<z  ?2?3  = r,r2 :  rfr» , 
Pi9i  -  91*1  =  P292 : 9*r*=p3qz  :fef, , 

-  ''.j  .  '  U.  8.  W.  4 

Daher  der  Satz: 

„Zieht  man  in  einer  Ebene  sechs  sich  schneidende  Geraden, 
„so  das»  drei  derselben  zu  einem  und  demselben  Punkt  zugeord- 
^tfete  Transversalen  sind  in  Bezug  auf  das  dureh  die  drei  Abri- 
ngen gebildete  Dreieck:  so  sind  die  auf  irgend  drei  derselben  lie- 
genden Segroentenpaare,  welche  von  den  drei  übrigen  intercep- 
„tirt  werden ,  verhältnissgleich . 

10. 

....  . , 

Liegen  ausserdem  irgend  drei  Punkte ,  in  welchen  diese  sechs 
Geraden,  zu  Paaren  verbunden,  sich  schneiden  (z.  B.  q^p^Tx). 
mit  dem  Punkte  P  in  gerader   Linie,  so  ist  noch   in  dem 
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also  •  v 

.       .  .   •   •  *  • 


1 


Dies  ciebt  nachstehenden  Satz:  ••< 

„Wählt  man  auf  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  irgend  drei 

„in  gerader  Linie  liegende  Punkte,    und  legt  durch  dieselben 

„drei  Transversalen,  welche  einem  und  demselben,  mit  jenen 

„dreien  in  der  nämlichen  geraden  Linie  sich  beGndenden  Punkte 

„zugeordnet  sind  :  so  schneiden  sich  diese  drei  Transversalen  unter 

„den  Winkeln  des  gegebenen  Dreiecks/4 

rr  •'  .      . .      .  *  u*'.  * 

•  ■•»    •     •      i'  •   .  •  •  'r  in         •       . "  *"  »■ 

>  v  •  »         ii       «•■«••••,  ■/  ii 

•»•  «    '    t       •        .      |x.  '*" 

Man  bestimme  zu  irgend  zwei  parallelen  Transversalen  Pip3* 
9^3  eines  Dreiecks  ABC  die  zugeordneten  Punkte  />  und  Q,  und 
verbinde  diese  mit  den  ihnen  entsprechenden  Durchschnittspunk- 
ten  pl9  p2,  pz  und  qlt  %,  o3,  so  wie  mit  den  Ecken  des  Drei 
ecks;  alsdann  ist: 

Z.CPpx=^LCp4px   und  ^CQq^^Cq^; 

:1a  aber       .«*'.:*>•  >     .  ... 


,o  ist 

iben  so  folgt 
ind  auch 


^CPpl—^CQql; 
^CRp*=^CQq2; 


#  • 


^CPp3  =  Z.CQq3. 
Daher  hat  man  folgenden  Satz  : 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  beliebig  viele 
mrallele  Transversalen,  und  verbindet  die  diesen  zugeordneten 
Punkte  mit  den  auf  einer  und  derselben  Dreiecksseite  ihnen 
entsprechenden  Durchschnittspunkten  dieser  Transversalen :  so 
gehen  diese  Verbindungslinien  alle  durch  einen  und  denselben 
Punkt,  welcher  auf  der  dem  Dreiecke  umschriebenen  Kreislinie 
liegt."  .  . 


.•   •  ./      .   •    ■        •      ■   •  i  " 

12. 


Solcher  Punkte  erhält  man  offenbar  drei,  nämlich  A\  B  C 
an  verbinde  diese  zu  einem  Dreieck  A'B'O.   Da  nun 
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AB—AB',  BC—BC,  AC=A'C. 

Die  Dreiecke  ABC  und  A'&C  sind  also  einander  congruent 
Beide   Dreiecke  sind  offenbar  auch  symroe Irisch   nach  der 

Linie  MN,  welche  zugleich  Durchmesser  des  Kreises  ist.  Daher 
treffen  sich  auch  die  Verbindungslinien  Ait*,  B^Ct^  einem 
und  demselben  Punkte  P,  welcher  dem  Punkte  so.  wie  die 
Verbindungslinien  Ayx  ,  B(p>2,  Cy3  in  einem  und  demselben  Punkte 
^  welcher  dem  Punkte  Q  symmetrisch  )  :  fl,V  \, 

Offenl)ar  also,  wenn  man  von  dem  Dreiecke-  ÜTC  iril  den- 
selben Transversalen  PiP3,  f/if/3  ausgegangen  wäre,  wurde  man 
auf  das  Dreieck  ABC  und  die  in  Bezug  auf  dasselbe  diesen 
Transversalen  zugeordneten  Punkte  P  und  Q  gekommen  sein. 

Transversalen  in  derselben  Richtung  mit  Pip3  fuhren  alle  auf 
(lasse! !,o  Dreieck  A&C;  Ti^ansversalen  in  einer  Ändern  Rieb- 
Dung  geben  ein  anderes,  aber  immer  dem  Dreieck  ABC  congre- 
eutea  und  symmetrisches  Dreieck.        ..»'  • 

:       •:    "  •  • 

13.  r  ^ 

•  •  -  — » — r. 

Durch  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  lege  man  die  Trans- 
versale/)// so,  dass  das  zwischen  zwei  Seiten  enthaltene  Segment 
DH  durch  die  dritte  Seite-  so  getheitt  werde,  dass  DL:LH=p:q, 
und  bestimme  den  derselben  zugeordneten  Punkt  P  und  ziehe 
PA ,  PC,  PL.   Nach  §.  6.  ist  alsdann* 

AB:DL=PA:PL, 

CB.LK^P&PL, 

woraus  in  Verbindung  mit  vorstehender  Bedingungs- Proportion 
sich  ergibt:   


AB.PC:CB.PA=p:q 


Hierin  liegt  folgender  Satz: 


.r 


•  > 


n 


„Legt  man  dijrch  die  Seiten  eines  Dreiecks  eine  Transrer» 
„sale  so,  dass  das  zwischen;  zwei  Dreiecksseiten  intereepürte 
,,8egment  derselben  durefr  die  dritte  Seite  in  dem  Verhaltniss 
£>:q  getheilt  wird,  so  bildet  der  dieser  Transversale  zugeordnete 
»Punkt  mit  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  ein  Kreisviereck,  nr 
,welchem  die  Produkte  aus  den  gegenüberstehenden  Seiten  in 
„dem  gegebenen  Verhaltniss  p:q  stehen. 

Für  den  Fall,  dass  das  Verhaltniss  p:o=l.  sind  die  Produkt 
ans  den  gegenüberstehenden  Seiten  des  Vierecks  einander  gl  ' 

■  .»  •  im     '•  i  ..     so;  ii»  ü..      tili  •••■iu'.* 
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Es  gibt  offenbar  unendlich  viele  Transversalen,  welche  durch 
dieselbe  dritte  Seite  AC'vk  dem  Verhältniss  piq  getheilt  werden. 
Da  es  aber  auf  dem  Bogen  AC  nur  Einen  Punkt  P  geben  kann, 
für  welchen  AB .  PCiCB.  P&zzp  iq  ist,,  so  haben  alle  Trans- 
versalen, welche  durch  dieselbe  dritte  Seite  in  dem  Verhältniss 
p:q  getheilt  werden,  immer  einen  und  denselben  zugeordneten 
Punkt,  und  es  bestimmen  alle  diese  Transversalen  also  auch  nur 
ein  einziges  Viereck. —  Aebnüok  -entspricht  allen  durch  die  Seite 
AB  in  dem  Verhältniss  mm  getheilten  Transversalen  ein  und 
derselbe  zugeordnete  Punkt  Q,  so  wie  den  durch  die  Seite-  BC 
in  dem  Verhältniss  Tis  getheilten  Transversalen  ein  und  derselbe 
zugeordnete  Punkt  R.  Somit  erhalten  wir  im  Ganzen  drei  sol- 
cher Vierecke,  nämlich  ABCP,  BCAQ+  CABR.  Für  diese  be 
stehen  also  die  folgenden  drei  Proportionen  : 

ABt.PCiCB.PA=p:^9 

CB.QAiAC.QB=zmin,  "  :  1 

A  C.  RB  :  AB .  RC^  r :  jj 

ms  welchen  sich  durch  Multiplikation  und  Aufhebung  der  glei 
:hen  Glieder  nachstehende  Proportion 


PC.RB.QA;P4QB.B  C^flwr :  gm . 
Daher  hat  man  den  Satz; 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  ,Transver* 
,salen,  welche  einzeln  (und  zwar  hinsichts  der  interceptrrenden 
.Seitenpaare  nach  derselben  Ordnung;)  in  den  Verhältnissen  p\  q, 
,mm,  ns  getheilt  werden,  so  bilden  die  drei  diesen  Transversa- 
len ^5ew|neteiV>PwJcte  mit  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  ein 
Sechseck'  im  Kreise,  für  welches  die  Produkte  a,us  den  arej  ab- 
wechselnden Seiten  in  dem  zusammengesetzten  Verhältnisse 

PmriQns  stehen."  %  .. 

Für  den  Fall,  dass  m:n=r:*=p:g  erhält  man 


■.» 


PC.RB.QAiPA.QB.RC=p*iq*. 

Ist  ausserdem  noch  p:q=zl,  so  sind  die  Produkte  aus  den 
^wechselnden  Seiten  des  Sechsecks  einander  gleich. 


I  »  «  *  .•*.    r.  «I 

«  «  * 


15. 


» *  Hr  eJ*em<  beliebigen  Kreisviereck  ABCD  ziehe  man  die  bei- 
so  5 -Diagonalen!;  und  bestimme  durch  Fällung  der  Perpendikel 
mm  den  Winkelpunkten  auf  die  Seiten  und  Diagonalen  des  Vier- 
rks  die  diesen  Winkelpunkten  in  Bezug  auf  -4a*  jedesmal  geg«o- 
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uberstehende  Dreieck  nach  dem  rechten  Winkel  zugeordneten 
Transversalen,  nämlich  f^PiPs,  l\VbP*>  PrPsjP»»  PioPiiPu»  ak 
dann  ist  nach  §.  6.  und  weil  A CAp6  co  Ä ^)Bpt : 

p^iCA^DpiiDC, 

1>4p6:ßD=Cp6:CD} 

CA:Cp6=sBDiDpt; 

mithin  i  . 

Ferner  hat  man: 

BD:Bp9=AC:Cpt; 


folglich 


P4P«=PrP»-  2) 

-  - 


Ebenso  ist: 


i 


prp9  :AC=  Bpr :  BA,  v • 

PioPi^DB^Api^AB; 
AC:Aplt=zDB:Bpr; 


daher  auch 


PrP*=P\oPii  3) 


Aus  der  Verbindung  von  1) ,  2) ,  3)  ergeben  sich  nun  fol- 
gende Gleichheiten:  V 

PiPi=p4Pe=PrP«=PioPi»;  t 
ebenso  findet  man: 

und  endlich  auch :  '.«...« 

P2P8 = P4Pä = PsP9 = P10P1 1  •  1UL 
Hierin  liegt  nachstehender  Satz: 

„  Wenn  man  in  einem  Kreisviereck  die  beiden  Diagonalen 
„zieht  und  zu  jedem  Winkelpunkte  in  Bezug  auf  das  jedesmal 
„gegenüberstehende  Dreieck  die  nach  dem  rechten  Winkel  w 


„geordnete  Transversale  construirt:  so  sind  sowohl  diese  vier 


Digitized  by  Google 


373 

„Transversalen,  welche  zwischen  je  zwei  anstossenden  Vierecks- 
„seilen  liefen,  unter  sich  gleich,  als  auch  jedesmal  diejenigen 
„vier  Segmente  derselben,  welche  zwischen  den  Diagonalen 1  und 
„je  zwei  gegenüberstehenden  Seiten  des  Vierecks  enthalten  sind." 


Durchschneiden  sich  zwei  gleiche  Sehnen  innerhalb  oder 
ausserhalb  des  Kreises,  so  sind  bekanntlich  die  Segmente  der 
einen  Sehne  den  Segmenten  der  andern  beziehlich  gleich.  Solche 
gleiche  Sehnen  eines  Kreises  sind  aber  die  Transversalen  pxPz 
und  PrPg,  V*P*  un4  PioPiz-  Wenn  wir  nun  den  Durchschnitts- 
punkt  von  Pifc  und  prlh        Ol  >  ^en  Durchschnittspunkt  von 

PiP*  ,in(i  PioPiz  mi*  Oa  bezeichnen,  sq  ist  daher: 

i»i  ■  •  •  . 

OxVt^OiPr,  Oip^Otfit  Otf^Otfi; 

0^4=0^,0,  Oapar=OaPia,  0<#*=Oipn  : 

Indem  wir  hier  in  jeder  Reihe  multiplictren ,  ergibt  sich: 

"  Okp1.01pB=Ol^.01p8,  Oxpz.Oxpz=  OiP9.Oxp^ 

0^.^5=0^,0.0^! ,  0^5.0^6=  OaPn.O^Y 

Demnach  ist  sowohl  O,  als  Oa  der  Dwcnschntttöpüuktdec 'Po- 
tenzlinien der  Kreise  ^f,  und  üf2,  So  wie  der  Kreise  üf3  uh<f  M±\ 
beide  Punkte  sind  also  nur  Einer,  den  wir  in  der  Figur  mit  O 
bezeichnet  haben. 

Hierin  liegt  der  Satz: 

„Wenn  man  in  einem  Kreisviereck,  in  welchem  die  Diago- 
»ttalen  gezogen  sind,  zü  jedem  Winkelpunkt  in  Bezug  auf  da« 
»»gegenüberliegende  Dreieck  die  nach  dem  rechten  Winkel  zuge- 
ordneten Transversalen  construirt:  so  durchschneiden  sich  diese 
„vier  Transversalen  in  einem  und  demselben  Punkte." 

17. 

Gleiche  Sehnen  derselben  Kreise  sind  auch  noch: 
p,pt  und  pzp6,  p2pz  nndp10pu,  P4P»  und  ftft ,  p7p%  undpnpl2. 
Demnach  hat  man  ferner: 

■ 

Opi=Op6  =  Op7=zOpli; 
02>z=Op&=  Op8=Opn; 
Ops=Opt=Op9z=iOpl0. 
Dies  giebt  nachstehenden  Satz: 
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.  „FäHt  man  aus  de*  Winkelpunkten  eines  Krcisviereeks,  fa 
„welchem*  die  Diagonalen  gezogen  sind,  auf  *Ke  Seiten  desjedes- 
„mal  gegenüberliegenden  Dreiecks  die  drei  Perpendikel:  so  lie- 
„gen  die  evtflf  Fusspunkte,  zu  vier  zusammen  geordnet,  anf  deB 
„Peripherien  dfeier  concentrischer  Kreise,  deren  Mittelpunkt  der 
„gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  vier  Transversalen  ist,  welche 
„durch  je  drei  entsprechende  Fasspunkte  gelegt  sind." 

» j»  -.y      ,  •  '     1      Mk  > 

Aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  erhält  man  auch: 

Op^Opi  =  Op,0<>plÄ; 

mithin  ist  O  der  Gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  der  Potenz 
Ünien  der  Kreise  üf2  und  ilf2;       uud  jlf4;  üfÄ  und  4f«. 

Daher  der  Satz: 

„Beschreibt  man  in  einem  Kreisvicreck  über  je  zwei  gegen- 
überstehende Seiten  und  über  die  beiden  Diagonalen  als  Durch- 
„messer  Kreise:  so  schneiden  sich  die  Potenzlinien  dieser  drei 
„Kreisepaare  in  einem  und  demselben  Punkte,  4era  Durchschnitts 
,,punkt  der  vier  Transversalen,  welche  den  einzelnen  Winkel» 
„punkten  in  Bezug  auf  das  jedesmal  gegenüberstehende  Dreieck 
„nach  dem  rechten  Winkel  zugeordnet  Viud." 


-     f  Ii'«' 


«  . 


I 

i 
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- 


'  *4   ■  i  •  ■ '  •  *  *-  —  *  *  : 

\ 

K..wlck,.u.K der  «JbHWteb. 

xodrome  auf  dem  durch  Drehung  der 
Parabel  um  Ihre  äußere  eptste- 


Herrn  Dr.  >F.  R.  Boy  man, 

tfyifenasialidirer  zu  Coblcuz. 

\  ■•  — ■ 


Lässt  man  die  Parsal  um  Hire  äussere  Axe,  die  Axe  der  Z, 
sich  drehen, '£»  erhält  man  ein  Botationsparaboloid,  welches  dar- 
gestellt ist  durch  folgende  Gleichung: 

>  V:.«  '..  2*       *"         :i   '    *  **    1  ' 

#*  +  V*=;-ö>   1) 


Aus 


dieser  Gleichung  ergibt  sich  durch  Differentiation : 


xdtt zzzz~ .  ...  2) 

und  daher  ist: 

:  ■  i  . 

dz     p*x     dz  p%y 

Werden  diese  Werthe  in  die  allgemeine  Gleichung  der  Loxodro- 
men,  welche  ist: 
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"  -  *IMSXIDH-',^t»t'($)'+j££] , 

substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

*~  5(t+^-'+ö.*)'+-^('+-^*^)' 

oder  mit  geringer  Veränderung: 


«       ■  4        *   •  • 


Diese  Gleichung  geht  durch  Ausscheidung  des  geWhreitnen 
Faktors  ^1+2^^*^*  und  mit  Rücksicht' auf  Gleichung  1) 
in  die  nachstehende  über: 

dy     y  +  tangy.  (l+g)**  ' 
welche  folgendermassen  sich  darstellen  lässt: 

,  :  ydx  -  xdy=z~-\m\%y  A  1+  |— \  -  (axLr+ydy). 

Substituirt  man  nun  hierin  auf  der  rechten  Seite  aus  Gleicbnng 
2)  den  Werth  in  z,  und  dividirt  Behufs  der  Integration  auf  bei 

den  Seiten  beziehlich  durch  a;a-fy2=^,  so  erhält  man: 

und  für  die  Gleichungen  in  x  und  z;  so  wie  in  y  und  z,  indem 
man  ;r2-f-ya=t>2=const.  setzt: 


*)  M.  s.  Archiv  Thcil  Vll.  S.  337. 
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Nun  ist  aber: 

=  (^±4g)j_4x(y!)t_4 

=  i2it«2i_  2log(2j+(p*+4z*H)  +Coiwt. 

Daher  erhält  man,  indem  man  die  nach  dem  Anfange  der  Curve 
zu  bestimmende  Const.  =  tangy.  (21og  J5 — ^)  setzt,  die  End- 
gleichung :  „  , 

r 

Arctang-  .  ♦ 

'     ^&ngy  7  V**V^ä£  -2  \oZ%*  *<*%**H , 

.^•^^'i-ji  r;.       :  -  : .  >>:•  .,    v.       r.-: .     .  >  ":  •  ■*. 

die  Gleichung  -4ß#  ^eodelfläche'  dieses  Rotationsparaboloids, 
welche  in  Verblödung  mit  der  Gleichung  des  Rotationsparaboloids 
1)  die  Paraboloidische  Loxodrome  bestimmt;  ebenso: 

Ärcsio  - 

=ta„gy .  [(£!±lfc4?_2log?i±(^2.1] , 

Are  cos  - 

.  ;.d.t^y,ty.t-^r.A^»i^^tf!Qf].,i! 


I  n' 


die  GttlbKüngen  der  Projektionen  dieser  Paraböldhliscnen  Löio- 
drome  'auf  den  Coordjnaten-Ebenen  XZ  und  YZ ,  Welche  dieselbe 
ebenfalls  Vötisfetiulg  bestimmen.  ,   .  ■  ] 

In  anderer  Form  lauten  diese  Gleichungen,  wenn  man  noch 
zur  Abkürzung"  den  Aasdruck  in  4er Klammer  mit  Pt  bezeich* 
net,  also: 

a?  =  f/tang(tangy.P,), 
ar  =  t>  sin  (tang  y .  Px) , 
t/^cos(taMjgy.  #?,:).. 

t 
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« 


Heber  parallele  Transversalen  im 
Dreieck,  welche  Ton  den  Dreiecks- 
selten nach  demselben  Verhältnis» 

g eschnltten  werden. 

Herrn  Dr^J*  R.  Boy  man, 


Gymnasiallehrer  «u  Coblenz. 

(  u    -  • 
— — 

V. 

-.  1 


■ 

; 


Durch  die  Reiten  eine* ;  Dreieeks  ABCf^eee  man  drei  unter 
«ich  parallele  Transversalen,  so  dass  in  jedem  Winkel  eine  ganze 
Transversale,  ein  grosserer  und  ein  kleinerer  ^bscbqitt  liegt  uim! 
die  zwischen  den  Dceiecksseiten  enthaltenen  Segmente  in  dem- 
selben Verhältniss  stehen,  so  dass  also  mit  Bezug  flutf  faf.  VII. 
Fig.  1.:  ,l  "  '  ,,;P • 

;  ■>.*■   ■  ;>.  i  i : ;    1  i      .  •  •  'i    j      < .  ■  1 1 . 

Alsdann  hat  man,  indem  man  m  +  n=i  setzt,  folgende  Propor- 
tionen : 


1)  ^i?£;:#0=y£Ä::jFG, 

n 


CL.CJ  =  -DH.EK) 
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*    "  ,  *  7."  *A  A . : .  ■  X  , 
BO:BD=:jFG:Dff;  ,v 

:it:tl  m;ai 

'  AL\ÄG^DH\FGt  x 

i..'  x '«V.  ' .  ;   *  i.  V  Ol 


\.''.  K:v":  [ic:>ut=«?:i^,.  ■' - 


•  t 


iBJ.BH^^EK.Dff, 
lCD:CO=ijBH:™FG. 


diesen  vier  Gruppen  von  Proportionen  folgeu  nächste- 


•••  •   •  •.  • 


"  «  *  ! 


(AF.BJS.CL=AU.BO.CK,  .. 
\All.BO.CK~A.I Iii). CG;  ' 

.FiF.CE  —  AG.BJ.CD,        '  '•' 
AG.BJ.  CD—A  K.  BH.  CO 

aus  welchen 'sich  ergibt:  •K'   

6)  AF.BE.CL=ABJ30.CK=:4J#!>CG, 

7)  ALJiF.CE  =  AGJiJ.CD~AKJlH,ßO.      „i  . 

*  *  •      i       :  • 

Nun  bestehen  aber  ferner  in  Bezug  auf  die  Transversalen 
FC,  JMf,  iPJt  nack  demSatze  fies  Menelaos  die  Gleichungen : 

;;  :;«)      "  \ah.bd.cl ü=  al.bh.cd , 

\AJ.BE.CKz=AK.BJ.CE; 

".i  «    \.        ..  »I«.      ;••   i.' ••.         ..•  •.  ..  .  •!» 

woraus  durch  Multiplikation  sich  ergibt: 


.it. 
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/    (  AF.  BE .  CL)  V     /    (AL .  BF .  CE) 
9)  x(AH.BO.CK)  \  "=  k<(AK.Blf.CO) 

(  x(^/. J?/> .  CG)  J      |x  (AG.BJ.  CD) . 

Da  nun  in  dieser  Gleichung  die  in  Klammern  gestellten  Pro 
dukte  auf  derselben  Seite  nach  6)  und  >7)  «kiander  gleich  sind, 
so  sind  diese  sechs  Produkte  alle  einander  gleich,  so  dass 
hat: 


tAF.  BE.  CL  —  AL  yBF.  QEzz 
iO)  \aH.BO.CK= AK.  BH.CO= 

lAJ.BD.  CG  =  AG .BJ.\GQ. 1  1 

Man  hat  also  den  Satz: 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  parallele 
„Transversalen,  welche  von  den  Dreiecksseiten  in  demselben  Ver- 
„hältniss  getheilt  werden,  indem  zugleich  jeder  Winkel  eine  ganze 
„Transversale,  einen  grösseren  und  einen  kleineren  Abschnitt 
„enthält:  so  liegen  von  den  neun  Durchschnittspunkten  drei  Mal 
„drei  in  gerader  Linie,  und  geben  die  Verbindungslinien  dersel- 
ben drei  neue  Transversalen,  für  welche  die  Produkte  aus  den 
„drei  abwechselnden  Segmenten  der  Dreiecksseiten  alle  einander 
„gleich  sind.«  .  .  • 


Die  erhaltenen  Transversalen  LF,  GJ,  KO  bilden  »ntersicJ] 
ein  neues  Dreieck  MNS,  von  dessen  Seiten  die  parallelen  Trans- 
versalen in  demselben  Verhältniss  und  auf  dieselbe  Weise,  wie 
von  den  Seiten  des  Dreiecks  AB09  lgest\tn\tten  werden.  Daher 
gilt  für  dieses  Dreieck  dasselbe ,  füt  das  Dreieck  ABC  gilt, 
dass  nämlich  die  Produkte  aus  den  abwechselnden  Segmenten, 
in  welche  die  Seiten  desselben  durch  die1  Seiten  des  Dreiecks 
ABC  getheilt  werden,  einander  gleich  sirfd,  *o  dass  sich  ergibt: 

iMD.NE.SO^ME.NO.SD^.    }i>  , ;,, 
MF.  NH.  SJ  =  MJ.NF.  SH=z 

Demnach  hat  -man  folgenden  Satz:        >  ■  - 


„Legt  man .  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  parallele 
„Transversalen,  welche  von  deif  Dreiecksseiteö'  üfc  demselben 
„Verhältniss  getheilt  werden,  indem  zugleich  in  jedem  Winkel 
„eine  ganze  Transversale,  ein  grösserer  und  ein  kleinerer  Ab- 
schnitt liegt:  so  bilden  die  Verbindungslinien  der  drei  Mal  drei 
„in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  ein  zweites  Dreieck ,  welches 
„mit  dem  erstem  die  Beziehung  hat,  dass  die  Produkte  aus  den 
„abwechselnden  Segmenten,  welche  auf  den  Seiten  des  einen 
„durch  jede  Seite  des  andern  gebildet  werden,  in  jedem  Dreiecke 
„einander  gleich  sind."  i;;.n|fu|/.  ,i  .... 
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•  i  « 


r 


3 

i 

Es  besteben  auch  folgende  Proportionen 


12) 


=  -  FG  :  -  JX. 
BJ:BH^EK:DH; 

s  *     *      *  ■       *  * 


ferner : 


r  •  1 


..  .   r* , 


■  > 


•  -  • 


■ 


JBE.BD  =  jEK  Dff  , 
[BE:BO  =  -EK:-FG, 

m  S  S 

■  ■*    -      *  m  w  *  * 


13)  ,  < 


BOrBD—jFG  DH; 


* 


s 


.CD  :CE=z  '-DH:EK, 


n  m 


Cß.CO=7DH.-FG, 


endlich : 


£Ö\CE=?FG:E&, 


*.  .  I 
»  f  0 

I 

*  r 


IS.  •  •  ,  *  ■  1 

..  ..        »  .         :  .    :  ...  v  •    .  .... 

•  -  I  .  •■  »    .  < .  .  ...       .  *  • 


«...  'I 
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CG.CK=jFG.EK, 
CG-.CL  =™FG:*DH, 


\CL  :CK  =  jDB.EK  ; 
\AK:  AG  =*EK:FG, 
AK:Ah=-EK:  ^DH, 

t 

AL.AG  =™DII.FG. 

Aus  diesen  Gruppen  ergibt  sich  durch  Mültiplication : 

/  AiP.BF.BJ:  BB*diF.AJ*=m*.  Jr* , 

15)  \bF*.AH.AJ:AF*.BH.BJ =n8:*^, 
( BJ^.AF.AH:  AJ*BF.BH= w* :  n» ; 

iBE*.CD.CO:  CE*.BD.BO=m*:s*t 

16)  ]  CD2.  BE.BOiBD*.  CE.CO=n*:  *8, 

(  CO*BDME.BQ*CDjSü=:  wl:»8; 

r  CG*.AK.AL :  J  GKCK.Cl = w» :  *», 

17)  LlK»  CG.  CL:  CK*  AG  AL=zn* :  i« , 

\AL*CG.CK:  Cf<*AaAM=zm*:1n*. 

•t. 

Multiplicirt  man  jetzt  in  diesen  Nummern  die  dritten  Propor- 
tionen mit  einander  und  ausserdem  nocli  das  erste  und  zweite 
Glied  beziehlich  mit  \ 

AL.BJ.  CöxAJ.BO.  Cfc 
=  AJ.BO.CLxAL.BJ.$Q, 

m 

so  erhält  man: 


14) 


(AL*.BJ*.  CO»)  x  v    (AJ\BO*.  CL*)x 
(AF.BO.  CG)  X\t  {AG. BF.  CO)  xl  =OT».n» 
(AH. BD .  CL)  x(:  (AL.BH.  CD)  x\     ™  '*  ' 
(AJ.BE.CK)      )  (AK.BJ.CE) 


■  * 


oder  mit  Rücksicht  auf  Nro.  8) : 

AL*.BJ*.CÖ*:  AJ\ BO*.CLh=m*\n9, 


Digitized  by  Google 


I 


oder  endlich:  .»»  5  *  .»*t\A.*"« 

18)  AL.BJCO:AJ.BO.CL=m*:n*. 

Wir  unterlassen  ea,  die  vorstehenden  merkwürdigen  Aus- 
drucke alle  in  Worte»  wiederzugeben,  und  beschränken  uns  aur 
den  letzten. 

In  demselben  liegt  der  Satz1:  '  rw 

s.,|..  1  .-.I  ,  .     •  if-i,  ■  .  • 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  parallele 
/Transversalen  ,  *  elehe  voa  den  Dreiecksseiten  in  demselben  Ver- 
„hältniss  (min)  geschnitten  werden,  indem  zugleich  jeder  Winkel 
„eine  ganze  Transversale,  einen  grössern  und  einen  kleinern  Ab- 
schnitt enthält:  so  werden  die  Dreiecksseiten  durch  die  drei 
„nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Durchschnittspunkte  so  getheilt, 
„dass  die  Produkte  aus  den  drei  abwechselnden  Segmenten  der- 
selben sich  verhalten,  wie  die  Kuben  der  in  gehöriger  Ordnung 


„gewählten  VerhältnissgUeder-" 


ii » .  •  * »  •  • 


A      •  * 


Nehmen  wir  (Taf.  Vfl.  Fig.  %)  den  speziellen  Fall,  dass  die 
parallelen  Transversalen  einzeln  durch  die  Seiten  des  Dreiecks 
halbirt  werden,  dass  also  m—n.  Alsdann  kann  man  zunächst 
die  dritten  Proportionen  der  Prummern  J5),  16),  17)  also  aufstellen, 
wie  folgt: 

,ÄF.AH:BFBH=AJ*:BJ*, 
13»  ;  :        \b&.B&7CD.CE=zBO*:CO*,  • 

In  diesen  Proportionen  spracht  sich  folgender  Satz  aus: 

j,Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  paraHele 
„Transversalen ,  welche  einzeln  durch  die  Dreiecksseiten  halbirt 
„werden  :  so  bilden  auf  jeder  Seite  die  drei  Durchschnittspunkte» 
„mit  'den  beiden  Ecken  e  i  n e  I n  v 0 1  u  tion*  v 0 n  f  ün.f  Punk t e?p , 
„und  zwar  Ist  jedesmal  der  Durchschnittspunkt,  in  welchem 
„Transversale  halbirt  ist,  ein  doppelter  Punkt. 


••••  •  •     t     "  * 

Iii*  !         ■   ■  *  * .     1*  » •      1 1  .  i 


5. 

Aus  den  beiden  ersten  Proportionen  in  den"  Nnmmetrt  15), 
16%  17)  erhalten 'wir  unter  derselben  Voraussetzung  folgende  Glei- 
-hunffen:  ■  ■*  *  •  *  !   11  ♦     •»>•:«  *.        ^i..»  vm 

^        »     iBfP  AF:AJ^=$AH*;ßF:BJ,  " :  "  : 
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iCE*.BD.BO=8BE*.CD.CO, 
\BB*.CE.CO=SCD*.BEJtOi  . 


j^g*.  ck.  cl=hcg*.ak.al  , 

Ä)  /Ctf*  .^G.  AL^SAK*.  CG .  C2>. 


Diese  Gleichungen  enthalten  eine  merkwürdige  Beziehung 
hinsichts  der  Distanzen  zwischen  fünf  in  Involution  stehenden 
Punkten.  m         ,         .  .  .;  .  .        „.,,  ■  ... 

Ferner  erhalten  wir  unter  obiger  Voraussetzung  aus  Nr.  18) 
die  Gleichung: 

1  23)       '  »    AL.BJ.CO^AJ.BO.CL.  ...  -  « 

•  •  •  ■.*,«•  ,*•  j«. 

Auch  ist  in  diesem  Falle:* » :»        ..  .v  ... 

•      in     I  .  •   .  Iii«. 

<2AL:AK=DhJ>ER,  \ 

*  ö 

BJ:BfI=~Ek.DH, 

....    CQ:CO  =  Cü:CO,; 

woraus  durch  Multiplikation  : 

24)'  2AL.BJ.CO=AK.BH.CO.  1 

Aus  23)  und  24)  ergibt  sich  nun  der  Satz: 


9  i|'*iMt 


.Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  parallele 
„Transversalen,  welche  einzeln  durch  die  Dreiecksseiteil  balbirt 
„werden:  so  liegen  von  den  neun  Durchschnittspunkten  vier  Mal 
„drei  in  gerader  Linie,  und  ^eben  die  Verbindungslinien  dersel- 
ben vier  neue  Transversalen  von  deT  Eigenschaft,  dass  das  Pro- 
„dukt  aus  den  abwechselnden  Segmenten ,  welche;  von  der  durch 
„die  Halbirungspunkte  gehenden  Transversale  auf  den  Seiten  des 
„Dreiecks  gebildet  werden,  gleich  ist  dem  halben  Produkte  aus 
„den  abwechselnden  Segmenten ,  welche  auf  den  Dreiecksseiteo 
„durch  eine  der  drei  übrigen  Transversalen  bestimmt  werden." 

i  |  *   4  *      *  »' 


Diese  drei  letztern  Transversalen  bilden,  wie  schon  erwähnt, 
ein  neues  Dreieck  MN$,  und  da  auch  durch  dessen  Seiten  die 
paraUelen  ursprünglichen  Transversalen  halbirt  werden,  so  gilt 
für  das  Dreieck  MNS  dasselbe,  was  von  dem  Dreieck  ABC  ge- 
sagt ist.  Jene  drei  Transversalen  sind  daher  in  den  Durch- 
schnitten mit  sich  und  den  Seiten  des  ursprünglichen  Dreiecks 
ebenfalls  nach  einer  Involution  von  fünf  Punkten  getheilt. 
Da  demnach  sowohl  die  Punkte  J,  A,  H,  F,  B,  als  auch  die 
Punkte  J,  M,  D,  G,  S  eine  Involution  bilden  und  DH#FG 


» 
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ist,  so  ist  auch  AM&DH  #FQ#BS,  und  daher  ebenfalls  die 
Transversale  JO,  welche  durch  die  Halbirungspunkte  der  paral- 
lelen ursprünglichen  Transversalen  geht,  in  den  Punkten  J,  U, 
L,  O,  V  nach  einer  Involution  von  fünf  Punkten  getheilt. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  die  Durchschnittspunkte  von  ie 
zwei  entsprechenden  Seiten  der  beiden  Dreiecke  AJSC  und  fljNS 
auf  der  Transversale  JO,  also  in  gerader  Linie  liegen;  beide 
Dreiecke  sind  folglich  colli near,  und  die  Transversale  JO  ist 
ihre  Collineatio ns-  Achse.  Die  Verbindungslinien  ihrer  entspre- 
chenden Ecken  AM,  CN,  J&S  schneiden  sich  demnach  in  einem 
und  demselben  Punkte,  dem  Colli neations-Centr um.  Da  die- 
ser Punkt  aber  hier  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  so  stehen 
beide  Dreiecke  zu  einander  in  derjenigen  besondern  Beziehung, 
welche  Möbius,  nach  dem  Vorgange  von  Eul  er,  in  seinem  treff- 
lichen ßarycentrischen  Calcol  Verwandtschaft  der  Affinität 
genannt  hat. 

■  :  .  •. 

t  •    .  ■ 


lieber  die  Theilung    eines  ebenen 
Dreiecks  durch  zwei  sieb  innerhalb 
desselben  schneidende  gerade  Linien 
in  vier  gleiche  Flachenstücke. 

•      »   *  *       *  «  .  *  ■  ' 

Von  dem 

Herra  Dr.  EL  W.  Grebe, 

Gvmnaaiallchrer  zu  C  a  s  »  e  I. 


In  der  Sammlung  geometrischer  Aufgaben  von  Adams 
Winterthur  1849)  findet  sich  unter  Nr. 87.  auch  die:  „ein  Dreieck 
lurch  zwei  auf  einander  senkrechte  Oeraden  in  vier  gleiche  T heile 
u  th eilen."  Um  eine  Gleichung  des  achten  Grades  zu  umgehen, 
;laubt  sich  Herr  Adams  Seite  306.  seines  Büches  berechtigt, 
wei  Gleichungen,  die  in  Beziehung  auf  dieselben  Unbekannten 
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vom  zweiten  Grade  sind,  als  identisch  zu  betrachten,  und  gelangt 
durch  diese  offenbare  Uebereilung  zu  augenscheinlich  falschen 
Resultaten.  Sowohl  dieser  Umstand,  als  der  interessante  Gegen- 
stand der  Aufgabe  an  sich,  hat  mich  veranlasst,  dieselbe  von 
neuem  zu  behandeln.  Weil  indessen  die  wichtigsten  meiner  t  or- 
mein durch,  die  Bedingung  des  rechtwinkeligen  Durchschnittes 
nicht  auffallend  vereinfacht  werden,  so  habe  ich  die  Aufgabe  all 
gemeiner  gestellt  Ob  die  Art,  wie  ich  dieselbe  durch  INaberwe 
auflösend  die  Gleichung  des  achten  Grades  vermeide,  den  Beuaii 
der  Leser  dieses  Archivs  und  insbesondere  des  Herrn  Adams 
gewinnen  werde»  muss  ich  erwarten. 

I>ie  beiden  Durchschnittsltnien  unseres  Dreiecks  endigen  in 
vier  Punkten  des  Umfangs.  Wenigstens  einer  seiner  Seiten,  wozu 
wir  unsere  Grundlinie  CB  (Taf.  V.  Fig.  a)  bestimmen  wollen 
gehören  mithin  zwei  dieser  Endpunkte  an.  Bezeichnen  wir  tu 
mit  a,  CE  mit  x,  BG  mit  y,  EG  mit  z,  W.  Cftf  jort  9* 
W.  BGF  mit  H>,  den  Durchschnittswinkel  EMG  mit  ©,  den  Hächen- 
inhalt  des  Dreiecks  ABC  mit  A\  so  erhalten  wir  den  Forderun 
gen  unserer  Aufgabe  und  einer  bekannten  trigonometrischen  *or- 
mel  gemäss  die  Gleichungen : 

1  2 

M    A=  cotÄ  +  cotC"5   [2J  ^-üPtC+cotg»* 

2  z* 

PI    ^=cotß+cot^'     W    A  ~  cotqp  +  coty 

Aus  den  Verbindungen  von  [1]  und  [2J,  sowie  von  [1]  und  ß], 
folgt:  '  *  - 

[fS]  cotop=;—  ä  cotC=  cotC; 


•  •  •. 


endlich  aus  der  Verbindung  von  [11  und  [fl,  wenn  man  statt 
cotp  und  coty  die  Werthe  in  [5]  und  [6]  substituirt  und  reducut, 

eine  wegen  ihrer  Unabhängigkeit  von  allen  Winkeln  besonders 
merkwürdige  Formel. 

Da  nach  der  Trigonometrie- 

 1~  coty.  eoty 

-  cotö>  —  cotp-f-coty  ' 

•t 

mithin  auch 

■ 

1 — (coty  -|-  coty)  cot«  t=  cota> .  coty ; 
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80  ergibt  sich  durch  Substitutionen  aus  [5]  und  [6]  in  diese  letzte 
Gleichung,  so  wie  durch  Multipücation  derselben  mit  A*: 


[8]    A*  -  2  Ai  cotö>=  (a!*-A  cot  C)  (y*-A  cot  B) . 


»  i  • 


Lost  man  nun  die  beiden  Gleichungen  [7]  und  [8]  nach  x1  und 
f  auf,  so  erhält  man  nach  einigen  Vereinfachungen  die  Formeln: 

'   p]     x*z=  i*  +  AcotC±<2  Vz*  +  2At*cotc»  -  A*, 

[10]       »  2«  +  ^cotß+2  Vz4  +  2  Ja*cota>—  SP ; 
in  Folge  welcher  man  nun  auch  statt  [5]  und  [6]  setzen  kann: 

[11]    cot9  =  ^+Y      +  — 3  1' 


I 


[12]  cot^=^Ty       2  1. 


fcs  ist  einleuchtend,  dass  durch  die  Formeln  [9],  [10],  [11] 
und  [12]  unßere  Aufgabe  vollständig  gelöst  sein  würde,  wenn  die 
in  diesen  Formeln  vorkommende  Grösse  z  ermittelt  wäre.  Dieses 
ist  nun  aber,  leider,  nicht  der  Fall,  und  würde  eben,  wenn  man 
die  bereits  gewonnenen  Gleichungen  mit  der  aus  der  Figur  sich 
leicht  ergebenden  Fundamentalgleichung      '  1  "  r*  ^ 

;  J  •  [13]     2t=r*+y—  a 

verbinden  wollte,  zu  einer  Gleichung  des  achten  Grades  f Vi r  r 
führen.  Zum  Glück  ist  jedoch  der  Werth  von  2  in  sehr  enge 
Grenzen  eingeschlossen;  es  fällt  nämlich,  wie  sogleich  gezeigt 

werden  wird,  *  stets  zwischen       undY  2'a>  2*  also»  weIcnes 

4  1 

in  den  Formeln  vorkommt,  zwischen  ^  aa  und  «raa,  oder  zwischen 
16  18 

^a2  und  r^a*    Man  kann  daher  ohne  einen  bedeutenden  Fehler 

zu  begehen  —  und  dieses  ist  die  Auflösungsmethode  durch  Nä- 
herung, welche  ich  vorschlage  —  in  den  Formeln  [9]  und  [10] 
17 

statt  22  etwa  ^a*  setzen,  hiernach  die  Werthe  von  x  und  y  be- 
rechnen, und  sich  dann  durch  die  Formel  [13]  einen  genaueren 
Werth  von  2  verschaffen.  Dieses  Verfahren,  nach  Umständen 
mehrmals  wiederholt,  wird  ohne  Zweifel  die  Werthe  für  alle  hier 
in  Betracht  kommenden  Grössen  mit  jedem  nur  irgend  gewünsch- 
ten Grade  von  Genauigkeit  liefern. 

Um  nun  das  eben  über  die  Grenzen  von  2  Gesagte  zu  erhär- 
ten,  lösen  wir  die  Gleichungen  [7]  und  [13]  nach  x  und  y  auf, 
wodurch  wir,  wenn  wir  noch  festsetzen,  dass  x  nicht  kleiner  als 
y  sein  solle,  was  ohne  der  Allgemeinheit  Eintrag  zu  thun  ge 
schehen  kann,  erhalten: 

25* 
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..  .  ..      ••!.  ;    ;  i  Ii i  1        |        1  .  

l"1  III 

Der  Wnrzelausdruck  in  [14]  wird  nun  aber  für  alle  Werthe  von 
2,  welche  kleiner  als  iß  sind,imaginär;  |a   ist   also    die  eine 

Grenze  für  2.  Wächst  es  von  da  an,  so  wächst  f  14]  zufolge  auch 
x\  dieses  aber  kann  nie  grösser  werden  als  a.  Man  wird  daher 
den  grössten  Werth  von  2  erhalten,  wenn  man  die  Gleichung 


«  ■ 


nach  z  auflost.  Thut  man  dieses,  so  erhält  man  :  =  ^ ^-.o, wel- 
cher Ausdruck  mithin  die  andere  Grenze  für  2  ist.  ' 

Aus  den  von  mir  hingestellten  allgemeinen  Formeln,  deren 


mehrere  noch  interessunter  Umwandlungen  fähig  sind,  ,wie  z.  B. 
[8] ,  wenn  man  statt  des  Flächeninhalts  und  der  Winkel  B  und 
C  die  Höhe  des  Dreiecks  und  die  beiden  Abschnitte  der  Grund- 


linie, welche  dieselbe  bildet,  einführt,  lassen  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit speciellcre  für  besondere  Arten  von  Dreiecken ,  so  wie 
für  besondere  Durchschnittswinkel,  namentlich  einen  rechten,  ab- 
leiten. Solche  Uebungen  siad  stets  sehr  \  genussreich.  Ich  be- 
gnüge mich  hier  damit,  nur  noch  zwei  Resultate  derselben  anzu- 
führen. Erstens:  ist  das  vorgelegte  Dreieck  gleichseitig  und  « 
ein  Rechter,  so  lässt  sich  für  2  eine  Gleichung  des  vierten  Gra- 
des, nämlich 


ß  ••  • 


4i4-.  l6ttZ3  +  Aa222  +  Sah  -  304=0 

> 

aufstellen.   Von  den  Wurzeln  dieser  Gleichung   +  tf  \  a  und 

ty)a  ist  aber  nur  die  eine  2=+  V  .y  •  «  brauchbar. 

Zweitens:  nimmt  man  den  Durchschnitts winkel  wieder  als  rechten 

2  5 
an  und  setzt  i  =  jfl,  wodurch  sich  j?=y=^a  bestimmt;  so  fin- 
det man  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  an  keine  andere  Bedin- 
gung geknüpft ,  als  dass  der  Abstand  seiner  Spitze  von  der  Mitte 

der  Grundlinie  =~a  »ei.  Die  Durchschnittslinien  theilen  hierbei 
beide  Schenkel  des  Dreiecks  in  dem  Verhältniss  von  2  zu  3. 


.   I  1%  I  »         l     •  .  .  ••  • 
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*  *.  . 


■ 


Direktes  Verfahren  zum  Rational 
machen  der  Oleichungen. 


«.In       '  > 


Von 


Herrn  H.  Scheffler, 

Bauconducteuf  bei  deo  Herzoglich  Brannschweigischen  Eisenbahnen. 

*  -  '  « <  * 


Im  1.  Heftedes  diesjährigen  Theiles  des  Archivs,  Thl.  XIII.  Nr.  IV., 
hat  Hr.  Dr.  Grebe  gezeigt,  wie  man  einen  jeden  Bruch  mit 
irrationalem  Nenner  so  umformen  kann,  dass  sein  Nenner  rational 
wird.  Das  i  diesem  Verfahren  zu  Grunde  liegende  Princip  leitet 
aber  zu  einer  noch  viel  wichtigeren  Anwendung,  nämlich  zu  einer 
direkten  Methode  behui  Rationalmachung  der  Glei- 
chungen. Hr.  Dr.  Grebe  wird  mir  erlauben,  seinen  geistrei» 
eben  Gedanken  im  Interesse  der  Wissenschalt  zu  diesem  Zwecke 
hier  weiter  auszubeuten.  •     <*.%:  t  \.m 


Prinzip  beruht  auf  der  Bemerkung,  dass,  wenn  man  aus 
den  71  Faktoren  a,  ß,  y...  mit  (m  —  1) maliger  Wiederholung  eines 
jeden  Elementes  die  Kombinationen  zu  allen  Klassen  von  der  lsten 
bis  incl.  zur  n  (m — l)ten  bildet,  und  die  hierdurch  dargestellten 
Produkte >  welche  sich  nebst  der  Zahl  1  auch  durch  dieEntwicke* 
lung  der  Formet 

ergeben,  mit  B,  C,  />...  bezeichnet,  eine  Funktion  von  der  Form 

m  m  m 

deren  Gliederzahl  =  in»  ist,  durch  ein-  oder  mehrmalige  Multi- 
plikation mit  einer  ahnlichen  Funktion,  worin  nur  die  Koeffizien- 
ten q,  6,  c,  d....  andere  Werthe  haben,  stets  wieder  eine  ähn- 
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liehe  Funktion  von  derselben  Gliederzahl  und  mit  denselben  War- 
zelgrössen  erzeugen  muss,  sobald  man  nur  nach  geschehener 
Multiplikation  alle  unter  den  Wurzelzeichen  sich  einstellenden 
Faktoren  vom  mten  Grade  absondert  und  als  rationale  Koeffizien- 

m   m 

ten  vor  diese  Wurzelzeichen  stellt,  also  z.  B.  V  e«+P  =  e  Sf& 
schreibt. 

Um  von  diesem  Satze  Gebrauch  zu  machen ,  würde  es  in 
jedem  speziellen  Falle  (wo  auch  einige  der  Koeffizienten  a,  b,  c. 
gleich  Kuli  sein  können)  erforderlich  sein: 

1)  dass  man  alle  Wurzeigrussen«  insofern  sie  nicht  schon 
sämmtlicb  mit  ein  -  ued^  einreiben  positiven  ganzen  Exponen- 
ten gegeben  sind,' auf  ÄrferlePWurzelbenennung  m  brächte, 
wobei  m  der  kleinste  gemeinschaftliche  Dividend  aller  Wur- 
zelexponenten werden  tffirdQi*;**  „  i-J »H? 

2)  dass.  ütejrjftj|s  den  Ijrerflurch'^ffcß}^  einstellenden;  fJrössen  B, 
C,  />....  die  einfacheren  Faktoren  a,  p,  y....  bestimmte. 

Aus  der  Grösse  ?»?,  welche  die  Gliederzahl  der  so  umge- 
formten und  nötigenfalls  durch  GKeder  mit  dem  Koeffizienten 
Null  vervollständigt  gedachten  Funktion  ausdruckt,  erkennt  man 
aber,  in  welchem  bedeutenden  Maasse  diese  Gliederzahl  sowohl 
mit  dem  Exponenten  m,  wie  auch  mit  der  Anzahl  n  der  Faktoren 
a,  ß,  y....  wächst,  und  es  erscheint  daher  zur  Vermeidung  einer 
überflüssigen  Weitläufigkeit  der  Rechnung  erforderlich,  zuvör- 
derst zu  untersuchen,  ob  und  wie  weit  sich  diese,  Gliederzabi  in 
jedem  besondern  Falle  vermindern  lasse. 

■  • 

Was  zunächst  die  Umformung  zu  einerlei  Wurzelexponenten 
anlangt,  so  kann  man  dieselbe  zum  grossen  Vortheil  der  Rech- 
nung sehr  häufig  unterlassen,  selbst  wenn  In  ein  und  dem* 
selben  Gliede  mehrere  Wurzeigrössen  mif  verschie* 
denen  Exponenten  mit  einander  muttiplizirt  wären, 

wenn  man  also  z.  B,  ein  Glied  von  der  Form  b  \BX  V  V  - A 
u.  s.  w.  hätte.   Denn  angenommen,  es  kommen  unter  dem 

.      '  '  ' 

Wurzelexponenten  mx  die  Grössen  ü^,  Q,  Dx        mit  den  nx 

einfacheren  Faktoren  ax,  ßl9  yx  .... 

»  m«  die  Grössen        C*t      w  -mit  den 

einfacheren  Faktoren  c^,  ß%t  fr..., ,  . 

„       „         t»3  die  Grössen  /?,,  Cy,  Z)a        m\t  d*&  *i 
einfacheren  Faktoren  <*3,  ßj,  y3.'...  ; 

u.  s.  w.  vor;  so  denke  man  sich  alle  Produkte,  welche  durch  die 
Formel 


m  m«  m, 


dargestellt  smd,  indem  man  die  Exponenten      su  lx.:.i  r^k 
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als  von  einander  unabhängige  Veränderliche  ansieht,  wovon  nach 
und  nach 

ein  jeder  der  Exponenten  rt9  slf  <j ...  die  Werthe  0,  1,  2...  mt— l 
m  >»         **,  *a>  'a  —         f»        0$  lj  2...  7Wa — 1 

»'  »»         r3,  J3,  ts  ...         yt        0,  1,  2...  in^ — 1 

q.  s.  w.  durchlaufen  soll.  Die  Anzahl  dieser  Produkte,  wovon  das  § 
erste  =1  ist,  und  welche  wir  mit  1,  B\  C,  D' ...  bezeichnen 
wollen ,  wjrd  =  w1^l?nan*m3,,» ...  sein.   Von  der  Funktion 

a'+&'J5'  +  c'C  +  d'Z>'  +  

lässt  sich  nun  die  nämliche  obige  Behauptung  aussagen,  dass 
ihre  Natur  und  Gliederzahl  sich  in  Folge  einer  Multiplikation  mit 
einem  ähnlich  gebildeten  Ausdrucke,  worin  nur  die  Koeffizienten 
a',  b't  c' ....  andere  Werthe  haben,  nicht  ändere. 

Ist  nun  m  der  kleinste  gemeinschaftliche  Dividend  von  f/ij, 
rn^t  //?3  ....  un  d  ist  ferner  n  die  Anzahl  der  verschiedenen 
Faktoren  unter  allen  obigen  ofj,  ßL,  yv....       ß2,  W3'  ^3"', 

so  würde,  wenn  man  zuvor  eine  gleiche  Wurzelbenennung  herge- 
stellt hätte,  mn  die  Anzahl  der  Glieder  des  gleichbedeutenden 

All 

Ausdruckes 

TTl  TH  Ttl 

ö+öVä  +  c\TC  +  d\TD  +  ... 
«ein.    In  den  meisten  Fällen  wird  aber 

••••  ^  111 

sein.    Mit  Bestimmtheit  ereignet  sich  dies: 

1)  wenn  sämmtliche  Faktoren  al9  ßi$  rj..-.«2>  ßa>  7a  —  «3>fe,y3... 
von  einander  verschieden  sind ,  indem  alsdann  nothwendig 
n=«i +»a  +  %-f ...  wird,  während  m  mindestens  so  gross 
ist,  als  der  grosste  der  Exponenten  mlf  m2,  m3... 

2)  wenn  je  zwei  der  Wurzelexponenten  m1 ,  7ti2 ,  wi3 ...  relative 
Primzahlen  gegen  einander  sind ,  indem  alsdann  tn—jjj^n.rw  ^... 
ist,  während  n  mindestens  so  gross  ist,  als  die  grösste  der 
Zahlen  nx>  w2f  «3  — 

In  einem  jeden  dieser  beiden  Fälle  wird  man  die  Wurzel- 
grossen  nicht  auf  einerlei  Benennung  bringen.  Wie  gross  der 
dadurch  zu  erreichende  Vortheil  ist,  mag  das  Beispiel  lehren,  wo 
man  zwei  Quadrat-  und  zwei  Kubikwurzeln  hat,  worin  die  Radikan-  * 
den  «,  ,  ßv  und  a.2,  ß2  sämmtlich  verschieden  seien.  Hier  erhält 
man  ohne  Zurückführung  auf  einerlei  Wurzelbenennung  Mj*mf* 
=  2a.3a=36  Glieder;  wenn  man  dagegen  erst  gleiche  Wurzel- 
benennungen herstellt,  was  den  6ten  Grad  erfordert,  Mftss6fesl2Q6 
Glieder. 

INur  in  seltenen  Fällen,  wo  unter  den  genannten  Faktoren 
▼iel  gleiche  und  unter  den  Wurzelexponenten  viel  solche  vorkom- 
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men,  welche  ein  gemeinschaftliches  Maus  besitzen,  wird 
gekehrt 


•••• 

werden  können.  Man  braucht  aber  alsdann  immer  noch  nicht 
alle  Wurzelexponenten  gleich  zu  machen,  sondern  vielleicht  nur 
diejenigen,  unter  deren  Wurzelzeichen  sich  die  grösste  Menge 


der  einander  gleichen  Faktoren  befindet,  was  man  in  jedem  be- 
sonderen Falle  leicht  ermessen  wird. 

*  ' 

Was  ferner  die  Bestimmung  der  Faktoren  et,  ß,  y...  ans  den 
unter  ein-  und  demselben  Wurzelzeichen  vom  Grade  m  stehen- 
den Grössen  B,  C9  D.  .  betrifft,  so  wird  man  im  ungünstigsten 
Falle,  wo  je  zwei  der  letzteren  Grossen  relativ  prim  sind,  diese 
Grössen  selbst  für  a,  ß,  y....  anzunehmen  haben.  Wenn  jedoch 
mehrere  von  B,  C,  D....  ein  gemeinschaftliches  Maass  haben, 
wird  man  dieselben  in  die  einfacheren  Faktoren  a,  ß,  y....  so  zu 
zerlegen  suchen,  dass  die  Anzahl  der  Letztereu  niemals  die  der 
Ersteren  fibersteigt,  weil  sonst  mit  dieser  Zerlegung  ein  offen- 
barer Nachtheil  für  die  Rechnung  verbunden  sein  würde,  wobei 
indessen  für  den  Fall,  dass  die  Anzahl  von  a,  ß,  y....  genau 
gleich  der  von  B,  C,  1) ...  wäre,  ein  Gewinn  noch  aarin  bestfinde, 
dass  et ,  ß,  kleinere  Zahlen,  resp.  einfachere  Buchstaben- 
ausdrücke  sind,  als  B,  C,  />... 

Um  nun  zugleich  die  möglich  wenigsten  und  daneben  die 
möglich  kleinsten  Faktoren  a,  ß,  y...  zu  erhalten,  aus  denen  sich 
die  Grössen  B,  C,  />....  zusammensetzen  lassen,  hat  man  ein 
Verfahren  einzuschlagen«  welches  sich  am  besten  an  einem  Bei- 
spiele erläutern  lässt.  Man  zerlege  eine  jede  der  Grössen  B, 
C,  D ...  in  ihre  Priinfaktoren ,  und  erhalte  dafür ,  indem  man  solche 
Primfaktoren  mit  a,  6,  c...  bezeichnet,  folgende  Ausdrücke: 

ade  bde  c  def  de  ddcf  de  ff  addee  c  dgh . 

*  ■  * 

Aus  der  Reihe  dieser  Grössen  streicht  man  zuvörderst  die  ein- 
ander gleichen  Grössen,  mit  Ausnahme  einer  einzigen,  also  hier 
die  Grösse  c,  ferner  alle  diejenigen,  welche  Produkte  aus  zwei 
oder  mehr  der  übrigen  Grössen  oder  aus  deren  Potenzen  darstel- 
len, also  hier  die  Grösse  addee,  welche  =zadeXde  ist  Hier- 
durch bleiben 

aile  öde  c  def  de  ddef  de  ff  dgh. 

Jetzt  sondert  man  aus  beliebig  vielen  dieser  Grössen  ein  darin 
enthaltenes  gemeinschaftliches  Maass,  z.  B.  de  ab,  schreibt  das- 
selbe wie  eine  neu  hinzukommende  Grösse  mit  in  die  neue 
Reihe,  deren  übrige  Glieder  die  Quotienten  von  de  in  die  be- 
treffenden früheren  Glieder  und  daneben  vollständig  die  übrigen 
ifötetier  enthalten,  von  denen  de  als  gemeinschaftliches  Maass 
4pte*hgesondert  ist   Dies  giebt 

de  ab  c  f  l  df  ff  dgh. 

streicht  man  die  Zahl  1  überall  da,  wo  sie  vor- 
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kommt,  und  ausserdem  diejenigen  Glieder,  wie  ff,  weiche  bloss 
aus  Produkten  oder  Potenzen  der  übrigen  Glieder  bestehen. 
Wenn  sich  auf  diese  Weise  nicht  wenigstens  Ein  Glied  aus  der 
neuen  Reihe  streichen  lässt,  ist  die  vorgenommene  Operation 
un v orth eil h aft,  weil  sich  alsdann  dadurch  die  Anzahl  aerGlie- 
der  um  1  vermehren  wird.    Im  vorstehenden  Falle  bleibt 


de  a  b  c  f  dfdgh.  /       '[  ^ 

I  1 ' 

I  •  •  »      ■  •  * 

Sondert  man  jetzt  den  gemeinschaftlichen  Faktor  d  ab  und  streicht 
eines  der  beiden  übrig  bleibenden  f,  so  erhält 


d  e  a  b  c  f  gh.  .  «i  i 

Jetzt ,  wo  entweder  je  zwei  Glieder  dieser  Reihe  relative  Prim- 
zahlen geworden  sind ,  oder  wo  eine  fernere  Absonderung  gemein- 
schaftlicher Faktoren  die  Gliederzahl  nur  vermehren  würde,  bricht 
man  die  Operation  ab,   und  nimmt  die  erhaltenen  Grössen  für 

w  ■  ■  I     4  «  1 

Hätte  man  z.  B.  in  Zahlen  für  B,  C,  I).... 


•  \ 


2  6  4  7  15  10, 


so  würde  man  nach  Streichung  der  4  durch  Absonderung  des  meh- 
reren Gliedern  gemeinschaftlichen  Faktors  2  erhalten: 

"  2  1  3  7  15  5,  ■ 

•     •  - 

worin  jetzt  1  und  15  zu  streichen  ist,  wodurch  man  für  a,  ß,  y... 

2  3  7  5 

erhält. 

Hätte  man  för  B,  G\...  die  beiden  Zahlen  6,  10;  so  würde 
man  dieselben  für  a3  ß, ...  nehmen  müssen,  da  eine  Absonderung 
des  Faktors  2  zwar  kleinere  Werthe,  aber  einen  mehr,  ergeben 
würde,  nämlich  2,  3,  5,  was  der  Rechnung  nur  zum  Nachtheile 
gereichen  würde. 

In  dieser  Weise  bestimmt  man  ai9  ßi9  yx ...  aus  Bl>  Clf  Dy... 
ferner  cra,       y2...  aus  B%,  C%,  u.  s.  w.,  und  nachdem  dies 

geschehen,  untersucht  man  in  der.  vorhin  beschriebenen  Weise, 
ob  es  noch  rathsaui  sei,  alle  oder  einige  der  Wurzeigrössen  mit 
verschiedenen  Exponenten  auf  einerlei  Wurzelbenennung  zu  brin- 
gen oder  nicht. 

Diese  Vorbereitung  ist  sowohl  von  Wichtigkeit,  wenn  man 
bloss  den  Nenner  eines  Bruches,  als  auch  wenn  man  eine  ganze 
Gleichung'  rational  machen  will.  Angenommen,  eine  solche  Glei- 
chung, worin  bereits  alle  Wurzelgrössen  in  die  Zähler  geschafft 
sind,  was  jederzeit  leicht  geschehen  kann,  sei 

a'  +  b'B'  +  c'C  +d'D>  +  ...=0. 
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Da  diese  Gleichung,  wie  man  weiter 
mals  potenzirt  werden  muss ;  so  wurde  man 
ihre  Gliederzahl  in  der  gegebenen  Form  noch  unvollständig  sein 
sollte,  auf  das  Erscheinen  aller  vorhin  genannten  Glieder  von  der 
Zahl  mininuA*nuUt  ...  srefasst  machen  müssen ,  insofern  man  die 
Gleichung  bei  diesen  V*otenzirungen  in  der  vorstehenden  aonullir- 
ten  Form  beibehalten  wollte.  Diese ,  Gliederzahl  kann,  obgleich 
sie  meistens  sehr  viel  kleiner  ist,  als  mn,  doch  häufig  noch  sehr 

Jross  ausfallen.    Es  gereicht  daher  zur  bedeutenden  Abkürzung 
er  Rechnung,  wenn  man  die  Wurzelgrossen  B',  C,  D* ....  auf 
beiden  Seiten  der  Gleichung  so  vertheilt: 

1)  dass  kein  Wurzelexponent  gleichzeitig  auf  beiden  Seiteo 
erscheint, 

2)  dass  die  Summe  aller  Glieder  der  vollständig  gedachten 
Funktionen  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  die  kleinst 
mögliche  sei. 

Durch  diese  Trennung  der  Glieder  entstehe,  wenn  man  sich 
vorläufig  auch  das  rationale  Glied  getheilt  denkt,  die  Gleichung: 

a'+ b'B'+c'C+ d'D'  +  ....=  a"+b"Bl+cuC+d"iy'  + .... 

Bezeichnet   man  diejenigen  der  Grössen  «ii™*, 

welche  sich  auf  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  beziehen,  mit  /v 

Pi>  Pz—  >         diejenigen,   welche  sich  auf  aie  rechte  beziehen, 

mit  qj9  q2,  q3....;  so  wird  die  Anzahl  aller  Glieder  bei  einer  noch 

so  weit  fortgesetzten  Potenzirung  dieser  Gleichung  niemals  den 

Werth 

übersteigen  können,  welcher  noch  bedeutend  kleiner  ist,  als 

•  •  .  •  * 

Damit  aber  jener  erstere  Werth  ein  Minimum  werde,  ordne  man 
alle  Grössen  p1 ,  p2,  p3 ...  qt ,  q2i  q3...,  wovon  auch  mehrere  ein- 
ander gleich  sein  können,  nach  ihrem  Werthe,  so  dass  die  grösstc 
die  erste  und  die  kleinste  die  letzte  ist.  Wenn  nun  diese  Reihe 
so  beginnt:  plf  qx  ,  q%,  pi~-->  80  schreibt  man  die  erste  Grösse 
px  links,  die  Zweite  qx  rechts  und  die  dritte  q.2  wieder  rechts, 
wodurch  man  links  px  und  rechts  das  Produkt  qxq%  erhält.  Wenn 
mehr  als  diese  drei  Grössen  vorhanden  sind,  so  verfahrt  man  mit 
den  übrigen  in  der  Weise,  dass  man  jede  nächstfolgende  auf  die- 
jenige Seite  setzt,  wo  sich  eben  das  kleinere  Produkt  befindet. 
Wären  einmal  die  Produkte  auf  beiden  Seiten  gleich ,  so  würde 
es  gleichgültig  sein,  welchem  von  beiden  man  die  nächste  Grösse 
zufügen  wollte. 

'/Hätte  man  z.  B.  für  mf*  >  tthf*,...  resp.  die  Werthe  2* =16, 
3»=9,  4*=16,  5*=25,  6A=:6;  so  würde  die  geordnete  Reihe 
dieser  Zahlen 

.    Ä  16   16  5  i,  ; 
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sein,  welche  folgendermaassen  zu  trennen  wär%J 


•  ■  ■ 

14   6  *s 

W  w  «»  «— ' 


25.9.6        16  16,  *  ■ 

I  •  •  ."       •      1  •  •  • 

so  dass  alle  WTurzelgrössen  vom  5ten,  3ten  nnd  6ten  Grade  auf 
die  linke  und  die  vom  2ten  und  4ten  Grade  auf  die  rechte  Seite 
zu  stehen  kämen. 

Wären  ausser  der  vorstehenden  noch  Wurzeigrössen  vom 
7ten  Grade  mit  2  einfachen  Radikanden  vorhanden,  so  dass  zu 
jener  Reihe  noch  die  Za\jA  7* =49  käme,  so  würde  mau  wie  folgt 
zu  trennen  haben:  ti ,..  . 

•  .       *  •  »  . 

49.16.6        25.16.9,  ,    .     ■  ,\ 

so  dass  nun  die  Wurzeigrössen  vom  7ten,  4ten  und  6ten  Grade 
links  und  die  vem  Öten,  2ten  und  3ten  Grade  rechts  ihren  Platz 
landen.  • 

Wenn  die  Trennung  nach  dieser  Regel  dadurch  unmöglich 
wird,  da«»  mehrere  Wurzeigrössen  von  verschiedenen  Graden  mit 
einander  raultiplizirt  in  der  gegebenen  Gleichung  vorkommen,  so 
hat  man  gleich  von  vorn  herein  die  durch  Multiplikation  verknüpf- 
ten Wurzeigrössen  wie  untrennbare  zu  behandeln,  indem  man  das 
betreffende  Produkt  der  darauf  bezüglichen  Grössen  m^,  ?/i.2T,>.... 
z.  B,  m^m^9  wie  eine  einzige  Zahl  ansieht.  ».  • 

Wären  z.  B.  in  dem  letzteren  Beispiele  die  Wurzeln  vom 
3ten  und  6ten  Grade  durch  Multiplikation  an  einander  gefesselt, 
so  hätte  man  statt  der  beiden  einze  Inen  Zahlen  3»  und  6»  die  ein- 
zige 3*.6i=9.6=54,  also  die  Reihe 


54     49     16  16«., 


•  i 


woraus  sich  folgende  Trennung: 


•  •      .    »«••  tiiit» 


14 

54.16  49.16 

...       .         .  • . :    -  ,  •*  •  •   «•.••I  .  • 

ergeben  würde.  Hiernach  müssten  nun  die  Wurzeiln  vom  3ten, 
»ten  und  4ten  Grade  auf  die  linke  und  die  vom  7ten  und.  2ten 
Grade  auf  die  rechte  Seite  geschafft  werden. 

Das  rationale  Glied  ist  im  Vorstehenden  nur  wegen  der  Sym- 
metrie der  Formeln  getrennt.  Man  wird  dasselbe  ungetrennt  auf 
diejenige  Seite  schreiben ,  wo  sich  die  kleinste  Menge  Glieder 
der  unvollständigen  Gleichung  vorfinden. 

'Berücksichtigt  man  den  Einfluss  dieses  rationalen  Gliedes 
auf  die  Anzahl  der  Glieder,  welche  sich  durch  mehrmalige  Poten- 
sirung  der  in  vorstehender  Weise  getrennten  Gleichung  ergeben 
können;  so  leuchtet  ein,  dass  ausser  einem  rationalen  Gliede 
höchstens  (p%p%p%  »)  -f  (9i%9t  •••)  -2  Glieder  mit  verschiedenen 
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irrationalen  Faktoren  entstehen  können.  Diese  Anzahl  wollen  wir 
mit  r  bezeichnen. 

Erhebt  man  nun  die  in  Rede  stehende  Gleichung  zum  Isten. 
-Hon,  3ten,  4ten ...  (r  \  1  )sten  Grade,  so  erhält  man  zwischen  den 
ebengenannten  r  Irrationalgrössen  (r  +  1)  Gleichungen,  welche  in 
Beziehung  zu  jenen  Grossen  sämmtlich  vom  ersten  Grade 
sind.  Elimiuirt  man  hierauf  zwischen  diesen  Gleichun- 
gen sämmtliche  Irrationalgrössen,  so  bleibt  die  ge- 
suchte rationale  Gleichung  zurück. 

Die  Anzahl  r  der  Irrationalen  nach  der  obigen  Bestimmung 
ist  die  grüsste,  welche  sich  in  dem  komplizirtesten  Falle  nur  ein- 
stellen kann.  Man  wird  aber  darauf  bedacht  sein,  aus  der  be- 
sonderen Form  der  gegebenen  Gleichung  jeden  möglichen  Vor- 
theil zu  ziehen,  welcher  die  in  der  Regel  sehr  umständliche 
Rechnung  abkürzen,  und  namentlich  die  Menge  der  zu  eliminiren- 
den  Irrationalen  vermindern  kann.  Zu  diesem  Ende  wird  man, 
wenn  es  thunlich  ist,  nach  jeder  einzelnen  Potenzirung  gleich 
jede  sich  als  zweckmässig  erweisende  Elimination  einiger  Irratio- 
nalen vornehmen ,  oder  das  rationale  Glied  bald  auf  die  linke, 
bald  auf  die  rechte  Seite  stellen ,  oder  auch  einige  Potenzen  ganz 
überspringen,  oder  statt  eine  neue  Potenz  zu  bilden,  zwei  der 
vorhergehenden  Gleichungen  mit  einander  multipliziren ,  und  end- 
lich nach  Herstellung  jeder  neuen  Gleichung  prüfen,  ob  man  flicht 
für  alle  bis  dahin  aufgetretenen  Irrationalen  schon  Gleichungen 
genug  besitze. 

Wäre  z.  B.  die  Gleichung  i 

.  •  •  >      ..*  •  .1       •!''•••«  •••• 

■  Vx+ vy-  vt-  i=o  • 

rational  zu  machen;  so  würde  man,  wenn  man  die  Wurzeigrussen 
immer  zusammen  auf  einer  Seite  stehen  lassen  und  zugleich  ein- 
und  dieselbe  Wurzelbenennung  herstellen  wollte,  da  hier 

wii  >  nt ,      ,  %  resp.  =  2 ,  2 ,  3 ,  1 

ist  und  bei  gleicher  Wurzelbenennung  m,  n  resp.  =6,  3  werden 
würde,  63  — 1=215  verschiedene  Irrationalen  zu  gewärtigen  haben, 
womit  sich  durchaus  nicht  rechnen  lässt. 

Wollte  man  ohne  die  gleiche  Wurzelbenennung  herzustellen, 
alle  Wurzeigrössen  stets  auf  einer  Seite  behalten,  so  würde  man 
sich  auf  2*.3l— 1  =  11  Irrationalen  gefasst  machen  müssen,  was 
ebenfalls  noch  eine  mühsame  Rechnung  ergeben  würde* 

Trennt  man  dagegen  die  Wurzeigrössen ,  indem  man  die  vom 
zweiten  Grade  allein-  auf  der  linken  Seite  stehen  lasst,  und  die 
Kubikwurzel  mit  dem  rationalen  Gliede  auf  die  rechte  Seite 
schafft;  so  können  links  nur  2a — 1  =  3  und  rechts  nur  3l — 1  =  ^> 
im  Ganzen  also  nur  5  Irrationalen  auftreten,  zu  deren  Elimination 
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man  die  ersten  6  Potenzen  zu  bilden  hätte.  Dies  gibt,  wenn 
man  der  Kürze  wej»en  .  »  ...  f. 

setzt ,  folgende  6  Gleichungen:  ,. 

•  ♦    .  .       .  •  ..  •  .   ,       •  .         »  ^  ' 

1)  *+F=l  +  Z, 

2)  x+y+2XY=i+<2Z+Z*,-     .         "  ' 

l)  ^+6^+/+(4a:+4^)XF=l+4i+(4+2)Z  +  6Z*, 

S)  (^+10ary+5^A>(yH10^+5^)F 

=  1  +  10z+(5+5z)Z-f  (10+2)  Z*, 

I)  x*+15x*y  +  15xy2+y*  +  (fa*+%)xy  +  ty*)XY 

=  1 +202+22  +  (6+15z)Z+  (15+6z)Z2; 

wischen  welehen  die  5  Irrationalen  X,  F,  2lF,  Z,  Z3  zu  eli- 
liniren  sind. 

Obgleich  durch  die  letzte  Trennung  der  Wurzeigrussen  die 
inzahl  der  Irrationalen  bedeutend  beschränkt  ist,  so  wurde  die 
a  sich  leichte  Elimination  derselben  aus  den  vorstehenden  6  Glei- 
bungen  doch  noch  zu  einer  umständlichen  und  zeitraubenden 
irbeit  führen,  bei  welcher  sich  Rechneriiehler  nur  zu  leicht  ein- 
chleicheo.  Man  würde  daher  im  vorliegenden  Falle  noch  einfa- 
fer  folgendermaassen  verfahren : 

Man  transponirt  in  der  Gleichung  2)  alle  rationalen  Glieder 
if  die  rechte  Seite  und  quadrirt  die  entstehende  Gleichung.-Hier- 
arch  müssen  alle  aus  X  und  F  gebildeten  Irrationalen  ein  für 

Je  Mal  verschwinden ,   und  man  erhält: 

■  •  ■      ■  «  • 

lxy  =  (l-x-y)*+it  +  [4(l-^)+2]Z  -f  2<ß-X-tf&, 

ler 

ixy  -(1— o:-y)2-42^[4(l-x-y)+2]Z  +  2(3- x-y)Z*.t , 

Man  hat  es  jetzt  nur  noch  mit  den  2  Irrationalen  Z  und  Z1 
\  thun,  welche  man  mit  geringeren  Umständen  aus  der  lsten, 
en  und  3ten  Potenz  der  letzten  Gleichung  würde  eliminiren 
»nnen.  Man  findet  jedoch,  dass  zu  diesem  Zwecke  schon  die 
te  und  3te  Potenz  genügt  Denn  da  diese  3te  Potenz  in  die 
>rm 
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•    '  —  (1  — a:— y)2 — 4t]1 

z=[A(i-x-y)  +      +  8(3-*-y)  V 
+ 6  [4  (1  -  *  -v)  +  x]  (3-*-^)z  { [4(1-*  -y)  +  x]  Z  +  2(3-*-y)  2»  | 

#  • 

gebracht  werden  kann;  so  lassen  sich  aus  dieser  und  der  vorher- 
gehenden Gleichung  die  beiden  Grossen  Z  und  Za  auf  ein  Mal 
eliminiren.    Dies  gibt  die  gesuchte  rationale  Gleichung: 

=  [4(l-*-y)  +  i]'z  +  8(3-*-y)*2* 

+  6[4ry-(l-a:-y)a-42l  [4(l-.r-y)  +2]  {$-x-y)i . 


Methode  um  die  Länge  eines  Kreis« 
bogen*  annähernd  durch  Const ruction 
einer  Geraden  zu  finden. 

1  il    .Ml    •  Von 

' vi  i:i  •  M  .   «  .  .  _  .  .  1 

o 

Herrn  J.  J.  Astrand, 

Privatlehrer  der  Mathematik  zu  Gothenburg  in  Schweden. 


Der  Umstand,  dass  das  Problem,  einen  gegebenen  Kreis 
bogen  auf  geometrische  Art  annähernd  zu  rektifiziren ,  nicht 
einem  einzigen  der  mir  bekannten  geometrischen  Lehrbücher  um 
Aufgaben -Sammlungen  zu  finden  ist,  ungeachtet  dieses  Probien 
im  praktischen  Leben  vorkommen  kann  und  somit  nicht  ohw 
Nutzen  ist,  veranlasste  mich  folgende  Auflösung  herzuleiten. 

Da,  nach  der  analytischen  Trigonometrie: 

(,    1       x\     &r     x3  x* 
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■  «  .     ■      :     ,       •  ,        ....     i      |  t. 

so  ist:  .  < 

/«   1      x\      x5       3«  ,  x 
*V1+2CMn>)-HÖ*=28,nn' 

sehr  nahe,  oder 


x 


3«  .  x  3n  .  x  i  i     t  ar 

28lnn  2  gmn      ,    **  "nä 

l-f^C08--I^r         1+JC08-  1  +  C08- 

— - 

ebenfalls  sehr  nahe. 

Wenn  man  in  diesem  Werthe  des  Kreisbogens  x  den  zweiten 

x 

x*        *in  n 

Termg^j-.  — ,  seiner  Unbedeutendheit  wegen,  weglässt 

1+co»- 

und  den  Radius  einsetzt,  so  hat  man,  annähernd,  folgende  Analogie: 
Rad  +  g-  cos  ~ :  n  sin  ^  =  |-  Rad  :  x, 


welche,  construtrt,  die  gesuchte  Gerade  giebt.  •' 


■    -  i  ■ 


Aus  der  Form  des  weggelassenen  Termes  erhellt,  dass,  je 
grosser  n  angenommen  wird,  desto  genauer  man  die  Länge  des 
Kreisbogens  x  erhält,  so  dass,  wie  gross  dieser  auch  ist,  n  jeder« 
zeit  von  solcher  Grösse' gewählt  Werden  kann,  dass  die  gewünschte 
Genauigkeit  erlangt  wird;  doch  immer,  wegen  der  Möglichkeit 
und  Theilung  des  Kreisbogens,  n  =  2<",  wenn  m  eine  ganze  Zahl 
bedeutet. 


- 

■ 


Setzt  man  n  =2,  so  wird: 

i 

1      x         x  3 
Rad+^cos^  :  2  sin^==  g" Rad:#, 

oder 

n 

I  X  Ö  ...:■■< 

Rad  -f  g  cos  2  1  <*0T^rs=  ?  ***** :  *  * 


»■ 


welche  Analogie  auf  folgende  Weise  leicht  construirt  wird: 
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Ist  in  Taf.  V.  Fig.  4.  AB  der  gegebene  Kreisbogen,  so  sacht  man 
seinen  Mittelpunkt  C  uod  zieht  den  Radius  CE  senkrecht  gegen 
die  Chorde  AB;  CD  wird  halbirt  in  F  und  DE  in  G;  DC  wird 
verlängert  bis  H,  so  dass  FH=CE;  durch  G  zieht  man  JK 
parallel  mit  AB,  Daun  verbindet  man  U  mit  A  und  B  und  ver- 
längert HA  und  HB  bis  J  und  K,  so  ist  JK  beinahe  gleich  dem 
Kreisbogen  AB. 

Anmerk.   Der  Fehler  in   der  gefundenen  Bogenlänge  beträgt, 
wenn  z.  B.: 

*=25*>  und  n=2,  weniger  als  0,0000062  oder  <l1/j,r, 
or=45o  „   »=4,         „        0,0000082    „  <P/4" 


XU. 

Ueber  die  Ausdrücke,  welche  für 
Wurzeln  höherer  Gr  ade  mit 

.  ■ 

(B  +  ASTZ)  (B-AVH) 

analog  sind. 

r      Von  dem 

Herrn  Dr.  E.  W.  Grebe, 

Gymnasiallehrer  so  Cassel. 


Die  ausgebreitete  Wichtigkeit  des  Satzes  von  dem  Produkte 
der  Summe  und  Differenz  zur  Beseitigung  irrationaler  Quadrat- 
wurzeln ist  hinreichend  bekannt,  und  veranlasst  leicht  die  Frage 
nach  der  näheren  Beschaffenheit  der  Formeln,  welche  für  höhere 
Wurzeln  ähnliche  Dienste  leisten.  Da  sich  dasjenige,  was  wir 
in  Beziehung  auf  eine  Wurzel  sagen  werden,  leicht  auf  andere 
übertragen  und  die  allgemeine  Gesetzlichkeit  genügend  erkennen 
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lassen  wird;  so  beginnen  wir  mit  der  Erörterung  von  Ausdrücken 
eines  bestimmten  Grades.  Fragen  wir  dem  gemäss  nach  einem 
Factor,  der  mit 

E  +  DVa  +  C>T#  +  Bfe  +  Äfa 

verbunden  ein  rationales  Product  liefert;  so  leuchtet  ein,  dass 
wenn  wir  denselben 

6  0  S  6 

1  +  X  V"ä  +  y  Va*  +  z  V«5  +  v  V«* 

•  * 

setzen,  die  Unbekannten  x,  y,  z  und  t>  sich  werden  bestimmen 
lassen.    Durch  Ausführung  der  Multipücation  erhalten  wir  nämlich 

►  ■ 

m 

E   +   D\Tü  +     CV«*  +     B>fa*  + 
+Aax+Ex\fli  +  DxSHP  +  '  Csfe  +  BxyT& 
+Bay+Aay\TZ  +   EyS/H*  +    Dy\TZ*  +    Cy  V\? 

5  _  6  6   6  _ 

+Z>«ü+C«rVr«  +  BavV^*  +  Aav\  a*  +  £üVö<' 

Befriedigen  wir  nun,  was  ohoe  Schwierigkeit  möglich  ist,  die 
vier  Gleichungen: 

A  +  Bx  +  Cy  +Z)z  +  Et>  =0, 
B+Cx+Dy  +£x  +Aav=Q, 
C+Dx+Ey  +^«2+Äw=0, 
D  +  JBar+ Jocy+Bcö  +  Cav  =  0; 

so  ist  das  Verlangte  geschehen.  Aus  der  Lehre  von  den  Glei- 
chungen des  ersten  Girades  mit  mehreren  Unbekannten  weiss 
nan,  dass  die  Werthe  von  x,  y9  z  und  v  sämmtlich  Quotienten 
Ron  gemeinschaftlichem  Nenner  sind,  und  dass  sowohl  dieser  Nen- 
ler  als  die  einzelnen  Zähler  Aggregate  sind,  deren  einzelne  Glie- 
ler  keine  anderen  Factoren  haben  als  A,  B,  C,  D,  E  und  a. 
SVir  yberzeugen  uns  leicht,  dass  wir  die  Factoren  a  auch  erst  am 
Schlüsse  der  Rechnung  in  der  erforderlichen  Anzahl  beifügen, 
ind  mithin  dieselben  bis  dahin  zur  Erleichterung  des  Rechnens 
ibergehen  können.  Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  in  dem  Ausdrucke 

*  s  5  _  a 

£  +  CVtf+BVat+A  V** 

Theil  MI.  2fr 
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alle  Glider  als  von  derselben  Dimension,  uud  zwar  vq*  der  iunf- 

,  a   ,  .'. 

teh,  indem  wir  Va  als  die  Dimensionseinheit  wählen,  -Vop  den 
Buchstaben  A,  Bt  C,  D  und  E  hat  alsdann  ein  jeder  eine  sei- 
ner Stelle  im  Alphabet  entsprechende  Dimension.  Ebenso  den- 
ken wir  uns  hei  r 


■  •  % 
-  »  » 


alle  Glieder  von  der  nullten  Dimension,  wodurch  die  Unbekann- 
ten x,  v,  z  und  v  der  Reihe  nach  die  Dimeqsionswerthe  —1, 
—  2,  —3  und  —4  erhalten.  Jedes  Glied  des  Zählers  sowohl  als 
des  Nenners  in  .den  Ausdrücken,  die  für  x,  y  u.  s.  w.  gefunden 
werden,  ruuss  alsdann  den  Factor  «  so  oft  erhalten,  als  ihm  die 
Dimension  fünf,  die  diesem  Factor  zukommt,  noch  fehlt,  wenn 
man  es  mit  den  übrigen  Gliedern,  die  mit  ihm  von  gleich  hoher 
Dimension  sein  müssen,  vergleicht.  Zugleich  .n^^ss  die  Dimen- 
sion des  Nenners  die  des  Zählers  bei  dem  Ausdrucke  für  x  um  1, 
bei  dem  für  y  um  2  h.  s.  w.  übertreffen.  Hiernach  haben  wir  nun 
bloss  die  Gleichungen 

A+Bx+Cy  +  Dz+Eo=0, 

B  f  Cx  +  Dy  +  Ez + Av  =  0 , 
*  C+Dx  +  Ey  +  Az  +  Bi>=zO, 
.,   i>+Ex  +  A9  +  Bz+.O>=0^ 

aufzulösen:  und  stellen  wir  diese,  um  die  allgemeinen  Auflösungs- 
fonueln  desto  besser  anwenden  zu  können,  durch 


«l  +  +  cxy + du  -f-  ext? = 0, 
«3  +  hx  +  czy  -f  d*z  +  est> =0, 

dar;  so  entsteht  die  Tabelle,  deren  einfaches  Gesetz  sogleich  w 
die  Augen  springt: 

Az=.ax  =  e±=    cn  c4 , 

Da  x,  y,  z  und  r>  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  haben 
müssen,  den  wir  N  nennen  wollen;  so  kannn  man  auch,  um  alle 
Brüche  zu  vermeiden, 

•  ■ 
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t  ' v  5 


als  den  Ausdruck  annehmen^  mit, welchem  man 

v     E+Dfö+c rslr?  +Afa 

zu  multjpliciren  bat,  um  ein  rationales  Product  zu  gewinnen.  Der 
Werth  von  N  ergibt  sich  nach  der  Methode  der  positiven  und  ne 
gativejl  Permutationen  durch  nachstehende  Rechnung: 


4*  hc**hei 


Vi 


"wi-r.  ViM*. 


•od 


-  • 


•* 

BDBB 

*.  ♦        *   •»  • 

DCEC 

■        .  j 

—  d^b^Ci 

DCBA 

BEEC 

* 

DDDC 

BEBA 

+  ^  0^,64 

DDBE 

BAEB 

DADA 

BAAA 

DAEE 

■ 

CCAC 

*  * 

ECEB 

COBB 

ECAA 

CEDC 

*  • 

EDDB 

EDAE 

CADB 

—  «i&V* 

EEDA 

 -  — 

CAAB 

«                            •  •  • 

EEEE ; 

1  i 


eß  isj  .mithin.. 


t 


•  •  • 


f=  iE*  --3£2^— 31^6^4-  2£Z>ajB+2£/>Ca  +  2£C^42  +  <2EB*A 
-D*C-C*A^BW-A*B+P*A*+C*B*-±DCBA. 

•  ■  • 

pxvvägen  wir.,  dass  unser  rationales  Product  auch  eben  so 
dt  di^ch.,4ie  Mulüpltcation  der  Faetoren  >r  , 


nd  ; 


•  1 

6  5 


t 


.  .  .  i .  . . 


:  4 


rv  ' 


6  •  V. 


ttstehen  konnte,  und  dass  es  uns  dermalen  auf  die  factoren  a 
ich  nicht  ankommt;  so  werden  wir  durch  einfache  Verschiebung 
t  Buchstaben  aus  dem  Werth  von  N  sofort  den  Werth  von  Nx 
leiten  können.  Wir  erhalten 


Digitized  by  Google 


404 

Nx=zA4-ZA*EB-ZA*DCY:lAE*C  +  <IAED* +  1ADB*+2ACil 

—  E*D—D*B-C*E-B*C+  &B*  +  &&-EDCB . 

Ganz  auf  dieselbe  Welse  ergibt  sicbi M  ■'      —*    '  * 

Ny  =  B4—3B*AC-W*ED  +  2BÄ*D+WAfP+2BEC*+WIPC 

—  A*E—E*C-D*A—&D  +  A*&  +  A2/)*—  AEDC, 

Nz  C*AE + *CB?E  \  iCAtP+VCm 

—  B*A-*A*D-E*B-D*E  +  B*D*  +  A*E?*~BAED, 

Nv  =  D*-ZD*CE—3D*BA+2DC*A+2DCB2+2DBE*+<2DJ*L 
t  -  C*B-B*E-A*C-E*A  +  C*£a  +  BW-CÜAE. 

Der  Werth  von  N  und  die  aus  diesem  abgeleiteten  Wertbe 
von  Nx,  Ny,  Nz  und  Nc  stehen  nun  freilich  noch  nicht  auch  iu 
so  fern  fest,  das«  die  Möglichkeit  ausgeschlossen  wäre,  auch  alle 
Glieder  solcher  Wertbe  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  za 
nehmen.  Für  N  kann'  man  ein  für  alle  Mal'  (Tie  Anordnung  der 
Vorzeichen  festsetzen,«  nach  welcher  das  Glied  E4  positiv  ist; 
es  fragt  sich  alsdann  nur,  ob  die  dem  /  4  in  den  übrigen  Wer- 
then  entsprechenden  Glieder  A4,  B4,  C4  und  D$  auch- alle  gleich* 
zeitig  positiv  sein  müssen.  Um  diese  Frage  zu  beantworten  be- 
denken wir,  dass  wir  den  Zahler  von  x,  d.  h.  Nx  auch  unmit- 
telbar dadurch  hätten  berechnen  können,  dass  wir  in  der  obhren 
Tabelle  yon  Permutationen  statt  eines  jeden  b  eio  a  gesetzt  iind 
dann  alle  Glieder  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  genommen 
hätten.  f)a  nun  A*  nur  aus  der  Permutation  «,  fvf3c4  entstebeo 
kann,  diese  Aber,  so  lange  sie  noch  btetdzcA  lautete,  als  eine 
ungerade  Anzahl  von  Variationen  enthaltend,  negativ  war,  und 
also  nach  verändertem  Zeichen  positiv  werden  muss;  so  ist  A* 
und  mithin  auch  />4,  C4  und  D4  positiv.  Man  übersieht  bad 
dass  ähnliche  Umstände  sich  bei  jeder  Wurzel  von  ungeradi 
Grade  einstellen  müssen  r  dass  aber  bei -  Wurzeln  von  gera<" 
Grade  die  Sache  anders  ist.  Vergleichen  wir  nämlich  die  bei 
Permutationen  qp....dcb  und  bqn....dc,  so  stellt  sich  sogh 
heraus,  dass  dieselben  von  ungleichen  Vorzeichen  sein  raus* 
wenn  die ! Zahl  der  Elemente  eine  gerade  ist,  und  von  gleichet 
Vorzeichen,  wenn  die  Zahl  der  Elemente  eine  ungerade  ist  Di 
her  werden  wir  z.  B.  bei  einer  Wurzel  des  sechsten  Grades,  wen 
wir  das  vorkommende  F*  positiv  setzen ,  Ah  negativ,  Bb  positiv 
C5  negativ,  D5  positiv  und  E9  negativ  nehmen  müssen. 

Ermitteln  wir  die  Wertbe  von  N  auch  für  andere  Würz« 
als  die  fünfte  und  fügen  den  jedesmaligen  Grad  der  Wurzel  d< 
N  als  Index  bei;  so  ergibt  sich  die  nachfolgende  r' 
lung  der  Ausdrücke  von  N2  bis  N6:         '  v 


NX=B 


»• 


*\=D'-DW-2DCA  +  C*ß  +  BA*, 


S>=:E*-ZE?DA-ZE*CB+2ECPB+  <2EDC*  +  >2ECA*+<2EB*A 
— />»C—  C*A-B*D  -A*B  +  IPA*  +  C*B*~DCBA , 

+  GF*CBA  +  F*Z>»  +  Ftßt-ZFEW-ZFAtC—SF&Ü* 

-f  FEDCB—FDC*B-t  FC*+DE*—BD*—DB4+BA* 
+D*C?+B*&-2AWE-2E*AB+2B*AE-2C3AB-2C*DE 
+  2DM£ + 3 A*C*D + ßiE^C31^ . 

Bei  jedem  folgenden  Grad  der  Wurzel  werden  diese  Aus- 
rücke beziehlicher  Weise  mnfari^teicher,  so  dass  es  gerathen 
cheiot,  mit  N6  zu  schliessen.  Üeber  den  iiinern  Bau  der  Aus- 
rücke» dieselben  sowohl  einzeln  als  in  ihrem  gegenseitigen  Ver-. 
ältniss  betecTitel >  Äon.ite"  icb  noch  mehrere^  B?merkun|^n  $6ei- 1 
Igen;  jedoch  ist  die:  Ausbeute  dessen,  was  sjjc^  mir -bis  jetzt  in 
ieser  Beziehung  ergeben  hat,  im  Ganzen^nocn  so  gering,  dass 
s  mir  besser  scheint,  alles  hierauf  Bezügliche  vorerst  noch  zu 
oterdrücken.  Ich  gebe  daher  zum  Schluss  nur  noch  eine  Probe 
her  das  Hinzufügen  der  bistfer  ausgelassenen  Factoren  « : 


2V4  ==  7>8— DB*a-<lDCAa+C1Bu+ BAW, 
NiP=—A*#  +  A  C*a  +  2ADBa— D*C-  CB**9 
NAy=B*a  -  BDt—WAC*  +  A*Da  +  DC*. 
$#  =  -C*+CÄ*a+<lCBD--B1Aa—An*. 


1  ' 


} 


«  r  f  •     *     ♦  ■ 

t  t  >  .  >J     r  •  .  t 

.  ütr.  ■ 

■  '  1  ■      *  1 

* 

1      .      .  *      .  •  *        r      ;  ■ 


l"  '  •  I 
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ilL.lil.,W.t       ,  . 

Findling  der  Hauptaxen  aas  zwei  con> 
Jugirten  Dorcnmessern. 


■. 


Herrn  M.  H.  Meye^, 

Lehrer  an  der  meclmniachcn  Bauijewerkenschule  zu  Freiherr. 


Die  Darstellung  der  Ellipsen,  erfolgt  .entweder  durch-  Bestini 
mung  einzelner  ^Punkte "oder  mit  Hilft  von  Kreisbügen.  -  Beachtet 
man  die  Menge  kleiner  Fehler,  die  beim  Bestimmen  einer  gros- 
sen Anzahl  einzelner  Punkte  unvermeidlich  sind,  so  wird  die  letz* 
tere  Methode,  man  möge  nun  Krümmungskreise  oder  eine  gute 
annähernde  Construction  benutzen ,  gewiss  schönere  und  richtigere 
Ellipsen  geben.  Allein  fast  alle  Verfahren  der  letztem  Art  setzen 
voraus,  dass  die  Hauptaxen  bekannt  seien;  kann  man  auch 
durch  conjugirte  Axen  Krümmuagskreise  angeben,  so  sind  die 
Endpunkte  der  Hauptaxen  doch  von  wesentlichem  Einflüsse,  und 
man  wird ,  wenn  diese  nicht  gegeben  sind ,  selbst  wenn  man  noch 
einzelne  Punkte  bestimmt  und  durch  diese  Krümmungskreise  legt 
keine  so  genauen  und  schonen  Ellipsen  erhalten.  Sind  die  Haupt- 
axen auf  leichte  Weise  zu  finden,  so  ist  es  immer  am  genauesten 
und  einfachsten,  diese  erst  zu  bestimmen  und  dann  mit  Hille 
derselben  die  Ellipsen  zu  vollenden.  Alle  bis  jetzt  bekanoten 
Constructionen,  um  aus  zwei  conjugirten  Durchmessern  die  Haupt* 
axen  zu  finden,  sind  aber  mehr  oder  weniger  complicirt,  und  es 
dürfte  daher  folgendes  einlache  Verfahren,  namentlich  für  die 
descriptive  Geometrie ,  wo  in  den  meisten  Fällen  conjugirte  Durch- 
messer weit  leichter  als  die  Hauptaxen  erhalten  werden,  von  nicht 
ganz  unbedeutendem  Vortheile  sein.  AB  und  CD  (Taf.  VII.  Fig.  3.) 
seien  die  gegebenen  zusammengehörigen  Durchmesser.   Um  die 


Grösse  der  grossen  und  kleinen  Axe  zu  bestimmen,  errichte 
auf  AB  die  Normale  ME,  mache  dieselbe  ^AM  und  ziehe  Ct 
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and  AD.   3         wird  dann  die  halbe  grosse,   «   dle 

halbe  kleine  Axe  sein ;  trägt  man  daher  JBC  von  E  aus  auf  JE/) 
DF 

auf,  so  ist  =DG=zGF  die  halbe  kleine  und  GE  die  halbe 
grosse  Axe. 


Die  Lage  der  grossen  Axe  wird  durch  die  Verbindungslinie 
des  Mittelpunktes  M  mit  dem  Halbirungspunkte  G  angegeben 
Weichen  die  zusammen  gehörigen  Durchmesser  nur  wenig  von 
den  Hauptaxen  ab.  so  wird  die  Entfernung  MG  klein  und  daher 
die  Lage  durch  diese  Punkte  nicht  mehr  hinlänglich  genau  be- 
stimmt  Besser  nimmt  man  dann  die  Verbindungslinie  der  Punkte 

"  KG  GM 

F  and  C,  welche  der  grossen  Axe  parallel  geht,  (da  jjrg 

=J),  als  Richtungslinie  für  die  grosse  Axe. an.  -  ,  ( 

Die  Richtigkeit  dieser  Construction  ergiebt  sich  folgend: 

Bezeichnen  a  und  b  die  halbe  grosse  und  kleine  Axe  der 
Ellipse,  und  /,  lx  die  beiden  conju&irten  Halbmesser  AM,  MD, 
welche  den  Winkel  AMD =2  ei nschli essen,  so  ist:  , 


«|  _  V"/^l+2/yisinzJ:V/24-rfcA--2//1sinz, 


und,  wird  för  2  00°-«  substituirt: 


fli  Vft-f-/«1-|-2//1costtj:Vr  +  2/7,  cos« 
b\"'  T~ 

J.  i.  da  der  Complementwinkel  a=zEMC: 

a\  _  ED±CE 
6»  =       2  ' 


>er  Winkel  y,  den  die  grosse  Axe  mit  dem  einen  der  conjugir- 
en  Durchmesser,  /,  einschliefst,  rauss  sein:  v: 

.      b  y  -  /») 

6,nr"  /»(a*  — 6*)* 

:»  ist  aber   sin.^MG  « ■  p,ai_ip\  >  folglich         die  Lage 

er  grossen  Axe.  Dass  sin .  AMG  =  t*(ä?--b2)  an8  ^cm 

)reieck  DEJIf,  wo  DM=ll,  ME=l,  EG=a,  GD=b  und 
Vinkel  AMD  =  z  ist;  denn  es  ist  te. AMG  =zt$(z— GM D),  oder, 
renn  GMD  durch  X  bezeichnet  wird, 


g(*     }~  1+tgz.tgA 


d.  i.,  da 


■!■• 


ist, 


tg  *  -  4  -  b.cos.GDM-'  b-bcosQ 


b.aiQQ 

iyz  —  ,  - 

tg  = 


-~     /t  — bcosQ      tgs(^  — 6cosg) — bsinQ 


und  werden  for  sinp  und  cosp  die  gleichen  Wertbe 

» 

/.  cos: 


■  :  • 


Sing: 


um! 


substituirt, 


a  +  6 

_  V  P+^i  h^i^sing^/'cost*  ' 
a+6 

_  /sing+/l 


tg2(a/x  —  6/sini)  6./cosj 
tgz  (a/i — A/sinr)  —  blcosz 


•  ■ 
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Ä  __  _     sinz .  aL  ~  Ä/sin   — blcosz2 

**  AMG=  ^  

  giny.a/t  —  bl  _     IJi ' a^  ^ 

oAcosz    ~  alt V Ü?~  & 
 £ 

a*b-bP 


a  6»(a»-P)» 


tg.AMG  —  0a(/»(a2+6!«_P)— o«<i?; 


s  1  ..  .      •  . 


1  : 


:  ■ 


«  1  ■ 


!  ".  I.   <  •  "»  i    ...  i. 


•  1 

■    .  -  .  . 


1 


w    -      «  ■         .  J 


< .    1    I  * 


,  ■ 

1    »  " 


V 


*  •  1 


"  .• «» «i  i.        ■■'■'>.  . 7:  .  ■  **  ; 

'  •  ■   .    .  •  •         **  '      »  l.f 
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Memoire  sur  la  theorie  des  formes 

quadratiques. 

Par 

Monsieur  F.  Arndt, 

Docteur  en  Philosophie  a  Stralsund. 


Le  probleme  dont  nous  allons  dous  occuper  dans  ce  memoire 
est  celui  qu'on  trouve  dans  l'article  236.  des  „Disquisit  iones 
Arithmeticae",  savoir:  „Etant  dorne  deuz  formes  quadratiques, 
dont  les  de  terra  inantes  sont  en  raison  de  nombres  carres,  on  se 
propose  de  trouver  une  troisieme  forme  composee  par  celles-ci." 

La  Solution  de  ce  probleme,  le  plus  important  dans  la  the'orie 
de  la  coraposition  des  formes,  donnee  par  M.  Gauss,  est  aussi 
ingenieuse  que  difficile,  parceque  l'auteur  a  supprimä  tout-ä-fait 
l'analyse,  par  laquelle  il  y  est  narvenu  et  qui  exige  des  conside- 
rations  tres  delicates.  Les  recherches  que  je  fis  dans  cette  vue 
me  firent  trouver  une  Solution  fondee  sur  des  considerations  tres 
simples,  qui  sera  peut-etre  agreable  ä  ceux  qui  aiment  la  the'orie 
des  nombres. 

Je  commence  par  resoudre  le  probleme  suivant,  sur  le  quei 
nous  aurons  ä  nous  appuyer  dans  la  suite. 

„Les  six  nombres  P,  Q,  R,  S,  T,  ü  e'tant  donnes, 
on  se  propose  de  trouver  huit  autres  nombres  p,  p', 
pM>V^i  qiQ'ytf'iif  te's  qu'ils  satisfont  aux  equations  sui- 

p'<f—q'pm=T9  p"<j"—q*pm=U,  que  nous  designörons 
par  Sl .« 

II  y  a  plusieur«  cas  a  distinguer. 
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1°.  Lorsque  les  troj»  nombres  P,  Q,  R  »e  s/ävanouissent 

simultanement,  -tl  süit  des  trois  premieres  e^quations  que  les 
oombres  p,  g  ue  peuvent  £tre  nuls  tous  deux,  $t  qu'il  en  existe 
par  coBsequtrit  un  plus  grand  diviseur  commuii  A'  qui  mesure  les 
oombres  P,  Q,  R  simultanement  Maintenant  si  nous  designons 
par  m,  ib  des  valeurs  tellenient  choisies  qn'elles  satisfont  ä  lequa- 
tion  w-l'^=av  toutes  les  valeurs  des  nomo**  y,o' ; 

p",  ©/'",  satisfaisantes  aux  trois  premieres  equations  ,  seront 
wroprjses  dansi  les  formules  Vivantes:  (.r, 


i  <•»  •   '  I**  '  »» 


.    ■•■  •   ,     A       '   A  ^  A:  A       '.j:  . 


f,  /',  /*  representant  des  nombres  entiers  qneiconques.  Ces  va_; 

leurs. etant  sulpstituees  4ans  les  trois  dernierea  equations  ££r rc,el- 
les-ci  seront  rempiace'es  par  fes  suivantes: 

s^ff-tf'Z*  T^-fZ+f",  v=rj-rf> 

m 

desuuelles  ü  est  Evident  que  les  nombres  &,  T,  Ü  sont  divi- 

P  •  Q  R 

sibles  parle  plus  grand  diviseur  common  de  y  ,  y   y>  que 

nous  desiffnerons  par  ft.  Ce  nombre  (t  sera  donc  facteur  des  six 
nombres  P,  Q,  R,  S,  T,  U,  fjar  consequent  de  leur  plus  grand 
diviseur  cpmmun  De  plus  si  nous  designons  le  pjus  grand 
diviseur  commun  des  trois  nombres  P,  Q9  ä  par  e,  nous  aurons 
e=z'ifi;"  Imaginez  vous  maintenant  qu'on  ait  qätermine'  les  noin? 
bres  p,  q,  c  de  sorte  que  pP+qQ  -\-tR=±4,  ce  qui  perit  80 
faiqe  4'une  infinite*  de  mauieres,  vous  aurez  k  laide  des  valeurs 

ei  «Kant  egal  ^  »p/f4-q/,'-ft/,,/i  Substituez  euftn  ces  valdunr  de 
f,  f\  f"  tlaos  les  ^xpresstons  de  p'9  q')  p",  q"\  ff1,  frvtim 

aur^i|-;'':j''      .•  '«<i'  ■         •  m •  •  •      .  J  •>..,.  i 
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eq"~  Q  (n>  +to.f )  +tqU—pqS 


ep'  =zPQiy  +  ei^y+q//s+cpr, 

';  n  '  * 


.  3  r      .  h         .vi..".  |  '  *.    >■•■■  ;.. 

oü  il  importe  de  remarquer,  tyue'les  nombres  fiaj  +  OT-,  f*tf>-f«o?j 

satisfont  a  l'equation  px  —  qy—e.   Hemarqaons  en  dernier  Hea 

que  les  equations  £i  ne  peuvent  etre  verifiees,  a  moins  que  l'equa- 
tion PU  +  RS  —  QT=0  ne  soit  remplie.  , 

•  t=r 

Cest  par  cette  analyse  qu'on  est  conduit  ä  la 

Solution.  Soit  e  le  plus  grand  di^+senr  commun 
des  nombres  P,  Q,  R,  k  celui  des  nombres  P,  Q,  R,  S, 
T,  U,  p  diviseur  quelconque  de  k.  Cela  pose,  le  nom- 
b»re  e  sera  dtvislbie  par  k9  eil  consgqueoc^ ?par  >,  d'oü 

-  sera  un  entier,  que  hops  designons  par  l.  Mainte- 

nant  si  Ton  prend  des  nombres  p,  qt  dont  il  est  le  plus 
graod  diviseur  commun,  qu'on  determine  cinq  nombres 
p,  q,  c,  ip%  1/j  de  sorte  qu'on  a  pPiqQ  +  zR*^e9  pa>— 9*^=e, 
et  qu'ori  fasse 

,   !>       eq'^qtP+qqS+tqT     *p*  =tyP+qpS+tpT , 


eq"=<pQ+tqü—pqS 
eqm=<pR~pqT-qqü 


ep"z=zyQ+  tp  U-ppS, 
epm=z  yR—pp  T—qp  ü, 


I.  Les  nombres  p,  q  sont  entiers  par  l*by- 
othese;  les  nombres  p'9  p",  pf;  q't  q  ,  qm  determinäs  ä  l'aiae 

s,  le  seront  aussi,  parceque  les  nombres 


les  nombres  p,  p',  p",  p0;  q,  q\  q* \  qm  seront  entiers  et 

verifieroot  les  equations  pourvu  que  lequatioo 
PÜ+RS- QT=0  aft  }\eu. 

Demonstration.  I.  Les  nombres 

potl 

des  equations  ci-dessus 

P,  Q,  R  sont  divisibles  par  e9-  vles  nombres  p9  g  par  l,  eofin 
les  nombres  S,  T,  U  par  k,  des-lors  par  f*. 

II.  En  substituant  les  taleurs  des  o',  q",  q";  pf,  p",  p1" 
Hans  les  expressions  pq' — qp'9  pqn:—qpn,  Pqß—qpm,  etc.,  en  ayant 
egard  aux  equations  pP+<fc+*Ä:=e ,  P<p-qV=e9  PU+RS-QT 

=0,  on  verra,  que  les  Equations  ^  sont  vöriües. 

2°.  Passons  au  cas  oü  les  nombres  P>  Q,  R  sont  nuls. 
Alors  des  equations  PsaaO,  O=0,  Ä=0  on  deduira  aise^meot 
celles-d;  qS^O,  oT=0,  o/£7=0;  £$=Q> pT=0,  pU=0;  donc 
en  supposant  que  les  nombres  S9  T  ne  s'evanouissent  simultane* 
,  il  faut  avoir  q=zO,  p=0.   Maintenant  ei  l'on  determine  lw 
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ftombtos  if^de  serfe  qu'ils  satisfont  ä  l'e^uation  p*(p— ^ty^Ay 
1  elaot  le  plus  grand  diviseur1  commun  detf'nombres  p'f-q\}^d\it 
satisfaire  aux  equations  p'q" — q'p"z=zSf  p'qat—q'pm=zT,  oh  fera 


i  ■ 


■.  •-■ 


^,  /'  designant  des  entiers  quelconques.  Ce's  valeurs  &ant  Sub- 
stitute* daos  la  dernjere  equatfun  pkaf-rjtf,pmz=.  U,  celle-d  sera 

remplace*e  par  la  suivante  /y  —  f'-j-zsiß,  de  laquelle  Ii  est 
Evident  que  £7  est  divisible  par  le  plus  grand  diviseur  commun  de 

1*  ~r>    (luÄ  nous  designons  par  u.    Ce  nombre  ft  sera  dpnc 

facteur  des  trqis  nombres  T,  17,  en  consequence  de  leur  plus 
j?rand  diviseur  commun  Ar.  Nous  aurons  en  qutre  e^zkfi,  e  etant 
le  plus  grand  diviseur  commun  des  deux  nombres  S,  T.  Imagt<*> 
nez  vous  maintenant  qu'on  ait  determinö  les  nombres  8,  t  de  sorte 
que  sS-{-tT=ie,  vous  aurez 


f*/  =    tU  +  oy, 


«  ätant  egal  h  Bf+tf.   fte  lä 


■  »  ■ 


■ 
•  ■ 


.1  r 


9' 


A  ;      ■  > 


ep»  =  5(^  +  0)^+^1;, 


r. 


,  ,  . 


2!. 


ou  il  importe  de  remarquer  que  les  nombres  ftp  +  wj*-,  fi^+a)^1 

satisfont  ä  lequation  p'x—q'y—e.  Ainsi  nous  somines  pärvenus 
a  cette 


Solution.  Suppos«*  que  les  nombres  P,  Q,  ßsoieot 
nuls,  mais  S>  T  ne  s'^vanouissent.  tous  deux,  soit  ?e 
le  plus  grand  diviseur  commun  de  S,  T,  k  celui  de  8, 
T,  U>  fi  diviseur  quelconqjue  de  k.  Cela  «Kant,  e  sei* 


divisible  par      en  concequence  par  fi,  d*oü  —   sera  un 

entier  que  nous  designons  par  X.  Prenez  deux  nombres 
0',       dont  A  est  le  plus  grand  diviseur  commun,  faites 
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4U 

en  Sorte  qn#  »iT  ^  .9,  * »a^sfassent. Mix  equattons 

»  - 

> 

les  nombres  7,  q',  q",  etc.  seront  entiers  et  veVifieront 
les   equations  dl. 

Lä  drfmonstration  est  tdut-ä-feit  semblable  ä  la  pre'cMente. 

3^.  l^orsque  les  cinq  nombres  P,  Q,  R,  S,  T1  sönt  nuls, 
mai»ifl7  n'est  pas  nul,  on  aura  non  seulement  ^=ö,  p=^Q,  corame 
dans  le  num.  2°,  mais  aussi  »'=(),  p'=0*).   Suppose  donc^=0, 

q=0,  p'=Ö,  ö'  =  0,  les  cinq  premieres  £quatiöns  Je.  ont  lieu  ei 
il  ne  teste  de  satis faire  qu'ä  la  derniere  pr,t/" —u"p"'  =z  U.  C'est 
ce  qui  s'effectue  en  prenant  deux  nombres  pr9  q" ,  dont  2  est  le 
plus  gf and  diviseur  common ,  et  faisant 

17      o"      „       ü .  ,p" 

•  1 

X  e*tant  diviseur  quelconque  de  U;  <p,  des  racines  quelconques 
de  Te'quatioo  p"q> — q"y=zlf  f  qn  nombre  arbitraire. 

4°.  Enfin  le  cas  oü  les  six  nombres  P,  Q,  R,  S,  T9  V 
s'evanouissent,  est  si  simple  qu'il  ne  faut  pas  s'y  arreter 
long-temps.  :  ; 


Nous  allons  maintenant  appliquer  ces  resultats  au  probleme 
mentionne*  ci-dessus. 


Soient /*...  (a,  6,  c),  /*' ...(a',  6%  c7)  les  formes  donne*es ,  dont 
les  determinantes  sont  en  raison  de  nombres  xarre's  et  de  Werne 
eigne,  soit  en  outre  rh  le  plus  grand  diviseur  coramun  de  o, '26, 
c;  m'  celui  de  a',  26',  c';  Z>  celui  de  dm'm',  d'mm  et  de 


eigne  que  d  j  d\   Cela  pose\  les  racioes  ^  jj>    ^  B  sejroot 

des  nombres  rationels,  positifs  ou  negatifs,  que  nous.  disignerons 
par  n,  n'\  mw',  m'n  des  nombres  entiers,  premiers  entre  eüx; 
enfin  an?,  a'n,  b'n  +  bn',  b'n — 6«',  cfn,  cn'  des  nombres  entiers, 
que  nous  nommons  P,  Q,  Rf  S,  T,  Ü.  C'est  ce  qu'on  trouve 
ciemdntre'  dans  l'article  236.  des  „Disq;  Aritbiii'.*'  Je  dis  He  plus 
que  les  nombres  P,  Q,  R,  S',  T',  Ca  sertont  premiers  entre -eox. 
En  effet,  en  faisant  2Ur+  2©6-f  €e  =2 m,  TVtf+tt'b'  + 
(Dieq.  Arithm.  art.  40.),   il?  vien*  XP+2>(R~8)<+<LU*=nnn\ 


■ 
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XQ+&(R+S)+<L'T^Hi'ni  dlou  fMfc  ms*  les  nombres  P,  <?, 
R,  S,  T,  U  p'ooi  däutre  facteur  cornmun,  que  tel  qui  mesure 
simultaneraent  les  tiombres  mn',  mfn,  suppostfs  premiers  entre  eux. 

Maintenant  en  s'imaginant  que  ia  forme  cherchee  F...(A,  B  (  ) 
est  transformable  dans  le  produit  /'/''  au  moyen  de  la  Substitution 

6,  p'9  p",  jf';  q,  q*9  q q"'9  d'apres  les  principes  e*tablis  par 
.  Gauss  il  ne  s'agit  que  de  determiner  ces  huit  nombres  de 
teile  sorte  qu'ils  satisfont  aux  equatlons  pq*-~qp'^P,  pq"—qpn 
=  Q,  pqm~-qpf"^R,  pY-9'p'~$>  p'f  ^qY'-T.fq^'^q^ 
=  U,  et  au  Us  rendent  entieres  les  vafeurs  de  A,.ß9  C,  deter- 
minees  ä  laide  des  equations  Ann' =  q'q"  —  qq'"t  2Bnn'=p'q'" 
+¥pw~1>'f~f/p*,  Cnn'=p'pn-pp"\ 

Or  d'apres  ce  que  nous  avons  trouve*  plus  haut,  pour  satis- 
faire  a  la  premiere  condition,  on  a 


1°.  Lorsque  les  nombres  P,  Q,  R  ne  sont  pas  nuls  simul- 
tanement:  .  „  •., 


Xq'  =  <pP  +  qqS  +  tqT 
Xq"=(pQ  +  tqU-pqS 
Xq»'=<pR-pqT-qqü 


Xp'=yP+<lpS  +  tpT. 
Xp"  =ij,Q  +  tp  U—ppS, 
Xpm == H>R-^pp  S-qpü; 


oü  X  est  le  plus  grand  diviseur  commun  des  nombres  P,  Q,  R; 
p  et  q  deux  nombres  quelconques  dont  k  est  le  plus  grand  divi- 
seur commun,  pP+q#+ rR=Xy  p<p  —  qy=.X.  Je  fais  remarquer 
que  l'equation  PU+RS — QT=0  a  lieu,  car  on  a  an'.cn' 
+  (b'n+bn')(b'n  -  6«')  —  a'n  .  c'n  =  (W—  a'c^nn  —  (bb  —  ac)n'n' 
~d'nn—driri  =  0.  n  ■ 

Je  dis  maintenant  que  les  nombres  p,  p',  p",  pm;  q,  q't  q", 
f,  ainsi  de'termine's ,  rendent  entieres  les  valeurs 

q'q"—qqm      ptf" +qp"'  -p'q"—q'p"  p'p"—pp,H 
■}  !     tm'      '  :  2fifi'  :*         nn'  ' 

■  •  ■  •       | »  .  - 

Pour  faire  voir  cela  je  developpe  les  quai.tites  XXiq'q" — qqm) 
=  Xq* .  Xq"  -  Im.hf,      XX{pq"'  +  qp"'  —  p'q»  —  q'p")  =  Xp  .  Xq"' 


Alors  on  aura 

\X{qY-q<f) 

=  o>g>PQ  -  p<pqP(R+S)—q<pqQ(R—S)-~V(pq(RR~PU-QT) 
+  ppo^Pr  +  qq^Q  U+ttqqTU 
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mpq»+tfn-pY-i'p") 


=  -VcpyPQ+p(p<p+qy)P(R+S)+<](p<p+qn,)Q(R-S) 

+c(^9+ytf;)  (RR—PÜ—QT) 
—SpppqPT—tynpqQU^ttpqTV 
-2ptpqT(R-S)-2qtpqU(R+S)-2pqpq(PÜ+QT-SS). 


La  valeur  de  XX(p'p"—pp"')  est  entierement  semblable  a  celle 
de  XX(a'q"  —  de  laquelle  eile  sort  en  niettaut  tf/,   p  a  la 

place  de  9,  9. 

En  substituant  pour  P,  Q,  R,  $,  T,  U  leurs  vaJeurs,  on 
▼erra  que  tous  les  terroes  de  la  premiere  expression  contienneot 
le  facteur  nn'9  et  ceux  de  la  Seconde  le  facteur  2nn',  attendo  que 

■ 

RR-PU—QT^Zbb'nn'+dn'n'  +  dfnn, 
PU+QT-SS  =266W  - dnV-d'n«, 
dn'n'  d'nn 


nn'  nri 


Vdd', 


ou  la  quantite"  ydd'  est  un  nombre  entier,  que  nous  designcms 
par  A.   De  la  il  vieot 


nn 


•••• 


=  tpcfkaaf — 2ah'p<pq — 2ba'q<pq  —  2(66'  -f  d)tyq 
-+  ac'ppqq  +  ca'qq^  -f  cc'rti/y-f  2bc'ptqq 


[2]   (/»?"+ <n>m -pY-i'p") 

=—<pyaa'  +  a6'p(p?+ ytf;)  +  6a'q(p(j>+}t(0  +  (66' +  f  yif) 

—  ac'pppq — ca'qqpy  —  cc'ttpq — ibc'ptprj 
-2c6'qW-2(66'-^)pW, 

[3]  ..........  £w-nh 


nn4 

=^aa'— 2ab'pyp  -  26a'qif7?— 2(66'  +  ^)r^p 
+  ac'pppp  +  ca'qqpp  -f-  cc'ztpp  -f  Ibc'ptpp 
+  Zcb'fitpp  +  2(66'-^  pq/j^ . 

Nqus  deraontrerons  actuellement  que  au'  est  divisible  par 
«6',  AV,  66'  +  ^  par  1. 

Ed  effet  il  resulte  des  congruencee 
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«i'aO  (nwi.A),  c'nSsO  <mod.  i) ,  6'n  +  *n'=0  (mod.  1) 

....     .    .-    '  \  ■  •• 

a6V=0,  a&'n  =0,  doü  ao'.mn'==0,  ao'.m'n==0  (mod.  X);  or,  le 
plus  grand  diviseur  commun  des  produits  ab'.mri,  ab'.m'n,  c'est  ä 
dire  ab*,  sera'divisible  par  X  de  meine  que  chacun  de  ces  produits. 


D'une  maniere  semblable  on  demontre  que  ba'  est  divisible 
par  X. 

En  troisieme  Heu  on  a 

n{bb'+J)=bb'n+dn'=.b(b'n+bn')— acri , 
*f{W+4)22b6'iir+d'n  =  b\Vn  +W)—a'c!'n ; 

par  suite  (bb'+Jj.mn'^ö,  (6&'+z/W*i==0  (mod.  A),  doü  comrae 
prec^demment  66+^=0  (mod.  A). 

On  a  eofin  aa'.mn'=z09  aa'.m'n—Q  (mod.  A),  d  oü  oa'=0. 
(mod.  A).   Maintenant  d  apres  ce  qu'on  vient  de  demontrer,  il  suit 


aa'.c'it  j=  a6'  (6'w  +  6w')  —  an'  (66' + Ä) ==  0 
aa'.cn'=6a'  (6'n  +  6n')  -V«^^ 


donc  le  plus  grand  diviseur  commun  des  produits  ä  gauche,  c*est 
ä  dire  aaf,  sera  divisible  par  AA  de  meme  que  chacun  de  ces 
produits. 

En  reunissant  ces  resultats  on  voit  que  le  preraier  membre 
dans  cbacune  des  equations  [1],  [2],  [3]  est  divisible  par  AA,  cc 
quil  s'agissait  de  deponier. 

2°.  Si  les  nombres  P,  Q,  R  s'dvanouissent,  oü  an'=0, 
a'»=0,  0'n  +  ön'=O,  il  vient  a=0,  a'  =  0,  les  quantites  n,  n' 
n'etant  pas  null  es*).  De  plus  le  nombre  5  oe  s'evanouira  pas, 
d'ailleurs  on  aurait  6=0,  b'  =  Q,  par  consäquent  d=bb — ac=0, 
d'=b'b' — eV=0,  contre  Thypothese.  Donc,  en  designant  par  X 
le  plus  grand  diviseur  commun  de  S,  T;  par  p\  q'  deux  nombres 
quelconques,  dont  X  est  le  plus  grand  diviseur  commun,  faisant 
ensuite  eS  +  tT=X,  p'q>—qfy=X,  il  faut  avoir 


P<P— 9 

Xq"=*pS  +tq'U 
Xqm=q>T-B</'U 


p  =  0 
Xp"=*pS+tp'V 
Xp^yT-ap'U. 


*)  Si  on  avait  71=0,  Ji'=0,  ii  rltalterait  en  consequcnce  dea  equa- 
d—Dtm,  d'^Dn'n',  d=Q,  d'=Oj  or,  ce  caa  est  exclu. 
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Les  nombres  p,  p' ,  p"  etc.  4tant  ainsi  d^termin^s,  on  de- 
mootre  par  une  methode  entierement  semblable  ä  celle  que  nous 
arons  eroployle  dans  le  preroier  cas,  que  les  nombies  > 

nn'  2nn'  nn' 

sont  entiers.   En  effet  il  vient 

=z—4bb'scpq'—  26c'f<p<}'  +  Wcstq'q'  +  c&ttq'j , 


XX 


■  ■ 


2^r(pc/"  +  qpr--pY--9'P'')        .  . 
:26Ä'a         f'if) + bc>t(p'<p  +  fty)  -  26'cat/>y —  cc'ttp  y , 


XX 


nn 


7(p'p"-pp''') 


=  —  ibb'syp'—  Zbc'tfp'  +  Wcv&p'+c&Up'pf* 

d'oü  l'on  veit  qu'il  ne  reste  qu'ä  dlmontrer  qne  les  nombres  266', 
bc'  renferment  le  facteur  X.  11  satt  des  congruences  bn'~ b'n=0, 
&n~0  (mod.  X),  £c'.ron'=0,  6c'.m'n=0  (mod.  X),  d'oü  6c/=0 
(mod.  i).  En  outre  S&n'SEÖ,  2&'n=0,  par  coosequent  266'.fjm'=0 
266'.m'n==0,  donc  2W=0  (mod.  I). 


■  pa 


> 
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-V^TA  ffl^  I  *  .  i  ' 


Geometrische  ÄTäherungsmethode  zur 
Rektifikation  und  Quadratur  des 

-  Kreises;-  ^ 

■ 

Von  ;  -      .  , 

Herrn  H.  Scheffler, 

Bmiconducteur  bei  den  Herzoglich  Braunschweigischen  Eisenbahnen. 


Eine  bequeme  geometrische  Konstruktion,  welche  näherungs- 
reis«  die  Länge  des  kreisum langes  und  den  Flächeninhalt  des» 
Preises  liefert,  ist  zuweilen  eben  so  erwünscht,  als  eine  auf  die 
Berechnung  dieser  Grössen,  namentlich  der  Zahl  it,  abzielende 
ormel.  In  wissenschaftlicher  Beziehung  ist  aber  eine  .solche 
Konstruktion  von  noch  grösserem  Interesse ,  besonders  wenn  die- 
elbe  jeden  Grad  von  Annäherung  gestattet.  Ich  glaube,  das« 
ie  nachstehende  Methode  zu  den  einfachsten  gehört,  welche 
ursefuuden  werden  können.  ,/ 


'    >'■■?>••••  I.)  fiektifikation  des  'Kreise«.  '''  ' 


Wenn  AB  (Tat  Vfl.  4.)  der  mit  den»  Halbmesser  04 
eschriebene  Kreis  ist;  so  werde  AM  perpendikuJar  auf  dem 
urchmesser  AB  errichtet.  Man  halbire  durch  AC  den  Winkel 
!AB,  durch  AI)  den  Winkel  MAC,  durch  AE  den  Winkel 
•AJJ,  durch  AF  den  Winkel  MAE  u.  s.  f. ,  ziehe  darauf  in  B 
lf  AB  das  Perpendikel  BC  bis  zum  Durchschnitte  C  mit  AC, 
uin  in  C  auf  AC  das  Perpendikel  VA)  bis  zum  Durchschnitte 
•  mit  AI),  dann  in  D  auf  AD  das  Perpendikel  DE  bis  zum 
urchschnitte  B  nAX  AE'yi.      H'  ™      ^        ^  "  *;;<  ' 

27- 
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Jetzt  sind  AB,  AC,  AD,  AE,  AF  Linien,  welche  der 

Länge  des  Halbkreises,  also  dem  Werthe  von  n,  wenn  der 
Halbmesser  ÜA  gleich  der  Längeneinheit  ist,  bis  au  jedem  be- 
liebige/1 Grade  von  Approximation  näher  kommen.  Die  Annähe- 
rung geht  übrigens  mit  raschen  Schritten  vor  sich,  und  es  siod 
nur  wenig  Winkelhalbirungen  erforderlich,  um  mit  ziemlicher 
Genauigkeit  den  Punkt  M  in  der  Linie  AM  zu  erkennen,  wel- 
cher streng  genommen  erst  nach  unendlich  vielmal  wiederholter 
Operation  erreicht  werden  wurde,  um  in  der  Linie  AM  die  wahre 
Länge  des  Halbkreises  darzustellen. 

Der  Beweis  zu  diesem  Verfahren  kann  ganz  elementar  ge- 
fuhrt werden.  Man  braucht  nur  die  Linien  CB ,  DC,  ED,  FE... 
bis  zu  ihren  Durchschnitten  B,  Bx,  B*,  B3...  mit  der  Linie  AB 
zu  verlängern,  und  um  diese  Durchschnittspunkte  sich  Kreise 
resp.  mit  den  Halbmessern  BA,  BXA,  B2A,  B3A....  beschrieben 
zu  denken.  Der 


vom  Halbmesser  OA^l.OA  enthält  alsdann  die  beiden  Punkte 
A  und  B, 

vom  Halbmesser  BA^Z.IJA      „         „        „      „  „ 
A  und  C, 


vom  Halbmesser  Z?,y!=4.  OA 
A  und  D, 


»»       »  »» 


vom  Halbmesser  Z?a^  =  8.0 A      „  „ 
A  und  E, 


f*  »9 


vom  Halbmesser  B3A=z\Q.OA 
A  und  F 

u.  s.  w. , 

so  dass  AB,  AC,  AD,  AE,  AF».*.  Sehnen   sind,   denen  inj 

TT      7t  7t 

diesen  Kreisen  die  Zentrums wiukel  n,    2"*  4  '  |g"  cntspreH 

chen,  deren  zugehörige  Peripheriestöcke  genau  gleich  der  Langel 
des  Halbkreises  AB  sind.  Es  sind  also  bei  der  obigen  Methode 
nur  die  betreffenden  Sehnen  für  die  zugehörigen  Bugen  gesetzt, 
was  der  Wahrheit  um  so  näher  kommen  muss,  je  grösser  der 
Halbmesser  des  betreffenden  Kreises,  je  flacher  also  der  zu  einer 
solchen  Sehne  gehörige  Bogen  geworden  ist. 

Durch  diese  Konstruktion,  welche  ich  bereits  in  einer  Schrift 
über  die  imaginären  Zahlen  mitgetheilt  habe ,  hier  aber  noch  etwas 
weiter  auszudehnen  beabsichtige,  findet  sich  auch  auf  ganz  ein- 
fachem elementaren  Wege  die  bekannte  Formel 


ifr      ■  ■  .i   .  .  

Tt  7t  7t  7t 

COS  p  COS  ^3  COS  ....cos 


welche  bequem  dazu  dienen  kann,  den  Grad  der  Annäherung  der 
obigen  Werthe  von  AB,  AC,  ÄD...  zu  ermitteln.   Man  hat  " 
nämlich,  wenn  man  den  Halbmesser  OA~l  setzt, 
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AC=  -^-  =  2  V2  =3,82813, 

7t 


cos 

2 


■ 


cos 


fcos 


:3,06147, 


3 


AE=—— —   =3,12146, 

<rr  wr  <w  *  ' 


COS  jCOS  gCOS-Jg 

«  =  «  =3,13065, 

7t        W  TT  JC 

COS  J  COS  J  COS  Jg  COS  53 

^1G=  \   =3,14033, 

7t      n      7t       7t  7t 

COSjCOSgCOSjgCOS^COSgj 

AH—  — -  =  3 , 14128 . 

7t      n       n       7t       7t       7t  * 

cos  j- cos g- cos cos  22  cos  gj cos  J28 


Da  «=3,14159...  ist  ;  so  folgt,  dass  schon  bei  vier  Winkelbalbi- 
rungen  der  Näherungswerte  AF  nur  um  ggg  zu  klein  ist. 

Man  kann  sich  übrigens  auch  durch  einfache  Zeichnung  ein 
Urtheil  fiber  den  Grad  der  Genauigkeit  eines  jeden  solchen  Nä- 
herungswertbes  AF  verschaffen.  ÄF9  wie  jeder  andere  der  vor- 
stehenden Näherungswerthe,  ist  nämlich  zu  klein.  Verlängert 
man  aber  die  Lioie  EF  bis  zum  Durchschnitte  N  mit  AM,  so  ist 
AN  zu  gross;  denn  man  hat 

'  AF  2 

7t  7t  7t  COS  7t  7t  7t 

COS32     C084C0fiS-     16C0S32C08  32 


und  da 

t 


> 


7t  Tt  7t 


cos  Tg     C08r34  cos  128""'  cos2» 

ist;  so  ergibt  sich  nach  dem  vorstehenden  Ausdrucke  für  it 
AN>  n. 

Der  Werth  von  %  liegt  also  zwischen  AM  und  AN,  kann  also 
bald  zwischen  ungemein  enge  Gränzen  eingeschlossen  werden. 
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Die  vorstehende  Methode  hat  vor  vielen  anderen  noch  den 
Vorzug,  dass  sie  sich  mit  derselben  Leichtigkeit  auf  die  Rektifi- 
kation je4es  ^.beliebigen  Kreisbogens,  derselbe  mag  kleiner 
oder  grosser  sein ,  als  der  Halbkreis ,  in  Anwendung  bringen  lässt 

Wärein  Taf.VH* Fig. 5.  derBogen^/?zurekrifiziren;  soziebtjroan 
den  Halbmesser  OA,  ferner  die  Sehne  AB  und  legt  AM  per- 

SendikuraV^ut  VA.  Darauf  halbirt  man  durc*  AC  den  Winkel 
IAB,  dann  durch  AD  den  Winkel  MAB,  (krm  durch  AE  den 
Winkel  MAC,  dann  durch  AE  den  Winkel  MAD\  dann  durch 
AF  den  Winkel  MAE  u.  s.  f.  (Wäre  ein  Bogen  wie  AßB't 
welcher  grosser  ist  als  der  Halbkreis,  zn  rektifiziren;  so  würde 
man  ebenso  durch  AC  erst  den  Winkel  MAB?  ztt  halbiren  haben 
u.  s.  f.)  Errichtet  man  nun  in  B  auf  AB  das  Perpendikel  BC, 
dann  in  C  auf  AC  das  Perpendikel  CD,  dann  in  D  auf  AD  das 
Perpendil&f DE,  dann  in  E  auf  AE  das  Perpendikel  EF  u?k.  f.; 
so  sind  die  geraden  Linien  AB,  AC,AD,  AE,,  AFtL  *i  f.  jdt*  gesuchten 
Näherungswerthe  für  den  Bogen  AB.  Die  vollständige  Rektifi- 
kation würde  nach  unendlich  vielmal  wiederholter  Operation  eine 
in  AM  'fallende  Linie  ergeben,  deren  Endpunkt  M  sich  rrirf  alle 
derjenigen  Genauigkeit  bestimmen  -lässt*  die  ,  überhaupt  bei  der 
Konstruktion  von  Kurven  mittelst  einzelner  Punkte  erreichbar  ist. 
besonders,,  wenn  man  unterhalb  der  Linie  AM  eine  der  obigen  sym- 
metrische" Figur  entwirft,  wodurch  der  -  Punkt  M  ^zwischeir  twei 
immer  näher  zusammenrückende  Punkte  F  «u,  liefen  kommt. 

Der  Beweis  ist  dem  früheren  durchaus  ähnlich. 

|!l'^emV  der  Halbmesser  OA  gleich  der  ^äageaelofeeit  genom- 
men und. der  Bogen  A$=za  gesetzt  wird;  so  ist  die 

Sehne  ^Ä=2sinö  * 

•  *"  '  !'         (i  »  '•     :T.-.'        ■   '.  ;,•  i!        ,».:;:,;  :: 

«•"•':•''  -  '«     •  ■  s.    !      !•  ti;'?  I* 


I,.  ; 


»f.  "  . 


*  '  '  ■  —  cos 2.  • .  .         .  .  -•;<!'.  i        iv'. ,  jra.. 

2  sin  2 

^Z>  =—  ,  _ 


«   2sinj  .j, 


"     AET~  a       a  m 
cosjcos^cos^ 

U.  8.  f. 

und  es  findet  sich  Rir  den  Bogen  AB=a  die  Formel 

2sin-^-  r^// 
.   ..  «=- — —  

•»r  Ii.  iifij.     .  t  .  *    «    :  •    OL  H  «t   ,-  . 

ii-jli-l"  f    i  ■  C0$  tläCOSäi^OS  54  ...  COS  -sjr- 
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Auch  hier  sind  die  Näherungswerthe,  wie  z.  B.  A  F,  sämmt- 
lich  zu  klein.  Verlängert  man  aber  EF  bis  zum  Durchschnitte 
N  mit  AM;  so  ist  AJV  zu  gross,  und  man  erkennt,  zwischen 
welche  enge  Grenzen  man  bald  den  wahren  Werth  des  fraglichen 
Kreisbogens  einschliessen  kann. 

» 

2.   Quadratur  des  Kreises. 

Da  in  Taf.  VII.  Fig.  4.  AM  gleich  der  Länge  des  Halbkreises 
and  in  Taf.  VII.  Fig.  5.  AB  gleich  der  Länge  des  Bogens  Ali  ist; 
so  muss,  wenn  man  die  Linie  GM  zieht,  das  Dreieck  AOM  in 
Taf.  VII.  Fig. 4.  gleich  der  Fläche  des  Halbkreises  und  in  Taf. 
VII.  Fig.  5.  gleich  der  Fläche  des  Kreisausschnittes  AGB 
sein.  • 

Ueberträgt  man  nun  irgend  Eine  der  Näherungslinien  Ali, 
AC  %  AD,,,  auf  AM,  sodass  z.  B,  AM— AD  gemacht  wirdjL  so 
stellt  das  Dreieck  AGM  einen  Näherungswerth  resp.  für  den  Halb- 
kreis inTatVlI.  Fic.  4.  oder  für  den  Kreisausschnitt  in  Taf.  Vti. 
FigTiJ.  mit  demselben  Grade  von  Genauigkeit  dar,  welchen  die 
Länge  Atti  als  Näberungswerth  für  den  Bogen  AB  besitzt. 

Auch  die  Dreiecke MQC,  AOD,  AOE,  AGF...  würden  Nä- 
herun^swerthe  für  die  genannte  Fläche  sein.  Dieselben  entfer- 
nen sich  jedoch  etwas  weiter  von  der  Wahrheit,  als  die  eben 
beschriebenen. 

Legt  man  in  Taf.  Vit  Fig.  5.  durch  B  die  Linie  Bm  parallel 
zu  OA  und  zieht  mO;  so  findet  man,  da  nun  das  Dreieck  AOm 
=  dem  Dreiecke  AGB  ist,  in  dem  Dreiecke  mOM  unmittelbar 
einen  Näherungswerth  für  den  Kreisabschnitt  AB. 

Sind  c,  d,  e,  f...  die  Durchschnitte  der  Linie  Bm  resp.  mit 
den  Linien  AC,  AD,  AE,  AF...;  so  können  auch  die  Dreiecke 
cGC,  dGD,  eGE,  fGF...  als  Näherungswert  he  für  den  fragli- 
chen Kreisabschnitt  angesehen  werden,  welche  jedoch  nicht  ganz 
so  genau  sind,  als  der  Werth  des  Dreiecks  viGM,  worin  AM 
resp.  =  AC,  AD,  AE,  AF....  gedacht  wird. 

Durch  den  Punkt  m  wird  die  Länge  AM  des  Kreisbogens 
AB  in  zwei  Stöcke  von  folgender  Beschaffenheit  zerlegt : 

lern  Stücke  Am,  als  Kreisbogen,  entspricht  ein  Kreisausschnitt, 
welcher  dem  Dreiecke  AGB  gleich  ist; 

dem  Stücke  rnM,  als  Kreisbogen,  entspricht  ein  Kreisausschnitt, 
welcher  dem  Kreisabschnitte  AB  gleich  ist. 
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•  Ii  *  • 


Ueber  die  Bewegung  eines  galvani- 
schen Drahtes  unter  dem  Einfluss  des 
Erdmagnetismus.  —  Reduktion  eini- 
ger Integrale  auf  elliptische 

Funktionen* 

i  Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Vorstand  der  hohem  Bürgerschule  zu  Euenheim* 


Vom  Punkte  P  (Taf.  V.  Fig.  5.)  herunter  hängt  ein  Draht 
PQ,  der  von  einem  galvanischen  Strom  durchlaufen  wird.  Dieser 
Draht  ist  um  P  beweglich,  kann  aber  um  O,  das  senkrecht  unter 
P  liegt,  bloss  einen  Kreis  vom  Halbmesser  r  beschreiben.  Im 
Punkte  S  (unter  dem  Kreis)  wirkt  auf  ihn  ein  magnetischer  Süd- 
pol (Nordpol  der  Erde);  weiches  ist  seine  Bewegung  in  dem  Ke- 
gel, dessen  Axe  OP=h  ist? 

• 

(Wie  die  Bewegung  möglich  sein  kann,  kann  man  aus  der 
daneben  stehenden  Figur  ersehen,  wo  das  Ende  des  Drahtes, 
das  durch  Kork  gesteckt  ist,  auf  Quecksilber  schwimmt). 

Man  wähle  die  Azen  Ox,  Oy  in  der  Ebene  des  Kreises,  so 
dass  S  in  der  Ebene  xz  liegt;  die  positive  Seite  der  2  sei  nach 
oben  gerichtet.  Sei  die  Länge  OS=k,  und  ö  der  Winkel,  den 
OS  mit  der  Axe  der  x  macht;  alsdann  sind  die  Koordinaten  von 
Siks'md,  0,  Äcosd.  Am  Ende  der  Zeit  t  befinde  sich  der  Draht 
in  PQ  und  sei  der  Winkel  xOQ  =  a,  so  sind  die  Koordioaten 
von  Q:  rcosa,  rsina,  0.  Sei  D  ein  Punkt  in  PQ,  QI)  =  s,  PQ 
=/,  9*  das  Element  von  /,  dessen  Mitte  D  ist;  endlich  y  der 

Winkel  PQO,  so  dass  tgy  =  -  ist 
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Man  lege  nun  zuerst  eine  Ebene  durch  S,  P,  Q,  so  ist  die 
Gleichung  derselben: 

— rÄsindsina(Z  +  Ä) 
+  [rcosa(Ä+Äcosd)— hkainS]  F — rsino  (A-f  £cos<5)  *=0 .  (1) 

Die  Kraft,  welche  5  auf  das  Element  dt  ausübt,  wirkt 
nur  in  D  nach  der  Senkrechten  auf  dieser  Ebene.  ^ 

Die  Gleichungen  der  Linie  PQ  sind: 

* 

_                 rcosa  _ 
X-^ r  cosa  s=  b~~  ' 

:   .  ® 

I 

*  ■ 

Fällt  man  von  S  auf  diese  Länge  eine  Senkrechte,  so  ist 
deren  Länge: 

i   •  ;  

j  V  [n:os<Ä+Äcosd1~Äiteiiia]»+r4sin2a(Ä+^cosa)«+r2Ä*sin2d6in«a. 
Heisst  also  «  der  Winkel  der  Linien  DQ  und  SD,  so  ist 
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Die  Gleichung  einer  Ebene  durch  0,.  P,  Q  ist: 

— cosc.  F+  sin«.  ' (5) 


IstU  der  Winkel  dieser  Ebene  und  (1),  so  ist:  « 


COSC 


Msinocosa— r(ft,-f-  &cosd) 


V^rcoscf^+Acosd3)— MrsiD#]2+ras^^  ' 

Man  zerlege  nun  die  in  D  wirkende  Kraft  in  zwei  andere*  wo* 
von  die  eine  senkrecht  auf  der  Ebene  (5)  steht,  die  andere  in 
dieser  Ebene  liegt;  alsdann  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die 
letztere  Kraft  keinerlei  Einfluss  auf  die  Umdrehung  des  Drahtes 
um  PQ  ausübt.  Die  erste  Kraft  ergiebt  sich  aus  der  Multiplika- 
tion von  (6)  und  (4);  d.  h.  sie  ist: 

•  ,     <    v  '..1  •».*.♦••> 

k^ds  j  v,v        Ms\ndcö*a+-r(k  +  kco86)       r      ,     .  : 

l  r  (Ä-sitiy -f Acosö)2  -f-  (rcosa —  s.cosycosa — Arsind)2-!? 

L  +  (r.sina— *.cosysina)a  J 

i 

Da  die  Entfernung  des  Punktes  Z)  Von  OP  gleich  f~*.cosy  ist, 
so  ist  das  Moment  der  Drehung:  - 

•i  ■■  -i  -itw  ir  U.<:d  ,  \r  !  ,         •  iN'ii.v  x  -   /  <[•  '. 

k*qds   :  (i OK [Msin(?co8q-fr(A4-&cosfl)] (r-r&coay) . ! , : -a   . ■  , 

—     /    *  ■""(*.  siny  +  Äcosdj*  +  (rcoscr  —  j.cosycosa  —  Asind)2  I*  * 
L  »+  (rsina — j.cosysina)2  J 


scs 


S  ein  magnetischer  Erdpo) ,  so  islJfc  unendlich  gross,  üntj  die^- 
Moment  wird: 


dehnt  man  es  auf "cRe  ganze  Drahtlänge ^a*^s .  so  erhält  man: 

oft  * 
±       cosy(sinysin<5cosof — cosycosö*) . 

Kür  y  ==d  ist  tjiese  Grösse  negativ,  wenn  man  dasVobefe' 'Zeichen 
pvährt;  cra"äber  die  Kraft  rechtläufig  (in*  der  Richtung  der"  Zeiger 
einer  Uhr)  zu  drehen  strebt,  so  ist  das  Moment:  -  ' 

* 1  '  /        ^  ce^eosyensd  ^slny sir^ö  cosja) . 

[bezeichnet  ji  eine  Konstante,  die" sicfc  auf  den  Widerstand •}■%  den 
las  Quecksilber  der  Bewegung  leistet,  bezieht,  und  setzt  man 
1  iesen  Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportio- 
nal, so  ist  die  Gleichung  der  Bewegung: 
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+  pr2  =^cosy(cosycos«— sinysinacos«),  (7) 

weon  p  das  Trägheitsmoment  des  Drahtes  in  Bezug  auf  OP  ist 
Man  setze  hier  (jjj  =y,  so  ergiebt  sich: 

■ 

^  ^  +  fir4 .  y  =  y  costfcosycoBoWrairaroflcosa) . 


Das  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

m 

y  =  C.e  P 


(8) 


t2  P  cos«  +  2~J3" 8,na  /8«Y 

+  8iny  co*y  * w  ~ = — 21 — 

Ist    ^"=0  ftir  a=0,  so  ist  C  leicht  zu  bestimmen.   Da  aber, 


er 


namentlich  wenn         ziemlich  gross  ist,  e  f     bald  unmerklich 

V 

sein  wird,  so  kann  man  nach  kurzer  Zeit  setzen: 


> 


*      gl*                    oP  C08a  +  &**lna 
Fp-cos^cosÄ-^-  sinycosysio*.(9) 


Ist  l  das  Gewicht  des  Drahtes,  so  ist  ungefähr 


p=zl J*   (r—  i.cosy)*0*  = 


also  ^S^j^*  Kann  man  nun  A  im  Verh&ltniss  zu  6fi  vernach- 
lässigen, so  ergiebt  sich,  för  einige  Zeit  nach  Anfang  der  Be- 
wegung: 


durch  welche  Gleichung  die  Winkelgeschwindigkeit  für  jedes  e 
bestimmt  wird.  Hierausfolgt: 
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2(1      '    </    Vi  —  tgytgäcos«' 

wenn  man  die  Zeit  (nachdem  die  Bewegung  schon  gedauert),  von 
o=0  an  zu  zählen  anfangt.  Da  immer  (gy )  >  0,  so  folgt  aus 
(10), 


I.  wenn  tgytgö*  ^1,  ff  von  0  bis  2*  gehen  kann; 

II.  „    tgytgä>l,  a  nur  von  /3  bis  2?r— ß  gehen  kann, 

wo  C08/,=  tgTtp  *,8t 

Nur  im  ersten  Falle  hat  eine  vollständige  Rotation  statt,  während 
im  zweiten  Falle  ein  Hin-  und  Herschwanken  vor  sich  geht.  Im 
ersten  Falle  ist  d  <  OPQ,t  d.  b.  idie  Neigung  des  Drahtes  gegen 
die  Senkrechte  ist  grösser  als  die  Neigung  der  Richtung  der 
erdmapnetischen  Kraft  gegen  dieselbe.  Im  ersten  Falle  giebt  (11), 
wie  wir  sogleich  zeigen  wollen: 


2 


■     VC"?)-'  <,2> 

Vl  +  tgytid  rlß'M  rqhtgytgdJ^^V  2  'V  l+tgytgdy| 
und  für  die  Dauer  einer  ganzen  Umdrehung  ist  die  Zeit: 

V  Cf)-Vco8«-UysMFG'  VlIlSo)-  (13) 

Das  Qudrat  dieser  Grösse,  unter  sonst  gleichen  Umständen,  ist 
also  der  Stärke  des  Erdmagnetismus  proportional.  Für  y=0 
wird  (13):  .  N 

-  **  V(?)-  <*> 


1 1* 


Im  zweiten  Fall  ist  die  Dauer  eines  Hingangs: 

da 


a]  (  2ft  \  3«  (15) 

If  V^costf/^         Vi— tgytgdcosa 

\   \qC08ÖJ  'J  V^g/tgicn*«' 
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welche  Grösse  man  leicht  durch  elliptische  Funktionen  ausdrucken 

kann.  t 

•       *  • 

Nachdem  wir  diese  Aufgabe  gelöst  haben,  wollen  wir  nun  die 
so  eben  angeführten  Integrationsformeln  beweisen ,  und  dabei  Ge- 
legenheit nehmen,  einige  ähnliche  beizufügen.  * 


•,«•  /  .  •      » »  *  i,   .  •    *  ■  ii  

{.2. 


.   •  ••  .  .  \    Iii  1        i  |T 


Seien  a  und  b  positiv ,  wie  in  Allem ,  was  folgt ,  und  sei  zu- 
nächst a>  b  ,  SO  ist 

J     (a  —  6cos«)»  (a— 6cos2g>)*~"~  J,    (o+o — 26cos2qp)i 

9        ',3^.,  , 


2  /**  

-  W+bJ0  71 

•  »  •  •  V 

.  •  •  •  ■  J 


i  i  ; « 


=lr  — -■■  #     —  ai   » 

l' 


=  (i  -  26 


— r-rcosa<p)* 

•  i 


wenn  zunächst  <i=2tj>,  ij/:s=  ^— «p  oder^=  — ^— .  Hieraus  folgt: 
Aus  (!)  ergiebt  sich  nun: 

•  ■ 

TT 

.:  .  da  .  , 

.    -i    !     ...vi  :    .  •(♦t^ÄiCOW)*  , 

Unter  denselben  Bedingungen,  wie  so  eben,  ist:* 

i><  .  ».».•    ..    :  /  \  » 

^Hfet.->  II/.  )  * 


y  Google 
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Sei  nun  b  willkührtich ,  so  ist: 

da 


/da  _  6>  Pf  dtp  Pf   
(tt  +  6cosa)i~V    («  +  Äcos29)*     Jo    (a  +  6-26sin*g>)l 


2 


V  a+6 


P9__JV__ 


sin2?)* 


h. 


(4) 


Eben  so  findet  man: 


/a     cos«  da 
(o+6cos«)J 


I«.+9»G-V3«)-r6-VÄR)lÄ 


Unter  den  Bedingungen  von  (1)  folgt  hieraas: 


6  cosa)* 

9 

da 


(a-6cos«)i  +        (a  -  6  cosa)*  "V     (  a — 6  cos«)* 

8a 


TT 
Ü 


ftcosa)! 


3^ 
2 


(a  +  ocosa)* 


(6) 


coscrda 
i/      (a— 6cosa)* 


^[■K?.^)--^J(f-il.)l 


•(7) 
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cosaöa 


[a-f  äcosc*)* 

Da  die  Integrale 


(8) 


(9)>  *< 


a. 


(e+fteosa)2 


2*  cosad« 

n 

(aiocosa)* 


6<a 


ich  auf  die  obigen  zurückfuhren  lassen,  so  können  sie  ebenfalls 
«stimmt  werden.   So  ist  z.  ß. 

^     (a  +6cosa)I  ~   fl2_6»  A  V2  '  V  S+*A 


rhcii  xin 
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■     -  \ 


I« 


v  ■      '  1 

\  ■ 


Cefoer  Sternpolygone  und  Stern- 
polyeder ♦  nach  Poinsot. 

(Frei  aus  den  Nouvelles  Annales  von  Terquem.  Fdvrier 

et  Avril  1849.) 

mit  *  >•  ■ 

Von  dem 

(   Uettn  Bföctö*  J.  Pienger, 

Vorstand  der  hohem  Bürgerschule  zu  Euenheim. 


1.   Es  seien  die  Zahlen  1,  2,  3,  n  in  der  natürlichen 

Ordnung  auf  den  Umfang  eines  Kreises  geschrieben;  man  gehe 
nun  vom  Punkte  1  zum  Punkte  p,  von  da  zu  p\p  —  1,  von  da 
zu  o  +  2(i»  —  1)  u.  s.  f.,  so  soll  zunächst  bestimmt  werden,  wie 
viele  Punkte  mau  zu  durchlaufen  habe,  bis  man  zu  1  zurückkehrt, 
und  wie  viele  Male  man  den  Umfang  des  Kreises  durchlaufen  hat. 

Gesetzt  man  gehe  durch  ar-f-t  Punkte,  den  ersten  mit  einge- 
rechnet, und  durchlaufe  dabei  ymal  den  Umfang  des  Kreises, 
so  ist 

p  +  x(p— l)  =  »y+l,  oder  (p— l)(ar+l)=ny,  (1) 

wie  man  leicht  einsehen  wird.  Sei  nun  m  der  grosste  gemein- 
schaftliche Theiler  zwischen  n  und  p  —  i,  zugleich 

£=6;  (2) 

so  ist  auch 

a(x+l)=6y.  (3) 

Es  ist  klar ,  dass  es  sich  nur  um  die  kleinsten  Zahlen  x  und 
y  handeln  kann,  welche  diese  Gleichung  befriedigen,  da  es  klar 
ist,  dass,  wenn  a  und  ß  die  kleinsten  Werthe  von  y  and 
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sind,  2a,  2/5  ebenfalls  der  Gleichung  (3)  gentigen  u.  s. f.  Zu- 
gleich ist  klar,  dass  die  Werthe  v- 

.i.i    ....  ..        • .        ••.  •; 

•«  .  ikw    x  =  6  — 1,  y=;a  (4) 

der  Gleichu 

sei» 

. 


Gleichung  j(3)  genügen.  Aber  ich  behaupte,  dass  y  nicht  <a 
kann;  dehn  aus  (3)  folgt  ' 


und  da  y<a,  b  aber  theilerfremd  zu  a  ist,  so  könnte  by  kein 
Vielfaches  von  ä  sein.  Ebenso  kann  nicht  .T-fl<o  sein.  Die 
Werthe  (4)  sind  also  die  kleinsten,  welche  der  Gleichung  (3) 
genügen,  d.  h.  man  durchläuft  6  Punkte,  den  ersten  eingerech- 
net, bis  man  zu  ihm  zurückkehrt,  und  beschreibt  dabei  amal  den 
Umfang  des  Kreises. 

Sind  i;— l  und  n  theilerfremd,  so  ist  m=l,  also  a=»— f,  h—n  \ 
d.  h.  in  diesem  Falle  durchläuft  man  alle  n Punkte,  ehe  man  zum 
ersteu  zurückkehrt  und  bewegt  sich  dabei  (p  — l)mal  durch  den 
Umfang  des  Kreises. 

Im  allgemeinen  Falle  trifft  man  nach  einander  auf  folgende 
Punkte: 

Up.  2p-l,  3p-2,  4/>-3,   ,  (b-A)p  -  (6-2),  1 ; 

in  dem  besondern: 

P>  ty— 1>  3p-2,  ty-3'    (»— l)p-(*~%>  1. 

Denkt  man  sich  im  letzteren  Falle ,  der  Punkt  I  bewege  sich 
durch  alle  diese  Punkte,  so  ist  also  seine  letzte  Stelle ,  ehe  er  auf 
seine  ursprüngliche  Lage  zurückkehrt: 


(n— 1) p  -  (n-2)  =  wp-n— p+r2~  (p— I) n  +  2—  p 


Dieser  Punkt  ist  also  der  Punkt  n  +  2— p,  was  übrigen*  natürlich 
ist,  cla  er  vom  Punkte  w+1  (d.  h.  1)  um  p—l  zurückliegt. 

Daraus  folgt  auch,  dass  man  dieselben  Punkte  durchlaufen 
wird,  wenn  man  von  1  zu  n-f-2 — p  geht  und  sodann  immer  um 
p—l  weiter,  also  die  Punkte  von  p  zu  p  nimmt;  nur  wird  man 
da  die  entgegengesetzte  Richtung  einschlagen. 

•       /  1 

i  'kl 

2.   Theilt  man  also  den  Kreisumfang  in  n  gleiche  Tneile, 

bezeichnet  die  Theilpunkte  mit  I,  2.  n,    und  verbindet, 

wenn  p— l  zu  n  theilerfremd  ist,  den  Punkt  1  mit  p,  diesen  mit 
2p — 1,  den  letztern  mit  3p — 2  u.  s.  f.,  so  wird  man,  nachdem 
man  (w  —  I) mal  den  Kreisumfang  durchlaufen  bat,  ein  geschlosse- 
nes Vieleck  von  n  Seiten  erhalten,  welches  lauter  gleiche  Seiten 
and  gleiche  Winkel  hat.  .  '  ,  . 

Sind  die  Theile  des  Kreisunifangs  nicht  gleich  gewesen,  so 
lind  auch  die  Seiten  und  Winkel  des  Vielecks  nicht  gleich. 


28* 
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enn  »=2  ist,  «p  erhält  man  die  gewöhnlichen  Vielecke; 
2  aber  die  Sternpolygone.  Diese  sind  regelmässig, 
lie  Theiie  des  Kreisuril längs  gleich  waren. 


Wenn 

för  p>2  l  , 
wenn  die  Theiie  des  Kreisum  längs  gleich 

Es  eiebt demgemSss  so  viele  Vielecke  von  n Seiten,  beschrie- 
ben in  einer  oder  der  entgegengesetzten  Richtung,  als  es  Zahlen, 
kleiner  als  n,  giebt,  die  mit  n  theilerfremd  sind,  bnd  also  eigent- 
lich bloss  die  Hälfte  dieser  Anzahl,  wenn  man  niir  die  Vielecke, 
die  nach  einer  Richtung  beschrieben  werden,  aufzählt,  indem  die 
andern  mit  diesen  zusammenfallen.  Ob  mao  nämlich  von  l  zu  p, 
oder  von  1  zu  n  +  2— »  geht,  erhält  mao  dasselbe  Vieleck.  Ist 
aber  p —  1  zu  n  theilerfremd ,  so  ist  es  auch  (n +2— rf— 1 
=rn—Qp_l)>  und  dies  ist  zugleich  <n,  so  dass  diese  zwei  Viel- 
ecke nur  för  eines  zu  rechnen  sind,  wenn  sie  gleich  in  entgegen- 
gesetzte* Richtung  beschriebe!)  sind. 

Da  die  Anzahl  aller  zu  n  theileriremden  Zahlen  gerade  ist, 
so  kann  mau  immer  die  Hälfte  dieser  Anzahl  bestimmen. 

Das  Vieleck  von  n Seiten,  das  man  erhält,  wenn  man  von  1 
zu  p  geht  (/>  —  1  Abtheilungen  des  Kreisumiängs  überspringt), 
heisse  von  der  Ordnung  /i— -1.  Also 

n   Anzahl  der  Vielecke. 


\\ 

3 

 i. 

4 

■ 

* 

5 

zu  3;  also 

6 

• . . .  •  1 , 

7 

„    1  „  2,  1  zu 

3,  1  zu  4, 

8 

.... .  2,  ,, 

99           l    ff    2,    1  ,, 

9 

ft     1  >»  2>  1  ,, 

3,  1  5 

10 

 2,  „ 

ff    1  >t  2,  1  „ 

4, 

1»»»  3, 


Unter  Winkel  eines  solcheu  Vielecks  verstehen  wir  deo 
Winkel,  welchen  zwei  auf  einander  folgende  Seiten  desselben 
bilden;  es  ist  der  Winkel,  welcher  den  Mittelpunkt  enthält 

3.  Die  Summe  der  Winkel  eines  Vielecks  von  n  Seiten  uod 
der  (p-l)ten  Ordnung  ist  n [n  —  2(/?— I)] ,  vorausgesetzt,  dass 
p—l  theilerfremd  zu  n  ist. 

Denken  wir  uns  nämlich  vom  Mittelpunkte  des  Kreises  (allge 
mein  von  einem  Punkte  im  Innern  des  Vielecks)  gerade  Linien  aal 
die  Ecken  des  Vielecks  gezogen,  so  erhält  man  n  Dreiecke,  de- 
ren Winkelsumme  wt  ist.  Davon  gehen  die  Winkel  am  Mittel- 
punkte ab,  wenn  man  bloss  die  Winkel  des  Vielecks  berecnnen 
will.  Da  aber  der  Kreisumfang  (p—l)  mal  durchlaufen  ist,  so  ist 
die  Summe  der  Winkel  am  Mittelpunkte  2(p— 1)*;  also  bleibt  für 
die  Summe  der  Winkel  im  Vieleck  n[n  —  2(f> —  1)]. 

Wenn  »=2,  so  ist  diese  Summe  jt(ä-2),  wie  bekannt 
Wenn  n=2(p— l)+l==2p-l,  so  ist  die  Summe  aller  Winkeides 
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Vielecks  =».  Ist  also  »=2^-f  1,  and  man  geht  von  1  zu  ^-f-l, 
so  erhält  man  ein  Vieleck,  in  dem  alle  Winkel  zusammen  zwei 
rechte  betragen.  Wenn  n—2(p— 1)  +2  =  2p,  so  ist  die  Summe 
der  Winkel  =2».  Ist  also  »  =  2o  und  man  geht  von  1  zu  o\  so 
erhält  man  ein  Vieleck,  in  dem  die  Winkel  zusammen  vier  rechte 
ausmachen. 

.      '      ■  .  . 

Ist  das  Vieleck  regelmässig,  so  ist  jeder  Winkel 

Es  wurde  bis  jetzt  vorausgesetzt,  dass  die  «.Punkte  auf 
einem  Kreisumfang.  Uesen;  aber  es  ist  einleuchtend,  dass  die 
angeführten  Sätze  ebenfalls  bestehen,  wenn  dieselben  beliebig  auf 
einer  Ebene  vertheilt  sind.  Nur  kann  in  diesem  Falle  es  sich 
ereignen,  dass  einspringende  Winkel  vorkommen. 

4.  Da  der  Punkt  1^  wenn  man  denselben  sich  bewegend 
denkt,  den  Kreisumfang  (p— -l)mal  durchläuft,  so  kann  eine  Ge- 
rade von  demselben  2(p —  l)mal  getroffen  werden;  demnach  kann 
eine  Gerade  die  Seiten  eines  Vielecks  von  n  Seiten  und  der 
(p— •  l)ten  Ordnung  (immer  />  — 1  theilerfremd  zu  n)  in  2(^—1) 
Punkten  treffen. 

5.  Die  Zahl  i^±D  ist  theilerfremd  mit  2?+l.  Denn  sei 
r  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  und 

9(9+1)  _n   «f  +  l 

wo  also  n  und  ro  theilerfremd  sind  und  jedenfalls  m  nicht  =2  ist, 
so  sind  auch  2»  und  w  theilerfremd.   Da  aber 

9(0+1) =2nr,  20+l=i«r; 

so  hatten  also  auch  q(q-\-\)  und2^-fl  denselben  grössten  gemein- 
schaftlichen, Theiler  r.  Da  aber  q  und  y+l  keinen  gemeinschaft- 
lichen Theiler,  ausser  1,  haben,  eben  so  aber  auch  nicht  q  und 
2<y  + 1,  so  wie  q  +  l  und  29-f-l,  da  sonst  immer  auch  2«  4-1  —  « 
=  y  +  l,  2f+l—  (?  +  t)  =  0  denselben  Theiler  hätten,  so  folgt  da- 
raus» dass  r=l  sein  muss,  was  die  Behauptung  beweist. 

6.  Wenn  r  zu  2<y-T-l  theilerfremd  ist,  so  geben  die  2<y  +  l 
ersten  Glieder  der  arithmetischen  Reihe,  deren  erstes  Glied  r, 

and  deren  Unterschied  Sl£Ü)  wtj  wenn  man  sje  m-lt  2^+1  di- 

vidirt,  die  Reste  l,  2,...(2gr-f  1)  in  beliebiger  Ordnung,  und  der 
[2^r-f2)te  Rest  ist  r,  wo  natürlich  r<2y+l  angenommen  ist. 

Damit  nämlich  der  Rest  r  wieder  erscheine,  muss  für  x  und 
y   ganze  Zahlen: 
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4 

r+-2^  =('2tf+l)y  +  r, 


•rt;,"  i 


sein,  woraus  wie  in  1.  folgt,  dass  die  kleinsten  Werthe  von  je  und 

y  2y+l  «ni  5^tl)  si„d,  d.  h.  r  erscheint  nicht  wieder  als 

Rest,  als  beim  (2o/+2)ten  Gliede.  So  lange  ferner  a?<2o;+J  Ut, 
sind  alle  Reste  «verschieden.  Denn  seien  k  und  #  kleiner  als 
2o/+l,  so  musste  für  &>k': 


1).: 

r 


also  <*~*0^Ü^  aK»-*ij(29+J), 


dVb.,<|a "m%+J  tbellerfrenid  ist,  e^/müss^ 

(füren  5ty-fl  thettbar  sein,   was  unmöglich  ist.   Es  riebt  somit 
verschiedene  Reste,  die  demnach  die  Zahlen  1,  2,...?01, 
unter  denen  auch  r  vorkommt,  wenn  auch  in  beliebiger  Ordnung, 

umfassen.  -  • 

7.  Es  seien  2q+ 1  Punkte  im  Räume  aiigenarame»  und  die 
Aufgabe  gestellt,  in  einem  einzigen  Zuge  die  q(2q-\~l)  Geraden 
zu  beschreiben,  die  zwischen  diesen  Punkten  möglich  sind,  ohne 
dieselbe  Gerade  zweimal  zu  beschreiben. 

Man  bilde  die  Reihen: 

o  4  7  Ii  .  i . 

2+2M2),  4+«<f!>,  7+?M,  n+i^  

2^*M1>,  4+2.2^,  7+2.£^)  , 
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Jede  dieser  2y-f  1  Reihen  enthält  q  Glieder ;   die  erste  wird 

n(n4-\) 

gefunden,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  •  ■  V  ■  4- 1  fttr  u.  »etzt: 

1,  2,  3,.... q;  d'ie  zweite  ergiebt  sich  aus  der  ersten,  indem  man 

zu  den  Gliedern  der  ersten  Reibe  hiazazähtt,  u.  s.  f. 

Man  durchlaufe  nun,  vom  Punkte  1  ausgehend,  alle  Punkte,  die 
durch  die  erste  Reibe  bezeichnet  sind;  von  dem  letzten  dieser 

Reihe,  der  durch  +  i  bezeichnet  ist,  gehe  man  zum  ersten 

der  zweiten  Reihe  und  durchlaufe  eben,  so  die  Punkte  der  zwei- 
ten Reihe;  von  diesen  gehe  man  zu  denen  der  dritten  Reihe 
über  u.  s.  f.,  so  erhält  man  $r(2$f  +  l)  Linien,  die  alle  von  ein- 
ander verschieden  sind.  *  *•■-*•.> 


Betrachtet  man   dje  g  Vertikalreiben,   so    folgt   Pa^i  6. 


durch 

"  '- 

2        B  •  2  2  '     '  2  ■. 

i 

lezeichnen.  Sind  nun  m,  wi'  ganze  Zahlen,  so  werden  keine 
'.wei  der  q(%q+i)  Linien  dieselben  sein,  wenn  nicht  zugleich 

'(2</-H) 

-  - 

•der 


■ 


ein  kann.  Au«  den  ersten  zwei  Gleichungen  folgt  durch  Sub- 
aktioti: 

»  + 1    n'  + 1  =  (m'~  m)  (2*7+1) , 
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n~n'=(m'-fli)<2tf+t). 

Da  duo  nicht  zugleich  n~n'f  k=kf  sein  darf,  so  ist  diese 
Gleichung  unmöglich,  indem  n  und  nf  <  q  sind.  Sie  wäre  mir 
möglich  für  n=w',  also  w=ro',  woraus  aber  k  —  hf  folgen  würde, 
was  unstatthaft  ist,  da  sonst  die  oben  angegebenen  Ponkte  statt 
zweier  Paare  nur  ein  einziges  sein  würden. 

Aus  den  andern  zwei  Gleichungen  würde  eben  so  folgen: 

n+1  =  -(w'+l)+ (m'-«n)  (2?-f-l), 
n+n'+2=(W^)(2o+l). 

Da  aber  n  und  nf  kleiner  als  q.  so  ist  n+n'+2<2^-r-l,  so  das« 
diese  Gleichung  ebenfalls  unmöglich  ist.  Woraus  denn  die  Be- 
hauptung folgt. 

Würde  man  die  (42y-|-2)te  Reihe  bilden,  so  würden  die  Punkte 
derselben  mit  denen  der  ersten  Reihe  zusammenfallen  u.  s.  f. 
Der  letzte  Punkt  der  (2q  +  l)ten  Reihe  fallt  mit  dem  ersten  zu- 
sammen. 

Man  kann  also  ohne  Verdoppelung  einen  Faden  über  die 
Seiten  und  Diagonalen  eines  Vielecks  von  ungerader  Seitenanzahl, 
so  wie  über  die  Kanten  und  Diagonalen  eines  Polyeders  von  un- 
gerader Eckenzahl  wickeln. 

8.  Wenn  die  Anzahl  der  Punkte  gerade  ist,  so  ist  die  Auf- 
gabe unmöglich.  Denn  seien  l,  2, ....£9  die  Punkte,  so  mifcste 
man,  wenn  die  Aufgabe  möglich  wäre,  in  einer  Linie  fort  alle 
q(2g — 1) (Verbindungen  zu  zwei  schreiben  können,  so  dass  die 
Anfangszahl  jeder  Verbindung  die  Endzahl  der  vorangehenden 
wäre,  und  zugleich  am  Anfang  und  Ende  der  Linie  dieselbe  Zahl 
stünde.  Ein  jeder  Punkt,  z.  6.  1,  würde  also  eine  gerade  Anzahl 
mal  vorkommen,  d.  h.  es  würden  von  jedem  Punkte  eine  gerade 
Anzahl  Linien  ausgehen,  was  falsch  ist. 

So  ist  es  z.  B.  unmöglich,  durch  einen  einzigen  Zug  die  vier 
Seiten  und  die  zwei  Diagonalen  eines  Vierecks  zu  beschreiben. 

9.  Man  habe  ein  ebenes  Vieleck  von  n  Seiten  und  der  Ord- 
nung p — 1;  man  nehme  einen  Punkt  O  ausserhalb  der  Ebene 
dieses  Vielecks  an  und  lege  durch  ihn  und  jede  Seite  des  Viel- 
ecks Ebenen,  so  erhält  man  in  O  eine  körperliche  Ecke  von» 
Seiten  und  der  Ordnung  p — 1.  Eine  Gerade  kaun  seine  Seite« 
also  in  2(p  —  1)  Punkten  schneiden  (4.).  Denkt  man  sich  um 
O  eine  Kugel ,  so  bilden  die  Durchschnitte  der  genannten  Ebe- 
nen mit  der  Kugelfläche  ein  Kugelvieleck  von  n  Seiten  und  der 
Ordnung  p — 1.  Im  Folgenden  sollen  jedoch  bloss  Kugelvielecke 
der  ersten  Ordnung  betrachtet  werden. 

m 

10.  Man  habe  ein  regelmässiges  Kugelvieleck  von  n  Seiten, 
von  dem  jeder  Winkel  =a  Rechte  ist,  so  ist,  wenn  /"solcher 
Vielecke  g  mal  den  Flächeninhalt  der  Kugel  bedecken,  offenbar 

f(na-2n+i)=8g. 
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Wir  wollen  nun  annehmen ,  diese  f  Vielecke  wären  so  gelegt, 
dass  sie  einerseits  »mal  die  Kogel  bedecken,  anderseits  jeweils 


ff  Winkel  in  einem  Punkte  zusammengelegt  sind  und  dort,  durch 
die  den  Seiten  entsprechenden  Sehnen,  eine  körperliche  Ecke 
der  Ordnung  p-1  bilden.   Für  diesen  Fall  ist  offenbar  (1.): 

9a=4(/*— 1); 

so  dass  also  zu  gleicher  Zeit  folgende  Gleichungen  bestehen 
müssen: 

f(na-Zn+4)z=8g ,  qa=4(p—l), 

worin  n,  g,  q,  p  ganze,  positive  Zahlen,  p  —  l  tfceilerfremd 
zu  q  ist,  und  »  und  q  nicht  unter  3  sind. 


Sei  nun  zunächst 

und 

* 

4 

a)  n=z£&,  q=3,  so  ist  «=j>  /"=4,   d.  h.  man  hat  das  regel- 
mässige Tetraeder; 

ß)  rc=3,  o=4,  so  ist  a=l,   /=8,  d.  h.  man  bat  das  rcgeU 
massige  Oktaeder; 

4 

y)  nss3,  9=5,  so  ist  o=g  ,  /=20,  d.  b.  man  hat  das  regel- 
mässige Ikosaeder. 

Für  n=3,  kann  nicht  9^6  sein. 

t5)  n=4,  9=3,  ao  ist  ö=<r>  /"=6,   d.  h.  man  hat  das  regel- 
mässige Hexaeder« 

4 

r)   n=5,  9=3,  so  ist  a=j ,  /=12,  d.  b.  man  hat  das  regel- 
mässige Dodekaeder. 

H5ber  als  n=5  kann  man  nicht  mehr  gehen. 

p=3. 

Das  Fünfeck  bietet  zuerst  ein  Vieleck  der  2ten  Ordnung 
ar  (2.).    Sei  also  9=5  und 

o     1  H     „  2O.9 

«)  «=3,  also  a=g  ,  /=-y^, 

roraus  in  den  kleinsten  Zahlen: 

5r=7,  /=20. 
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Wenn  dieser  Körper  also  besteht,  so  bat  er  20  dreieckige 
Seitenflächen  und  bedeckt  die  Kusel  7 mal.  Man  bildet  ihn  ver- 
mittelst des  regelmässigen  lkosaederg.  Von  jeder  Ecke  des  letz- 
tem gehen  sechs  Diagonalen  aus,  von  denen  fünt  gleich  sind  und 
die  Kanten  einer  fünffachen  körperlichen  Ecke  der  zweiten  Ord- 
nung bilden.  Die  zwölf  derartigen  Ecken  bilden  20  gleichseitige 
Dreiecke,  gleich  geneigt  auf  einander,  so  dass  dadurch  der 
Stern-Ikosaeder  hervorgebracht  wird. 

....  g  ... 

ß)  11=5,  also  a=g  und  /=4$r.  Da  die  körperlichen  Ecken 

von  der  zweiten  Ordnung  sind,  so  ist  Sei  also  g=3,  und 

daher  /"=I2,  so  erhält  man  einen  Körper,  der  ebenfalls  besteht. 
Man  erhält  ihn  aus  dem  regelmässigen  lkosaeder.  Von  jeder  Ecke 
des  letztern  gehen  5  Kanten  aus,  deren  Enden  ein  regelmässiges 
Fünfeck  bilden.  Die  zwölf  Fünfecke  machen  den  Stern-Dode- 
kaeder aus. 

11.  Wenn  man  in  dem  letzten  Körper,  der  die  Kugel  3mal 
bedeckt,  die  Seiten  der  Flächen  zu  je  zwei  verlängert,  bissie 
sich  treffen,  so  erhält  man  12  regelmässige  Fünfecke  der  zweiten 
Ordnung,  die  sich  zu  3  um  20  Ecken  vereinigen  nndifeinen  neuen 
Stern-Dodekaeder  bilden,  der  von  Fünfecken  der  zweiten  Ordnung 
gebildet  ist.  Er  hat  20  dreifache  Ecken ,  30  Kanten,  und  bedeckt 
die  Kugel  5 mal,  während  die  körperliche  Ecke  von  der  4teo  Ord- 
nung ist. 

Verlängert  man  eben  so  im  gewöhnlichen  regelmässigen  Do- 
dekaeder die  Seiten  der  12  Fünfecke,  so  erhält  man  einen  neuen 
8 tern -Dodekaeder,  gebildet  von  Fünfecken  der  zweiten  Ordnung. 
Diese  vereinigen  sich  zu  fünf  an  jeder  Ecke  und  die  Oberüache 
des  Polyeders  bedeckt  die  Kugel  nur  zweimal. 

Diese  vier  Körper  sind  die  einzigen  regelmässigen  Stern- 

polyeder,  deren  Bestand  nachgewiesen  ist. 

.»*••'• 


« .  ... 
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IM  I  s  c  e  1 1  e  n. 


Ueber  den  Inhalt  einer  gewissen  Art  von  Körpern, 
die  vielleicht  bei  der  näherungswefoen  Bestimmung  der 
Schiffsräume  von  Nutzen  sein1  können. 

Von  dem  Herausgeber. 


In  Taf.  Vll.  Fig.  6,  sei  ABCDEF  ein  Körper  von  folgender 
Beschaffenheit.  Die  eine  begränzende  Ebene  AB  CD  desselben 
sei  ein  Trapeziuni  mit  den  parallelen  Seiten  AB  und  CD,  welche 
mf  der  ihre  Mittelpunkte  fc  und  H  mit  einander  verbindenden 
»eraden  Linie  GH  sebkrecht  stehen.  Die  -heiden  auf  der  Ebene 
dB  CD,  und  also  nach  dem  Vorhergebenden  auch  auf  der  Linie 
GH  senkrecht  stehenden  bekränzenden  Ebenen  AEB  und  CFD 
msers  Körpers  seien  Parabelsegmente,  deren  Axen  die  äuf  «Vn 
Linien  AB  und  CD.  in  deren  Mittelpunkten  G  und  H,  und  also 
inch  auf  der  Ebene  AB  CD  und  der  Linie  GH  senkrecht  stehen- 
Jen  Linien  £6?  und  FH  sind.  Die  Scheitel  dieser  Parabelseg- 
nente sind  E  und  F.  Endlich  sei  die  unsern  Körper  begränzende 
Grumme  Fläche  ABCDEF  so  beschaffen,  dass  jeder  auf  GH 
enkrecht  stehende  Queerschnitt  des  Körpers  ein  Parabel segment 
st  5  dessen  Axe  in  der  auf  der  Ebene  AB  CD  senkrecht  stehen- 
len  Ebene  EFGH,  und  dessen  Scheitel  in  der  die  Scheitel  E 
ind  F  der  Parabelsegmente  AEB  und  CFD  mit  einander  verbin- 
lenden  geraden  Linie  EF  liegt. 

Um  das  Volumen  V  dieses  Körpers  zu  bestimmen,  setze 
lan  der  Kürze  wegen  AB~xx,  CD  =  x«;  EG  =  yl9  FH=y~\ 
nd  bezeichne  die  Abstände  der  Punkte-  &  und  //-von  einem  in 


der  Linie  GH  oder  deren  Verlängerungen  beliebig  angenommenen 
Punkte  respective  durch  Mj  und  u%,  wobei  wir  jedoch  annehmen 
wollen,  dass  ux  kleiner  als  w.2  sei,  was  offenbar  immer  verstattet 
sein  wird.  Bezeichnen  wir  indes«  zuerst  die  Linien  AB  und  EG 
überhaupt  respective  durch  x  undy,  und  den  Abstand  des  Punk- 
tes G  von  dem  in  der  Linie  GH  oder  deren  Verlängerungen  an- 
genommenen Punkte  Oberhaupt  durch  u,  so  ist  aas  Parabel- 

segment  AEB  =  ^ xy;  siod  aber  ferner  ^x=^  ött  +  9  ^  0<*er 

x=au-{-b  und  y=zctu  -f-  ß  die  Gleichungen  der  Linien  AC  oder 
BD  und  EF,  so  ist  das  Parabelsegment 


und  folglich  offenbar  der  gesuchte  körperliche  Inhalt 


'    -«  ... 


oder 


4/ 


2 

"St/  : 


(<!«  +  6)(«tf-|-ß)  ök, 


•  > 
«1 


d.  i. 


1    .  • 


"r  »      .      -  . 

oder 

F  =  |(%-%)lJ^i%H^+tH^(^+.«6i  («s+*i)  +  W- 


•  •• 


Es  ist  aber 


also 


"2  - 1% 


glich,  wie  man  leicht  lindet: 


igmzea  Dy 
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>  .      »(•...'  i; 


.  ■  •  • 


■ 


Nach  gehöriger  Entwicklung  der  eingeklammerten  Grösse 
findet    man   leicht,     dass    in    derselben    die   Grössen  xtyi 

and  x^y*  beide  in  ö-(tta*— d|e  Grössen  arjjfa  und  x2yi  beide 

j  «*  •   '  « 

in  ^  («a— «i)*  multiplicirt  sind;  also  ist 


oder 


2  1 


V—  g-(«%—«i)l2(*i3fi  +^aya)  +  .^2  +  ^a.Vi ) ; 


oder,  wenn  wir  u^— Ui~w  setzen: 


oder 


r/der 


1 


1 


In  Bezug  auf  die  Figur  ist 


1 

Vz=z^GB.  [AB  .  (2EG  +  FH)  +  CD .  (2FH  +  EG)\ 

1; 

►der 

Dass  die  Linien  GH,  AB,  CD,  EG,  FH  bei  Körpern  wie 
er  yorliegende  immer  sehr  leicht  gemessen  werden  können,  sieht 
iao  sogleich  ein,  und  auch  die  Rechnung  nach  den  obigen  For- 
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mein  bietet  keine  Schwierigkeit  dar,  weshalb  man  also  diese 
Formeln  wohl  zw  näherungsweisen  Berechnung  der  Schiffsräume 


iiider  Praxis  sollte  gebrauchen  können,  wenn  man  nur  die  Quer- 
schnitte des  Schiffs  mit  hinreichender  Annäherung  als  Parabelseg- 
mente betrachten  kann,  was  übrigens  schon  öfter  in  Vorschlag 
gebracht  worden  ist  >  \ 

■ 

Zerlegt  man  ein  Schiff  in  mehrere  solche  Körper  wie  der  vor- 
her betrachtete  von  der  gemeinschaftlichen  oder  gleichen  Höhe«, 
so  ist  in  leicht  durch  sich  selbst  verständlicher  BezeicbouDg, 
wenn  n  die  Anzahl  der  Theile  ist; 


/  +  2fe)  +  *»(2yl  +  yi) 

u.  s.  w. 

+  xn  &yn + y  «+i ) + (2^«+! + y«) 
oder,  wenn  L  die  ganze  Länge  des  Schiffs  bezeichnet: 

*i  (%i  +3te) 

^+.r4(%4  +  y3+y6) 
u.  s.  w. 


.  1 


+  #»(4jfa+.yn-i+yii+t) 
1+^+1(2^,+^)  / 


i 


oder 


9  "  (+  ^iya+^2(yi  +ysH*i(y*+yd  + .... + +y»+i )  +*«+iy«j 


Für  n  =  2  ist  z.  B. 

oder 

Ii''  i  •  , «•»»•         *•  ,  .•.  :t  •  .  »  •    *  * 


igmzea  Dy 
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•  D,eAe"  £egenstand  DOch  weiter  «wwiiWhren,  ist  jetzt  nicfct 
meine  Absicht. 

•  HI!   •"•  :  :  .    v\    I  .  ;  '  '  1  Uli«  //  •  , 

Schreiben  des   Herrn  Franz  Dietzel,   Lehrer  an  der 
Königlichen  Baugew erkenschnle  zu  Zittau,  an  den  Heraus- 
geber. ;  -■■   1  \     *.  v 

Ich  erlaube  mir  Ihnen  eine ,  in  den  letzten  Tagen  von  mir 
gefundene  Formel  für  die  Bestimmung  de«  Kubikinhaltes  der  ab- 
gekürzten Pyramide  mitzutheiten.  Dieselbe  ist  zwar  für  die  Wis- 
senschaft nicht  von  Bedeutung,  für  den  elementaren  Unterricht 
und  die, Praxis  aber  nicht  ganz  ohne  Wichtigkeit.  Wenigstens, 
haben  wir  das  Letztere  einige  Baumeister,  denen  ich  sie  raittheilte> 
versichert. 

Bezeichnet  man  (Taf.  VII.  Fig.  7.)  den  Flächeninhalt  der  un. 
tern  Grundfläche  ABC...  der  abgekürzten  Pyramide  ABC...  mit 
F,  den  der  obern  abcd...  mit/',  den  Abstand  beider  mit  A,  sowie 
den  Abstand  der  obern  Grundfläche  «6c...  von  der  fingirten  Spitze 
Ä  mit  A';  seien  ferner  ab  und  AB  zwei  beliebige,  aber  in  der- 
selben Seitenfläche  Kegende  Seiten  der  Grundflächen  und  werde 
ab  mit 7,  AB  mit  L  bezeichnet;  so  ist  • 

Sa:&4=/:L=A':Ä-f  Ä' 


.  ■  t 


oder 


woraus  folgt 


/:Z,-/=A':A, 


ferner  ist 


folglich 


2)  f=&F, 

3)  F=±f. 

r 

Sun  ist  der  Inhalt  J  der  abgekürzten  Pyramide  gleich  der  ganzen 
Pyramide,  weniger  dem  abgeschnittenen  Stück,  also 
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und  wenn  man  1)  substituirt: 


I.  J 


oder  wenn  man  2)  und  3)  substituirt: 


Die  Formel  1.  wird  man  anwenden,  wenn  beide  Grundflä- 
chen Fund  f  leicht  zu  bestimmen  sind;  IL,  wenn  die  untere 
Grundfläche  nicht ,  sondern  nur  eine  Seite  L  derselben ,  und  III., 
wenn  die  obere  Grundfläche  nicht  leicht  zu  bestimmen,  sondern 
nur  eine  Seite  /  derselben. 


Es  Dessen  sich  daraus  noch  Folgerungen  ziehen,  z,  H.  für  das 


einzuschlagen  hat,  wo  man  nur  durch  den  tiefsten  Punkt  eine 
Parallele  zur  Grundfläche  zu  ziehen  hat  u.  s.  w.,  was  ich  aber, 
um  nicht  weitläufig  zu  werden,  nicht  weiter  ausführen  will. 

Zittau  d.  12.  Febr.  1840. 


Verfahren,   welches  man 
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Arithmetik. 


Sammlung  von  Inf egraltafeln  zum  Gebrauch  für  den 
Unterricht  an  der  Künigl.  Allgemeinen  Bauschule  und 
dem  Koni  gl.  Gewerbe-Institut.  Im  Auftrage  des  Mini- 
steriums lur  Handel,  Gewerbe  und  Öffentliche  Arbei- 
ten bearbeitet  von  F.  Minding,  Doctor  der  Philosophie 
und  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu 
Dorpat.    Berlin  1841).  kl.  4.  1  Thlr.  5  Sgr. 

Wir  beeilen  uns  das  Erscheinen  eines  Werkes  anzuzeigen, 
durch  welches  einem  wahren  Bedurfnisse  sowohl  bei  dem  Unter- 
richte in  der  Integralrechnung  und  der  höheren  Mathematik  über- 
haupt,-als  auch  bei  den  vielfachen  -  Anwendungen ,  welche  sich 
/on  derselben  machen  lassen, " abgeholfen  wird.  Es  ist  bekannt, 
iass  schon  Leibniz  vielfach  auf  die  grosse  Wichtigkeit  analyti- 
scher Tafeln  hingewiesen  hat;  für  keinen  Theil  derAnalysis  sind 
«olche  Tafeln  aber  wichtiger  als  für  die  Integralrechnung.  Die 
;rsten  Integraltafeln  lieferte  der  um  das  Studium  der  Mathema- 
ik  vielfach  verdiente  Meyer  Hirsch  im  Jahre  1810,  und  man 
cann  wohl  sagen,  dass  diese  Tafeln  den  Hauptiuhalt  der  damals 
lie  Integralrechnung  in  ihrer  Gesammtheit  repräsentirenden  Werke 
on  Eni  er  und  Lacroix  darstellten,  und  deshalb  allen  billigen 
Ansprüchen  entsprachen,  da  sie  jedenfalls  auch  für  den  prakti- 
chen  Gebrauch  im  Ganzeu  zweckmässig  eingerichtet  waren.  Diese 
Tafeln  von  Meyer  Hirsch  sind  min  aber  t^ehr  lange  vergriffen 
iod  im  Buchhandel  nicht  mehr  zu  haben,  was  wohl  jeder  Lehrer 
ler  höheren  Analysis  und  mancher  Praktiker  schon  oft  unange- 
iehm  empfunden  hat.    Wir  erinnern  uns  schon  einigemal  Ankün 
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digungen  neuer  Integraltafeln  gelesen  zu  haben ;  aber  kein  solches 
projeetirtes  Unternehmen  scheint  zur  Ausführung  gekommen  zu 
sein,  was  namentlich  rücksichtlich  der  Tafeln  zu  bedauern  ist, 
die,  so  viel  uns  noch  erinnerlich  ist  — '  da  uns  in  diesem  Augen- 
blicke nicht  die  nöthige  Zeit  zu  genauem  literarischen  Nacbsu- 
i'hungen  zu  Gebote  steht  —  vor  einigen  Jahren  der  sehr  verdiente 
und  geschickte  Herr  Professor  Motn  in  Linz  in  den  Astrono- 
mischen Nachrichten  ankündigte,  da  diese  Ankündigung  zu 
sehr  schönen  Hoffnungen  berechtigte.  Als  eine  neue  Ausgabe 
der  völlig  vergriffenen  Tafeln  von  Meyer  Hirsch  ist  nun  das 
vorliegende,  wohl  auch  in  demselben,  mir  an  einen  andern  Besi- 
tzer übergegangenen  Verlage  erschienene  Werk  in  gewisser  Rück- 
sicht zu  betrachten,  wenn  auch  die  Gerechtigkeit  gegen  den  jetzi- 
gen Herrn  Verlasser  erfordert,  gleich  hier  zu  bemerken,  dass 
sein  Werk  eigentlich  eine  ganz  selbstständige  Arbeit  ist.  und  in 
vielen  Punkten,  die  wir  nun  etwas  naher  bezeichnen  wollen,  von 
seinem  Vorgänger  wesentlich  abweicht 

Zuerst  billigen  wir  es  ganz,  dass  der  Herr  Verfasser  die  Me- 
thoden und  Formeln  zur  Zerl  egung  der  gebrochenen  Functionen 
in  Partiaibrüche ,  mit  denen  Meyer  Hirsch  seine  Tafeln  beginnt, 
ganz  weggelassen  hat,  weil  diese  jedenfalls  nur  in  die  Lehr- 
bücher der  Integralrechnung  gehören,  und  aus  denselben  erlernt 
werden  müssen.  Nicht  ganz  einerlei  Meinung  können  wir  mit  dem 
Herrn  Verfasser  darin  sein,  dass  auch  die  RedHctionsformeln, 
von  denen  in  der  Integralrechnung  so  häufiger  Gebrauch  gemacht 
wird,  ünd  für  welche  Mever  Hirsch  daher  auch  eine  ziemlich 
vollstä  ndige  Tafel  geliefert  hat,  ganz  weggelassen  worden  sind; 
denn  wenn  allerdings  diese  Formeln  eigentlich  zu  den  Integra* 
tionsm  et  h  o  den,  und  deshalb  streng  genommen  in  eine  Samm- 
lung von  Integral  form  ein  nicht  gehören,  so  ist  es  jedoch  jeden- 
falls sehr  angenehm,  sie  in  den  ältern  Tafeln  von  Meyer  Hirsch 
ihres  häutigen  Gebrauchs  wegen  au  einem  Orte  beisammen  zu 
lindeu.  Indess  können  auch  in  diesem  Punkte  die  Lehrbucher, 
welche  die  Ueductionsformeln  nothwendig  enthalten  müssen,  leicht 
zur  Ergänzung  der  Tafeln  dienen,  und  wir  wünschen  daher  aus 
unserer  vorhergehenden  Bemerkung  keineswegs  eiuen  bestimmten 
Tadel  der  vorliegenden  neuen,  gewiss  sehr  verdienstlichen  Tafein 
entnommen  zu  sehen,  da  dem  Herrn  Verfasser  wohl  auch  der 
auf  dem  Titel  angegebene  specielle  Zweck  derselben  gewisse 
Schranken  vorzeiebnete.    Kücksiehtlich  der  anderen  Abvveicbun- 

§en  von  den  älteren  Tafeln  von  Meyer  Hirsch  wollen  wir  nun 
en  jetzige/i  Herrn  Herausgeber  selbst  reden  lassen: 

„Bei  Ausarbeitung  dieser  neuen  Tafeln  ist  der  im  Unterrichte 
bewährte,  auf  stufenweisen  Fortschritt  vom  Einfacheren  zum  Zu- 
sammengesetzteren gegründete  Plan  der  früheren  Tafeln  im  Gan- 
zen beibehalten  worden,  jedoch  mit  wesentlichen  Abänderungen, 
nämlich: 

1.  Das  den  Tafeln  zu  Grunde  liegende  System  von  allgemei- 
nen Formeln  ist  in  seinen  einzelnen  Gliedern  mehr  entwickelt  und 
in  das  Ganze  verwebt  worden,  indem  theils  jeder  Tafel  die  ihr 
entsprechende   allgemeine  Formel,   nach  Umständen  in  mehrem 
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Gestalten,  vorangestellt  ist,  theils  die  mehrere  Tafeln  zugleich 

umfassenden  Formeln  an  den  gehörigen  Orten  eingeschaltet  sind. 

< 

2.  Die  Zurückweisungen  von  einer  Tafel  auf  die  andere  sind 
auf  ein  geringeres  Maass  beschränkt  worden,  um  überall,  so  lange 
nicht  allzu  grosse  Weitläufigkeit  entstand,  vollständig  ausgerech- 
nete Formeln  vorzulegen. 

3.  Integrale,  welche  durch  sehr  nahe  Tiegende  Substitutionen 
in  andere  einfachere  ubergehen,  sind  unter  der  einfacheren  Form 

//x^H~i^x 
a  +  bxn' 
xm~löx 
V\  ba^+cx2»  m  **er  er8*CD  Abtheilung,  welche  man  nur  dann 

unmittelbar  in  den  Tafeln  findet,  wend  m  und  n  keinen  geinein- 

/"*  xBx 
a-\-bx*  ^orm 

;i  / — r7T~ä>  /  1 — ,  l  a\  >a  der  form  7-  /  — : — . -r-r  u.  s.  w.  gefunden 

wird.  Öurch  diese  Unterscheidung  werden  viele  störende  Wie- 
derholungen vermieden. 

4.  Mehrere  Tafeln  über  bestimmte  Integrale  und  andere  wich- 
tige, erst  in  neuester  Zeit  entstandene  oder  verbreitete, ,  analyti- 
sche Entwicklungen  sind  in  der  vierten  und  fünften  Abtheilung 
hinzugefügt  worden.  Hier  konnten  auch  die  Beweise  der  Formeln 
nicht,  wie  in  den  andern  Abtheilungen  —  wo  sie  nämlich  durch 
Differentiation  der  Integrale  sich  von  selbst  ergeben  —  übergan- 
gen werden;  doch  sind  sie  möglichst  kurz  gefasst  worden,  um 
die  tabellarische  Form,  so  weit  es  anging,  auch  hier  zu  bewahren. 

- 

An  verschiedenen  Stellen  sind  die  den  trigonometrischen  nach- 
gebildeten hyperbolischen  Functionen  gebraucht  worden,  nämlich 
der  hyperbolische  Sinus,  Cosinus,  Tangens,  Cotangens  von  x9  be- 
sei  ebnet  durch  Binar,  <tofx,  €an$r,  £otan$x.  Man  hat  be- 
kanntlich 

Gofx-  jj  ,  Bin   ^  '  Ca»t3ar=  > 

^  (Lüfx 


■ 

Ferner  2(cats  (Btn  =  a;)  oder  31  tc  Bin  x = I  og  (x  +  Vx2  + 1) 

■ 

/*     ÖX  r  - 

2lrc  €of.r  =  log  (x  +  V^r2— 1) 
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Die  sonstigen  Bezeichnungen  sind  die  allgemein  üblichen. 

In  allen  diesen  Punkten  sind  wir  mit  dem  Herrn  Herausgeber 
vollkommen  einverstanden,  und  glauben  auch,  dass  er  bei  der  Mit 
theilung  verschiedener  neuer  Entdeckungen  und  Entwicklungen, 
durch   welche  die  Integralrechnung  in  neuester  Zeit  allerdings 
sehr  erweitert  und  bereichert  worden  ist,  meistens  das  für  den 
vorliegenden  Zweck  richtige  Maass  getroffen  hat,  wie  z.  B.  in 
der  fünften  und  letzten  Abtheilung  bei  den  Elliptischen  Functionen, 
wo  er  sich  seiner  eigenen  Angabe  nach  hauptsächlich  an  Legendre: 
Traite  des  foncffons  elliptiques.  Tome  I.  Paris,  18*25. 
gehalten  hat,  wenn  freilich  auch  die  Tafel  den  gegenwärtigen  Zu 
stand  dieser  wichtigen  Lehre  nicht  vollständig  darstellt»  was  aber 
auch  nicht  möglich  gewesen  sein  würde,  ohne  dem  Buche  einen 
ganz  ungebührlichen  Umfang  geben  zu  müssen,  weshalb  wir,  wie 
schon  erinnert,   rücksichtlich  des  hier  mit  Umsicht  iniie  gehalte- 
nen Muasses  ganz  mit  dem  Herrn  Vf.  übereinstimmen.  Dasselbe 
gilt  von  den  Gatnmafunctionen ,  dem  Integrallogarithmus,  den  En* 
ler  sehen  Integralen  und  anderen  keinem,  wer  mit  den  neueren  Fort- 
schritten der  Integralrechnung  vollständig  vertraut  ist,  unbekann 
ten  bestimmten  Integralen,  wobei  wir  jedoch  im  Interesse  der 
Wissenschaft  an  sich  den  Wunsch  nicht  unterdrücken  können, 
dass  es  einmal  dem  Herrn  Vf.  oder  einein  andern  mit  deu  neue- 
ren Fortschritten  der  Integralrechnung  vollständig  vertrauten  Ge- 
lehrten gefallen  müchte,  ein  zweckmässig  geordnetes  vollständiges 
Verzeichniss  aller  bis  jetzt  gefundenen  bestimmten  Integrale,  also 
mit  anderen  Worten  eine  besondere  Tafel  der  bestimmten  Inte- 
grale zu  liefern,  mit  einer  kurzen  Nachweisung  der  Quellen,  wo 
sich  dieselben   entwickelt  finden;  so  viele  Schwierigkeiten  eine 
solche  Arbeit  auf  der  einen  Seite  haben  dürfte,  so  nützlich  wurde 
sie  auf  der  andern  sein.    In  der .  vorliegenden  Tafel  scheint  uns 
indess,  ohne  dieselbe  rücksichtlich  ihres  Zweckes  ungebührlich 
ausdehnen  zu  müssen,  auch  für  die  bestimmten  Integrale  hinrei- 
chend gesorgt  zu  sein. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  nun  bloss  noch  bemerken,  dass  wir 
allerdings  in  einer  Beziehung  noch  eine  Vervollständigung  der 
vorliegenden  Tafeln  gewünscht  hätten,  die  denselben  auch  ohne 
zu  grosse  räumliche  Ausdehnung  derselben  leiejit  hätte  gegeben 
werden  können,  und  nach  unserer  Meinung  auch  namentlich  dem 
auf  dem  Titel  angegebenen  speciellen  Zwecke  dieser  Tafeln  sehr 
förderlich  gewesen  sein  würde.    Man  weiss  nämlich,  wie  unge 
mein  wichtig  für  alle  Anwendungen  der  Integralrechnung-  die  Me- 
thoden zur  näherungsweisen  Ermittelung  bestimmter  Integrale  sind. 
Fassen  wir  z.  B.  nur  einen  für  Deutschland  gerade  gegen  warn« 
überaus  wichtigen  Gegenstand,  die  Schiffsbaukunst  und  das  Schiff* 
manoeuvre,  ins  Auge,  so  finden  die  genannten  Methoden  z.  & 
bei  der  Bestimmung  des  eubischen  Inhalts  der  Schiffe,  der  Schiff* 
aichung,  der  Bestimmung  des  Wasseruasses ,  bei  der  Ermittelung 
des  Schwerpunkts,  deT  so  höchst  wichtigen  Stabilität  der  Schiffe 
ihrer  Trägheitsmomente  Behufs  des  Schwankens  und  Stampfens 
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der  Schiffe  (roulis  et  tangages),  selbst  auch  des  Widerstandes 
ii.  s.  w.  die  wichtigste  Anwendung,  und  überhaupt  in  keinen  Theil 
der  Schiffsbaukunst  ist  eine  gehörig  wissenschaftlich  begründete 
Einsicht  möglich,  ohne  eine  vollständige  Kenntniss  der  zur  Er- 
mittelung der  Werthe  bestimmter  Integrale  erforderlichen  Metho- 
den zu  besitzen.  Wenn  sich  nun  auch  freilch  von  diesen 'Metho- 
den geivissermassen  dasselbe  sagen  lässt,  was  oben  von  den 
Methoden"  zur  Zerlegung  der  gebrochenen  Functionen  in  einfache 
Bruche  und  von  den  Reductionsformeln  gesagt  worden  ist,  so  hät- 
ten wir  doch  gewünscht,  dass  wegen  ihrer  so  überaus  grossen 
Wichtigkeit  für  alle  Anwendungen  der  Integralrechnung: 

t.  den  Formeln  und  numerischen  CoefBcienten  von  Cotes 
(Aestimatio  errorum  in  mixta  mathesi  etc.  auctore  Ro- 
gero  Cotes.  Lemgoviae.  1768.  8.  p.  86.  in  der  besonderen 
Abhandlung:  De  methodo  di fferenti al i  Ne wtoniana.); 

2.  den  mit  diesen  Cotesischen  Formeln  in  naher  Beziehung  ste- 
henden, nach  unserer  Meinung  eben  so  wichtigen  Correctionsfor- 
meln  und  numerischen  Coefticienten  von  Stirling  (Methodus 
d  i  fferential  is:  sive  Tractatus  de  summatione  et  inter- 
polatione  serierum  infinitarum.  Londini.  1739.  pag. 
146.); 

und  endlich 

3.  den  berühmten  Formeln  und  numerischen  Coefticienten  von 
Gauss  (Methodus  nova  integralium  valores  per  appro- 
ximationem  invenieudi  in  den  Commentati ones  socie- 
tatis  regiae  scientiaruiu  Gottingensis  r ecentio.res. 
Vol.  III.  Gottingae.  1816.  pag.  39.),  welche  als  eine  höchst 
wichtige  Erweiterung  der  Cotesischen  Formeln  zu  betrachten  sind; 

eine  besondere  Tafel  gewidmet,  und  die  Art  der  Anwendung 
dieser  Formeln  kurz  erklärt  und  etwa  durch  ein  Paar  Beispiele 
erläutert  worden  wäre,  wodurch  gewiss  der  sehr  zu  wünschenden 
Einführung  dieser  Formeln  in  die  verschiedenen  Zweige  der  Pra- 
xis wesentlicher  Vorsrhub  geleistet  worden  wäre;  auch  würde 
eine  kurze  Hindeutung  auf  die,  als  ganz  specielle  Fälle  der  obi- 
gen Formeln  zu  betrachtenden  Formeln  von  Simpson  oder 
Chapman,  die  schon  in  der  Praxis  allgemein  Eingang  gefun- 
den haben,  ohne  zu  vielen  Raum  in  Anspruch  zu  nehmen,  zu 
geben  leicht  möglich  gewesen  sein.  Vielleicht  entschliesst  sich 
der  Herr  Verfasser,  seine  Tafel  durch  eine  kleine,  in  gleichem 
Format  gedruckte  Tafel  aller  dieser  Formeln  noch  zu  vervollstän- 
digen, die  dann  jeder  Besitzer  des  vorliegenden  Buchs  demsel- 
ben leicht  noch  anbinden  lassen  kann. 

Wir  schliessen  mit  der  bestimmten  Hoffnung,  dass  das  vor- 
liegende Buch,  welches  einem  wesentlichen  Bedürfnisse  auf  zweck- 
mässige Weise  abhilft,  viele  Käufer  und  eine  weite  Verbreitung, 
die  es  in  der  That  auch  vollkommen  verdient,  finden  wird.  Der 
Druck  und  überhaupt  die  äussere  Ausstattung  ist  sehr  schön,  und 
die  Zahl  der  S.  V.  und  S.  VI.  angezeigten  Druckfehler  ist  mit 
Kucksicht  auf  die  Schwierigkeit  des  Drucks  nicht  gros«. 
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Programm  des  Herzoglichen  Realgymnasiums  zu 
Gotha,  h erausgegeben  Ostern  1849.  Inhalt:  Elemen- 
tare Entwicklung  der  Gaussischen  Methode,  die 
Werthe  begrenzter  Integrale  durch  -Näherung  zu  fin- 
den.   Vom  Professor  Brei  Schneider. 

Der  Herr  Verfasser  hat  in  dieser  ausgezeichneten,  eine  wei- 
tere Bekanntwerdung  sehr  verdienenden  Schulschrift  eine  elemen- 
tare Entwicklung  der  berühmten  Gaussischen  Methode,  die 
Werthe  begrenzter  Integrale  zu  finden  (Methodus  nova  integralium 
valores  per  approximationem  inveniendi  in  den  Comm.  Soc.  Ree. 
Gott,  recent.  Vol.  III.  1816.  p.  39.)  gegeben,  und  sich  dadurch 
-  um  die  weitere  Verbreitung  dieser  auch  für  die  Praxis  sehr  wich- 
tigen Methode,  welche  die  Cotesischen  Formeln  unter  sich  be- 
greift, ein  sehr  wesentliches  Verdienst  erworben,  weil  das  Stu- 
dium der  Gaussischen  Abhandlung  wegen  der  vielen  darin  ange- 
wandten analytischen  Kunstgriffe,  die  meistens  ziemlich  versteckt 
liegen,  mit  manchen  Schwierigkeiten  verknüpft  ist  Auch  hat  der 
Herr  Verfasser  in  dieser  Abhandlung  einen  Beweis  a  priori  ge- 
geben, dass  die  Endpunkte  der  Abscissen  von  den  Grenzen  paar- 
weis gleichweit  entfernt  sind,  welcher  sich  in  der  Gaussischen 
Abhandlung  nicht  findet,  und  ist  auch  in  der  allgemeinen  Bestim- 
mung der  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung  Nr.  15.  S.  9. 
seiner  Schrift  weiter  gegangen  als  die  Abhandlung  von  Gauss. 
Wir  wünschen  daher  dieser  sehr  verdienstlichen  Schrift,  welche 
der  Herr  Verfasser  vielleicht  künftig  noch  einmal '  weiter  ausar- 
beiten wird,  eine  möglichst  weite  Verbreitung,  und  namentlich 
auch. eine  Berücksichtigung  von  Seiten  der  Praktiker,  die  bei  der 
näherungsweisen  Bestimmung  der  Werthe  bestimmter  Integrale 
diese  allgemeine  Methode,  und  die  in.  derselben  liegenden  speci- 
alen Methoden  häufiger  als  bisher  anwenden  sollten. 


Geometrie. 

In  dem  Programm  der  Realschule  im  Waisenhause  zu  Halle 
hat  Herr  Dr.  A.v  Wiegan d  S.  42.  —  S.  48.  die  wichtigsten  der 
in  Prima  gegebenen  geometrischen  und  trigonometrischen  Aufga- 
ben mitgetheilt,  welches  jedenfalls  eine  sehr  nachahniungswerthe 
Einrichtung  ist,  weil  dadurch  die  verschiedenen  Lehranstalten  sich 
gegenseitig  besser  kennen  lernen,  und  man  auf  diese  Weise  nach 
und  nach  eine  sehr  werthvolle  Sammlung  mathematischer  Uebungs- 
aufgaben  erhalten  muss,  die  sich  zugleich  dadurch  besonders 
empfiehlt,  dass  die  in  derselben  enthaltenen  Aufgaben  sämmtlich 
in  der  Praxis  sich  als  Bildungsmittel  wirklich  bewährt  haben. 
Dem  Herrn  Dr.  Wieg  and  werden  daher  mit  uns  sich  gewiss 
auch  noch  andere,  Lehrer  für  diese  öfter  zu  wiederholenden  Mit- 
theilungen  verpflichtet  fühlen. 
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Astronomie. 

Sftoria  Celeste  del  Ii.  Osservatorio  di  Palermo  dal 
1792  all8J3.  Parte  secouda  1803  —  1813.  Tomo  set- 
timo  1805  —  1806.  Vienna  1848.  4.  Auch  unter  dem 
Titel:  Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten 
herausgegeben  von  C.  L.  von  Littrow,  Director  der 
Sternwarte  und  ö.  Professor  der  Astronomie  an  der 
k.  k.  Universität  zu  Wien  u.  s.  w.  und  F.  Schaub,  Ad- 
junct  der  Sternwarte*.  30ster  Theil.  Neuer  Folge  lOr 
Band.  Enthaltend  Piazzi's  Beobachtungen  in  den  Jah- 
ren 1805  und  1806.  Wieik  1848.  4.  (M.  vergl.  Literar.  Ber. 
Nr.  XL1V.  S.  620.)  , 

Wir  freuen  uns  sehr,  auch  in  der  jetzigen,  den  Wissenschaf- 
ten weniger  gunstigen  Zeit  wieder  eine  Fortsetzung  dieses  müh- 
samen, aber  für  die  Wissenschaft  wichtigen  Werks  anzeigen  zu 
können,  und  wunscheu  dein  trefflichen  Herrn  Herausgeber  >  von 
Herzen,  dass  es  ihm  gelinget!  möge,  dasselbe  bald  glücklich  zu 
Ende  zu  fuhren,  wofür  ihm  der  Dank  aller  Astronomen  nicht  ent- 
gehen wird. 


Physik. 

Jahresbericht  über  die  Fortschritte  der  reinen, 
pharmaceutischen  und  technischen  Chemie,  Mineralo- 
gie untl  Geologie.  Unter  Mitwirkung  von  H.  Buff,  E. 
üieffenbach,  (T  Ettling,  F.  Knapp,  H.  Will,  F.  Zam- 
m  in  er  herausgegeben  von  Justus  Lieb  ig  und  H  er  in  au  n 
Kopp.  Für  1847  und  1848.  Erstes  Heft.  Glessen.  1849. 
8.    1  Thlr. 

Wenn  auch  dieser  Jahresbericht,  wie  es  seinem  Titel  nach 
scheint,  hauptsächlich  die  Chemie  in-s  Auge  fassen  dürfte,  so 
verbreitet  er  sich  doch  auch,  wie  schon  das  vorliegende  erste 
Heft  deutlich  zeigt,  sehr  ausführlich  über  die  Fortschritte  der 
Physik  in  dem  auf  dem  Titel  angegebenen  Zeiträume,  und 
derselbe  darf  daher  in  diesem  Literarischen  Berichte  nicht  uner- 
wähnt bleiben.  Ja  wir  können  selbst  sagen,  dass  er  uns  von 
allen  derartigen  Büchern,  die  uns  bis  jetzt  zu  Gesicht  gekommen 
sind,  so  viel  Verdienstliches  dieselben  auch  übrigens  haben  rau- 
pen, insbesondere  auch  seiner  grossen  Vollständigkeit,  und  der  Um- 
sicht halber,  mit  welcher  er  augenfällig  gearbeitet  ist,  am  besten  ge- 
fallen hat,  weshalb  wir  ihn  allen  Lesern  des  Archivs  eahz  beson- 
ders empfehlen.  Von  unserm  wissenschaftlichen  Standpunkte  aus 
geschieht  dies  auch  hauptsächlich  noch  deshalb,  weil  er  viel 


mehr  als  irgend  ein  anderes  Buch  dieser  Art  die  mathematische 
Seite  der  Physik  mit  grosser  Umsicht  berücksichtigt,  und  die 
Resultate  der  mathematischen  Untersuchungen  oder  der  mit  Hülfe 
des  Calculs  geführten  Experimentaluntersuchun<*en  so  weit  mit- 
theilt, dass  man  eiue  deutliche  Einsicht  in  deren  eigentlichen 
Zweck  erhält,  und,  wenn  man  es  Behufs  irgend  einer  vorhaben- 
den Untersuchung  für  nöthig  finden  sollte,  immer  leicht  zu  den 
ursprünglichen  Quellen  zurückzugehen  im  Stande  ist.  Wir  spre- 
chen es  daher  mit  voller  Zuversicht  aus ,  dass  wir  diesen  Jahres- 
bericht namentlich  für  jeden  mathematischen  Physiker  für  ein  un- 
entbehrliches Hülfsmittel,  und  bei  Weitem  für  das  zweckmässigste 
Buch  dieser  Art  halten,  was  bis  jetzt  existirt;  dies  hier  zu  be- 
merken, war  um  so  titehr  nöthig,  weil  der  Titel  des  Buchs  leicht 
gerade  zu  der  entgegengesetzten  Ansicht  —  dass  nämlich  die 
mathematische  Seite  der  Physik  wenig  Beachtung  in  demselben 
gefunden  habe  —  verleiten  könnte.-  Die  mathematische  Physik 
wird  und  muss"  es  den  . geehrten  und  verdienten  Herren  Heraus- 

Schern  ganz  besonders  Dank  wissen,  dass  sie  sich  ihrer  so  sorg- 
Itig,  und  bei  Weitem  mehr  als  alle  bisherigen  Herausgeber  ahn- 
licher Bücher,  angenommen  haben.  Wir  sehen  daher  auch  den 
folgenden  Hellten,  für  welche  z.  B.  noch  der  grösste  Theil  der 
mathematischen  Optik  zurück  ist,  mit  grossem  Verlangen  entge- 
gen, und  wünschen  sehr,  dass  dieselben  recht  bald  erscheinen 
mögen.  Um  unser  vorhergehendes  Urtheil  zu  bestätigen,  wollen 
wir  namentlich  für  Leser  im  Auslande,  denen  das  Buch  nicht 
selbst  sogleich  durch  den  Buchhandel  in  die  Hände  kommt,  den 
Inhalt  des  vorliegenden  Hefts  vollständig  angeben:  ,, Molecu lar- 
Wirkungen.  Abhängigkeit  der  Cohäsion  der  Flüssigkeiten  und 
-der  Capillaritatshöhe  von  der  Temperatur.  Veränderung  der  Form 
der  Oberfläche  von  Flüssigkeiten  durch  andere.  Capillarsenkung 
des  Quecksilbers.  Endosraose.  —  Atomlehre.  Krystallisation. 
Krystallographie.  Beziehungen  zwischen  Zusammensetzung  und 
Krystallform;  Isomorphismus,  Dimorphismus.  Speciüsches Gewicht; 
Bestimmung  desselben  bei  festen  Korpern .  Flüssigkeiten  und  Ga-  ' 
sen.  Beziehungen  zwischen  Zusammensetzung  und  spec.  Gewicht. 
—  Spec.  Volum.  —  Wärmelehre.  Wärmequellen;  Wärmeent- 
wickelung bei  chemischen  Verbindungen.  Mechanisches  Aequiva- 
lent  der  Wärme.  Ausdehnung  durch  die  W#rme.  Specitiscbe 
Wärme;  Schmelzen,  latente  Schmelzwärme.  Sieden;  latente  Dampf- 
wärme.  Beziehungen  zwischen  chemischer  Zusammensetzung  und 
Siedepunkt.  Spannkraft  der  Dämpfe;  Thauhildung;  hygrometrische 
Apparate.  Wärmeleitung.  Wärmestrahlung.  —  Bewegungslehre. 
Ueoer  Kräfte  im  Allgemeinen.  Gleichgewicht  starrer  Korper,  Ela- 
sticität  und  Festigkeit.  Gleichgewicht  tropfbarer  Flüssigkeiten; 
Zusammendrückbarkeit  derselben.  Gleichgewicht  gasförmiger  Flüs- 
sigkeiten;  Zusammendnickbarkeit  derselben.   Allgemeine  Bewe- 

Singslehre.  Bewegung  starrer  Körper.  Bewegung  tropfbar  flüssiger 
örper.  Bewegung  gasformiger  Körper.  Dynamik  der  Erde.  The- 
orie der  Maschinen.  Apparate.  -  Akustik!  Schallgeschwindigkeit. 
Tonschwingungen  von  Stäben  und  Saiten.  Töne  durch  den  elek- 
trischen Strom  veranlasst.  Physiologische  Akustik.  Apparate:  — 
Optik.  Lichtquellen.  Theorie  des  Lichtes.  Gradlinige  Fortpflan- 
zung des  Lichtes;  Aberration,  Interferenz,  Beugung.  Zurück- 
werfuug  des  Lichtes;  Polarisation.  New'tonsche  Farbenringe.  Iri 
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siren.  Einfache  Brechung  des  Lichtes.  Farben  Zerstreuung.  Natür- 
liche Farben.  Donpelte  Brechung;  Polarisation  durch  doppelte 
Brechung.  Optik  der  Atmosphäre^  Optische  Apparate.  Physiologi- 
sche Optik,  Bau  und  optische  Eigenschaften  des  Auges.  Gesichts- 
fehler. Theorie  des  Sehens.  Subiective  Farben.  Optische  Täu- 
schungen. Chemische  Wirkungen  des  Lichtes.  Chemische  Wirkun- 
gen der  verschiedenen  Farbenstrahlen.  — 

Wir  wünschen  schliesslich  nochmals  recht  sehr,  dass  dieses 
verdienstliche  Unternehmen  einen  ungehinderten  und  schnellen 
Fortgang  haben  möge,  und  empfehlen  es  namentlich  auch  allen 
denen,  welchen  keine  grössere  Bibliothek  zu  Gebote-  steht,  folglich 
insbesondere  auch  Lehrern  an  höheren  Unterrichtsanstalten  je 
der  Art. 

0 


Vermischte  Schriften, 

V 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  de'r 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  XLVIII. 
S.  676.). 

« 

Fünftes  Heft  S.  6.  Haidinger:  Ueber  die  Ursachen  der 
Erscheinung  der  Polarisationsbüschel.  —  S.  53.  Koller:  Nach- 
richt über  das  am  18.  October  in  Kremsmünster  gesehene  Nord- 
licht. —  S.  55.  Kreil:  Bestimmung  einiger  Längenunterschiede 
mittelst  des  elektrischen  Telegraphen. —  S.  60.  Burg:  Ueber  die 
am  27.  Juli  I.  J.  auf  der  Kaiser  Ferdinands*Nordbahn  Statt  gefun- 
dene Explosion  der  Locomotive  „Jason".  —  S.  103.  Schön- 
bichlers Multiplicationsregister.  —  S.  133.  Reslhuber:  Beob- 
achtungen während  der|  Nordlichter  am  18.  October  und  17.  No- 
vember 1843  auf  der  Sternwarte  zu  Kremsmünster. 

Jahrgang  1849.  Jänner-Heft.  S.  8.  Schrötter:  Ueber 
Wagen  des  Mechanikers  Kusche.  Eine  Wage  dieses  Künstlers, 
welche  nur  34.  Fl.  C.-M.  kostet,  zeigt  bei  einer  Belastung  von 
Einem  Pfund  auf  jeder  Schale  noch  fünf  Milligramme  deutlich 
an.  —  S.  16.  Gintl:  Antrag  zur  Hilfeleistung  bei  der  Einrichtung 
der  meteorologischen  Observatorien.  —  S.  28.  Baumgartner: 
Vorschlag  zur  Veranlassung  einer  Telegraphenlinie  zwischen  Klo- 
stemeuburg  und  Wien.  —  S.  29.  Kreil*:  Entwurf  eines  meteoro- 
ogischen  Beobachtungssystems  für  die  österreichische  Monarchie. 
II  Abschnitt. 
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The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  M.  A.  F.  R.  S.  E.  Vergl.  Lite- 
rar.  Bericht  Nr.  XL VIII.  S.  675. 


No.  XX.  Mathematical  Note.  Continued.  —  On  Symbolical 
Geometry.  Continued.  By  Sir  William  Rowan  Hamilton.  — 
On  the  Triple  Tangent  Planes  of  Surfaees  of  the  Third  Order. 
By  Arthur  Cayley.  —  On  the  Order  of  certain  Systems  of 
Algcbraical  Equations.  By  Arthur  Cayley.  —  On  a  Point  in 
the  Solution  of  Linear  Differential  Equations.  By  Augnstus  De 
Morgan.  —  On  the  Relation  between  Different  Curves  and  Cones 
connected  with  a  Series  ofConfocal  Eliipsoids.  ByJohnY.  Rut- 
On  the  Focal  Generation  ot  Surfaees  on  the  Second 
the  Rev.  Wm.  A.  Willock.  —  Exercices  in  Quater- 
Sir  William  Rowan  Hamilton.  —  On  the  Equili- 
brium  of "  a  Floating  Body.    By  Richard  Townsend.  —  On 
the  Cone  Circumscribing  a  Surface  of  the  m«H  Order.    By  the 
Rew.  George  Salmon. —  On  Geodesic  Lines  traced  on  an  Sur- 
face of  the  Second  Degree.  By  Andrew  S.  Hart. —  On  Attrac- 
tions,  and  on  Clairaut'g  Theorem.    By  G.  G.  Stokes.  —  No. 
XXI.  will  be  published  on  the  Ist  of  November ,  1849. 
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Mter  arischer  Bericht. 


(Die  interessanten  Mittheilungen  nns  Johann  Bernoalli'g  eignen  Auf- 
zeichnungen ulier  sein  Leben  haben  in  dieser  Nummer  des  Literarischen 
Berichts  so  viel  Raum  eingenommen,  dass  verschiedene  erschienene, 
zum  Thcil  wichtige  Schriften  haben  für  s  Erste  noch  zurückgelegt  wer- 
den müssen;  in  der  nächsten  Kummer  des  Liter.  Berichts  werden  aber 
alle  diese  Schriften  angezeigt  werden). 


Arithmetik. 


Lehrbuch  der  Differential-  and  Integralrechnung 
von  Navier,  Mitglied  der  Akademie,  Professor  an  der 

Foly  technisch  en  Schule  zu  Paris  etc.  Mit  Zusätzen  von 
^iouville.  Deutsch  herausgegeben,  und  mit  einer  Ab- 
handlung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  beglei- 
tet von  Dr.  Theodor  Wittstein.  Zweiter  Band.  Hanno- 
ver, 1849.  8.    1%  Thlr. 

.  Wir  freuen  uns,  das  Erscheinen  des  zweiten  Theils  dieser 
vorzüglichen  Uebersetzung  des  Rösume  des  lecons  d'Analyse 
donnees  ä  l'öcole  poly  tech  nique  par  M.  Navier.  Paris. 
1840.  1841.  anzeigen  zu  können,  welchem  ganz  dasselbe  zur 
Empfehlung  dient,  was  im  Liter.  Ber,  Nr.  XLI1.  S.  C00.  von  dem 
ersten  Theile  gesagt  worden  ist.  Die  Zusätze  haben  folgende 
Ueberschriften:  I.  der  Kest  der  Taylor  sehen  und  der  Maclaurin- 
schen  Reihe.  II.  Brüche,  welche  unter  die  Form  g    fallen.  III. 

Die  Euler'schen  Integrale.  IV.  Angenäherte  Berechnung  des  Pro- 
dukts 1 .2.3.4....ar,  wenn  x  sehr  gross  ist.  V.  Anwendung  der 
Theorie  der  doppelten  Integrale  auf  den  Beweis  eines  Lehrsatzes 
ier  Algebra.    (Es  ist  dies  nämlich  der  berühmte  dritte  Beweis 
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des  Fundamentaltheorems  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichun- 
gen von  Gauss  in  den  Coro m.  soc.  scientiar.  Gottiiigen 
sis  recentior.  Tom.  III.).  VI.  Integration  einer  gewissen  Gat- 
tung von  Differentialgleichungen.  Endlich:  Die  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  von  dem  Herrn  Uebersetzer.  hei  deren  Darstellung, 
was  hauptsächlich  die  theoretischen  Grundlagen  betrifft,  der  Herr 
Uebersetzer  sich  vorzugsweise  au  die  Grundzüge  der  Wahr 
schein  lieh k ei  tsrechnung  von  Hagen.  ,1837.  gehalten  hat, 
wobei  aber  doch  die  ganze  Arbeit  als  eine  eigentümliche  Arbeit 
des  Herrn  Uebersetzers  zu  betrachten  ist'  Die  Darstellung  dieser 
fär  die  praktische  Anwendung  so -wichtigen  Lehre  ist  sehr  deut- 
lich, und  verleiht  dem  Buche,  welches  vorzuglich  bestimmt  ist, 
um  auf  einer  praktischen  Lehranstalt  als  Grundlage  fär  die  Vor- 
lesungen gebraucht  zu  werden,  ausser  seinen  sonstigen  Vorzügen 
noch  einen  besonderen  Werth.  Ueberhaupt  hat  der  mit  den  neue- 
ren Fortscbritten  der  Analysis  und  ihrer  strengeren  Begründung, 
die  leider  immer  noch  manche  aus  einer  nicht  vollständigen 
Kenntniss,  oft  aber  auch  aus  völliger  Unkemitniss  der  Sache  her- 
vorgegangene Widerspräche  von  Leuten ,  die  den  alten  Schlendrian 
liehen,  erfahren  muss,  vollständig  vertraute  Herr  Uebersetzer 
Alles  geleistet,  was  man  von  einer  solchen  Arbeit  billigerweise 
verlangen  kann;  und  diese  Lebersetzung  wird  daher  auch  das 
Ihrige  zu  der  sehr  zu  wunschenden  immer  allgemeinern  Verbrei- 
tung der  neuern  Behandlungsweise  der  Analysis  jedenfalls  bei- 
tragen. . 

Lehr-  und  Handbuch  der  Algebra,  verfasst  für  den 
Unterricht  an  der  k.  k.  Ingenieurs- Akademie  in  Wien, 
gleichzeitig  für  das  Selbststudium  eingerichtet  Von 
Dr.  Alexander  Morgante.  Wien  1849.  8.  t  Thlr.  15  Sgr. 

Ein  deutliches  Lehrbuch  mit  recht  vielen  zweckmässigen 
Uebungsaufgaben,  das  seinem  Zwecke  wohl  entsprechen  wird. 


Physik, 

Physikalisches  Lexicon.  Encyklopädie  der  Physik 
und  ihrer  Hfil fs wissenseh afte n:  der  Technologie,  Che- 
m\e*  Meteorologie,  Geographie^  Geologie,  Astrono- 


mie, Physiologie  etc.  nach  dem  Grade  ihrer  V erwandt- 
schaft  mit  der  Physik.  Zweite  Auflage.  Von  Oswald 
Marbach.  Erste  Lieferung.  Leipzig  1849.  8. 

Wir  dürfen  dieses  Werk  als  aus  seiner  ersten  Auflage  hin- 
reichend bekannt  voraussetzen ,  und  begnügen  uns  daher  zu  be- 
merken, dass  diese  neue  Auflage  mehr  als  eine  solche,  nämlich 


Digitized  by  Google 


691  , 

als  eine  völlige  Umarbeitung  der  ersteh  Auflage  zu  betrachten  ist, 
wobei  der  Herr  Verfasser  das  Werk  einem  streng  wissenschaftli- 
chen Standpunkte  noch  näher  als  in  der  ersten  Auflage  zu  führen 
beabsichtigt,  und  daher  in  dem  Vorworte  den  Namen  eines  „ po- 
pulären Werks"  —  diesen  Ausdruck  in  der  meistens  gewöhnli- 
chen Bedeutung  genommen  —  zurückweist.  So  viel  sich  nach  der 
ersten  Lieferung  urtheileh  lässt,  scheint  die  Bearbeitung  der  ein- 
zelnen  Artikel,  wenn  auch  in  Rucksicht  auf  Ausführlichkeit  etwas 
ungleich,  für  alle  diejenigen,  denen  das  grosse  Gehler'sche  Wör- 
terbuch entweder,  namentlich  rücksicbtlich  der  Anwendung  der 
Mathematik,  zu  weit  geht,  oder  zu  theuer  ist,  ganz  zweckmässig 
zu  sein,  worüber  sich  jedoch  erst  sicherer  urtheilen  lassen  wird, 
wenn  eine  grossere  Anzahl  von  Lieferungen  vorliegt. 

Die  periodischen  Sternschnuppen  und  die  Resul- 
tate ihrer  Erscheinungen,  abgeleitet  aus  den  während 
der  letzten  10  Jahre  zu  Aachen  angestellten  Beobach- 
tungen, von  E.  Heis,  Oberlehrer  der  Mathematik,  Phy- 
sik und  Chemie  an  der  kombinirten  höheren  Bürger- 
und Provinzial- Gewerbschule  zu  Aachen.  Cöln  1849. 
4.    10  Sgr. 

Eine  sehr  lesenswerthe  Schrift,  welche  ausser  ihrem  auf  dem 
Titel  angegebenen  Hauptinhalte  auch  lehrreiche  Betrachtungen 
über  Sternschnuppen  im  Allgemeinen,  namentlich  über  die  perio- 
dischen, und  eine  ziemlich  ausführliche  und  sehr  deutliche  Dar- 
stellung der  von  dem  Herrn  Verfasser  befolgten  Methode  zur 
Beobachtung  der  Sternschnuppen,  Aufsuchung  ihrer  Richtung  und 
ihres  Ausgangspunktes,  und  zur  Bestimmung  der  wahren  Bahn 
der  Sternschnuppen  aus  correspondirenden  Beobachtungen  enthält. 
Insbesondere  in  letzterer  Beziehung,  abgesehen  von  den  aus  den 
in  Aachen  angestellten  Beobachtungen  und  Rechnungen  gewonne- 
nen Resultaten ,  die  am  Ende  übersichtlich  zusammengestellt  wor- 
den sind,  verdient  die  Schrift  allen  denen,  die  sich  selbst  mit 
Beobachtungen  der  Sternschnuppen  zu  beschäftigen  gedenken,  zur 
Beachtung  recht  sehr  empfohlen  zu  werden. 


Vermischte  Schriften. 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern.  Nr.  131.  bis  Nr.  155.  (Vom  15,  Juli  1848.  bis 
31.  März  1849.) 

(M.  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  XLVIli:). 

L.  Schläfli,  l Jeher  eine  durch  zerstreutes  Licht  bewirkte 
Interferenzerscheinung  (Nr.  131.  und  132.). 
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Derselbe,  Ueber  die  einfachste  Art,  die  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung,  durch  welche  die  Störungen  der  ellip- 
tischen Elemente  einer  Planetenbahn  bestimmt  sind ,  auszudrücken. 
(Nr.  131.  und  132.). 

M.  Perty,  Ueber  die  Entwicklung  einiger  Infusorien.  (Nr.  133. 
und  134,)* 

R.  Wolf,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.  (Neue 
Gestaltung  der  Sternwarte).  (Nr.  135.). 

Derselbe,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz. 

Dieser  sehr  werthvolle  Aufsatz  enthält  Bruchstücke  aus  einer  Le- 
bensbeschreibung Johann  I  Bemoulli's,  die  'Johann  Bernoulli 
selbst  aufgesetzt  hat.  Diesen  Lebensabriss  theilen  wir  im  Folgen- 
den vollständig  mit,  da  er  jedenfalls  für  die  Geschichte  der  Ma- 
thematik von  Wichtigkeit  ist.  Sollte  Herr  R.  Wolf  noch  mehrere 
dergleichen  Bruchstücke  auflinden,  so  würde  er  durch  deren  Mit- 
theilung die  Mathematiker  sich  gewiss  in  hohem  Grade  ver- 
binden: 

Erinnerungen  Alt  Johann  I  Bernoulli  aus  Basel. 

Von  Herrn  R.  Wolf  in  Bern. 

Bereits  sind  100  Jahre  seit  dem  Tode  Johann  I  Bernoulli  ver- 
flossen; aber  noch  immer  lebt  der  Name  dieses  Mannes,  den 
seine  Zeitgenossen  als  ihren  Archimedes  verehrten,  der  während 
mehr  als  50  Jahren  die  Hauptstütze  mathematischer  Bildung  und 
Forschung  war,  —  der  Euler»  Varignon,  Daniel  Bernoulli,  Hos- 
pital, Haller,  Maupertuis,  König,  Kramer,  Job.  Gessner  etc.  zu 
Schülern  hatte ,  im  Andenken  jedes  Gebildeten ,  dem  die  Mathe- 
matik und  ihre  Anwendungen  nicht  völlig  fremd  sind,  fort,  und 
die  Veröffentlichung  folgender  Bruchstücke  einer  von  Johann  1 
Bernoulli  selbst  planirten  Lebensbeschreibung,  welche  ich  unlängst 
aus  Basel  erhalten  konnte,  darf  sich  somit  wohl  einigen  Beifall 
versprechen : 

„Je  naquis  ä  Bale  le  27.  Juillet  v.  St.  1667,  etant  le 
„lOmc  enfant  de  mon  pere  Nicolas  Bernoulli  et  de  ma  mere 
„Marguerite  Schönauer,  qui  se  sont  donne*  tout  le  soin  de 
„me  bien  elever,  tant  dans  la  religion  que  dans  les  boones 
„moeurs.  Si  je  n'en  ai  pas  bien  profite,  ce  n'est  pas  leur 
„faute  mais  la  raienne." 

Nachdem  er  die  öffentlichen  Schulen  seiner  Vaterstadt  be- 
sucht hatte,  wurde  er  nach  Neuenburg  geschickt,  um  den  Handel 
und  die  französische  Sprache  zu  erlernen : 

„Mais  Dieu,  qüi  m'avait  destinö  ä  un  äutre  genre  de 
„vie,  me  fit  retourner  dans  la  patrie  au  bout  d'un  an  pour  y 
„continuer  les  etudes  des  helles  lettres  et  des  sciences.  L'an 
,4685  je  fus  cree  Magister  ou  docteur  en  nhilosophie,  apres 
„avoir  recu  un  an  et  demi  auparavant  le  degre  de  Bachelier; 
„ce  fut  pendant  ce  temps  qu'ä  l'imitation  et  rinclination  de 
„feu  mon  frere  Jaqucs  Bernoulli,  je  commencai  a  m'appliquer 
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„a  l'&ude  des  mathematiqiies:  le  plaisir  singulicr  que  je  sen- 
•  „tais  dans  cette  belle  et  divine  science  m'y  &t  faire  des  pro- 
pres avec  nne  rapidit*  incroyable.  Car  en  moins  de  deux 
„ans  non  seulement  je  m'etais  rendn  familier  presque  touts 
„les  anciens  auteurs  qui  ont  4cnt  sur  les  mathematiques,  mais 
„aussi  les  modernes,  comme  la  geometrie  de  Descartes  etson 
„algebre  avec  ses  commentaires.  Apres  ces  commencemens, 
„par  un  bazard  impre"vu  nous  tombames  coojointement  mon 
„Irere  et  moi  sur  un  petit  eerit  de  Mr.  Leibnitz  insere*  dans 
„les  actes  de  Leipzic  de  1684,  oü  en  5  ou  6  pages  seule- 
„ment  il  donne  une  idee  fort  lagere  du  caleul  diffüreniiel, 
„ce  qui  etait  une  enigme  plutdt  qu'une  explication ;  mais  c  en 
„e*tait  assez  pour  nous,  pour  en  approfondir  en  peu  de  jours 
„tout  le  secret,  temoin  quantite  de  pieces  que  nous  publiä- 
„mes  ensuite  sur  le  sujet  des  infiniment  petits.  Apres  cette 
„heureuse  decouverte,  je  fus  le  premier,  qui  songeait  ä  in- 
„venter  quelque  methode  pour  remonter  des  qnantite's  infini- 
„ment  petites  aux  finies  dont  Celles  -la  sont  les  eleroens  ou 
„les  diftWences.  Je  donnai  ä  cette  methode  le  nom  de  cal~ 
„cW  intäaral,  n'en  ayant  point  trouve"  alors  de  plus  conve- 
„nablet  Je  voyais  bien,  qu  il  etait  impossible  de  trouver  une 
„teile  methode  qui  fnt  absolument  generale,  je  ne  laissai  pour- 
„tant  pas  de  reduire  ce  calcul  ä  des  regfes  generales  pour 
„eertaines  circonstances.  Quand  je  les  communiquais  a  mon 
„frere  il  eut  d'abord  de  la  peine  a  les  admettre,  mais  apres  y 
„avoir  reflechi  plus  mürement  il  y  prit  du  gout  et  s'en  servit 
„utilement  pour  räsoudre  quelques  problemes.  Pour  l'y  animer 
„d'avantage  je  lui  proposai  plusieurs  problemes  physico  -  me*- 
„caniques,  entre  autre  celui  de  la  chainette,  qui  est  de  de- 
,.terminer  la  propriete  de  la  courbure  d  une  chafne  lache  sus- 
„pendue  par  les  deux  bouts;  mais  comme  il  ne  put  y  reussir, 
„pendantque  je  Tavais  rösolu  pleinement,  je  Tengageai  ä  pro« 
„poser  aux  geometres  ce  probleme  dans  les  Actes  de  Leip- 
„zic,  oü  apres  un  temps  considerable  il  ne  parut  que  trois 
„Solutions  (conforme8  au  fond  entre  elles)  savoir  celle  de  Mr. 
„Leibnitz ,  celle  de  Mr.  Huguens  et  la  roienne ;  voir  les  actes 
„de  Leipzic  de  1691."  - 

Gegen  Ende  1690  idng  er  nach  Genf,  wo  er  sich  etwa  8  Mo- 
nate aufhielt  und  unter  Ändern  Christoph  Fatio,  einem  altern  Bru- 
der des  ihm  später  in  dem  Leibnitz  -  Newton'schen  Wettkampfe 
gegenüberstehenden  Nikiaus  Fatio,  Unterricht  in  den  neuen  Rech* 
nungsmethoden  gab. 

* 

„Vers  le  commencement  de  lautomne  1691  je  quittai 
„Geneve  pour  aller  en  France;  apres  avoir  passe  par  Lyon 
„et  quelques  autres  villes  considerables  j'amvai  ä  Paris;  le 
.  ,sejour  de  cette  capitale  deyint  bien  plus  long  que  je  ne  m'e*- 
,tais  propose».  ce  que  je  dois  attribuer  non  seulement  aux 
agremens  avec  lesuuels  on  y  passe  son  temps;  mais  sur- 
,,tout  ä  la  multitude  de  connaissances  que  j'eus  occassion  de 
^fuire  avec  les  plus  illustres  savauts  de  cette  grande  ville. 
„La  premiere  chose  que  je  fis  pour  cela  ce  fut  de  m'adresser 
„au  A  Mollebranche  chez  les  P.  P.  de  l'oratoire,  qui  ayant 
„appris  mon  nom  me  re$ut  avec  un  accueil  des  plus  tendres. 


»» 
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Par  8on  moyen  je  me  fis  bientdt  connaitre  des  personnes  le.s 
plus  distingues  dans  les  sciences.  Car  ra'ayant  mar  que  qua 
un  certain  jour  de  la  seraatne  il  y  avait  chez  lui  assemblee 
„de  gens  savants  en  toute  sorte  de  sciences,  et  me  priant 
„d'y  venir  aussi  autant  de  fois  qu'il  nie  plairait,  je  ne  man- 
quai  pas  de  profiter  de  cette  invitation.    La  prämiere  fois 

?ue  j  y  fus,  j'eus  le  bonheur  d'y  trouver  Mr.  le  Mq.  de 
Hotpital,  qui  passait  alors  pour  un  des  premiers  mathema- 
cien»  du  royaume.  Mais  comme  en  ce  temps-la  toute  la  ma- 
„thematiaue  en  France  se  bornait  ä  l'astronomie,  la  geome- 
„trie  et  I  algebre  ordinaire,  tellement  qu'a  peine  on  avait  oui 
„parier  de  nos  nouveaux  catculs,  on  peut  bien  s'imaginer, 
,,que  dans  la  preraiere  conversation  avec  Mr.  de  I  Hopita!  il 
„fut  e'trangement  surpris  de  voir  la  facitite  avec  laquelle  je 
„resolvais  sur  le  champ,  comme  en  jouant,  certains  probfe- 
„mes  qu'il  m'avait  propose  et  qu'il  avouait  etre  insoluble  pour 
„l'algebre  commune.  Apres  deux  ou  trois  entretiens  que  nous 
einlies  ensuite  chez  le  P.  Mallebrancbe  je  le  mis  totalement 
„dans  le  goüt  de  nos  nouvelles  meMhodes;  il  ne  fallait  que  lui 
„en  ouvrir  la  route  et  le  mettre  -  au  fai  t ,  afiir  de  savoir  les 
reglos  pour  pouvoir  s'on  servir  lui -meine:  II  viut  donc  chez 
„moi  me  prendre  dans  son  carrosse,  pour  aller  chez  lui,  oü 
„je  commencai  ä  lui  expliquer  les  prineipes  du  calcul  diferen- 
„ti<  * 


iel;  mais  non  content  de  mes  lecons  donnees  de  vive-  voix, 
„craignant,  disait-il  de  les  oublior,  II  me  pria  de  les  lui  com- 
„rauniquer  par  ecrit.   Je  me  pretai  par  complaisance  ä  son 


„deVir ,  pe  prevoyant  pas  le  dessein  qu'il  aurait  de  les  pa- 
rlier" un  jour.*)    Ainsi  je  lui  apportai  tous  les  deux  jours 

{    P     *     I    :£  \  \  I     t    -    i      i  I 


,une  lecon  ecrite  de  ma  main  en  latiii,  sur  une  feuille  de  4 
„nag es  in  4°  chacune.  J'avais  cependant  la  prevoyance  de 
„les  faire  copier  par  un  ami  qui  logeait  avec  moi,  avant  de 
„porter  les  originaux  ä  Mr.  le  M.  de  Tflopital.  L'ete  sui- 
„vant  il  partit  avec  Madame  son  epouse  pour  se  rendre  dans 
„une  des  ses  seigneuries  nomine  Ougues  pres  de  Blois;  il 
„me  pressa  de  lui  tenir  compagnie  ce  que  je  fis  quoique  avec 
„quelque  repugnance.  Les  3  ou  4  moTs  que  nous  y  sejour- 
Maines,  fnrent  employes  a  le  fortifier  dans  l'usage  des  nou- 
veaux calculs  pour  resoudre  toutes  sortes  de  problemes 
physico-mathematiques.  Ce  fut  lä  oü  je  lui  enseignai  uoe 
„troisieme  espece  de  calcul  exponentiel  ou  parcourant,  qui 
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")  Die  hier  berührte  Schrift  ist  die  bekannte  Analyse  des  infiniment« 
petita  pour  l'intelligence  des  lignea  conrbes,  welche  zuerst  1696  ohne 
den  Namen  des  Verfassers,  dann  1715  unter  dem  Namen  von  Hospital 
erschien.  Hospital  anerkennt  nun  zwar  in  der  Vorrede,  das*  er  des 
Bernoulli's  viel  schulde,  indem  er  sagt:   „Au  reste  je  reconnai«  devoir 


sagt: 

beaueoup  aux  Inmieres  de  Mss.  Bernoutli,  surtout  ä  celle  da  jeune  pre- 
8entement  professeur  k  Groningue.  Je  me  suis  servi  sans  facon  de  leuri 
decouvertes  et  de  Celles  de  Mr.  Leibnitz.  (Test  pourquoi  je  eonsen«  qo'ili 
en  revendiqnent  tnut  ce  qu'il  leur  plaira ,  me  contentant  de  ce  qn'il*  vou- 
dront  bien  me  laisser."  Dagegen  schweigt  er  von  dem  Verhältnisse,  in 
dem  er  gerade  in  Beziehung  anf  den  Gehalt  seines  Buches  zu  Johann  I 
Bernoulli  als  Schüler  zum  Lehrer  stand,  gänzlich,  und  dieas  lässt  sich 
entschuldigen ,  und  musste  Bernoulli  kränken. 
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„traite  des  quantites,  dans  les  exposants  desquelles  entrent 
,.des  ind^terminees  ou  des  variables;  j'avais  appele  parcou- 
les  equations  qui  contenaient  ces  sortes  de  quantites, 
„parcequ'elles  parcourent  pour  ainsi  dire  toutes  les  dimeo- 
„sions  possibles.  .Tai  publie  les  principe«  de  ce  dernier  cal- 
„cul  dans  les  actes  de  Leipzic  16^2.  Pendant  que  nous  etions 
„ä  Ougues,  nous  recuraes  une  visite  du  P.  Charles  Reyneau, 
„pretre  de  l'oratoire  et  professeur  des  mathematiques  ä  An- 
ders; je  mapercus  d'abord  qu'il  vint  expres  pour  se  procu- 
„rer  per  mon  aide  queique  ouverture  a  penetrer  dans  oos  nou- 
„veaux  calculs,  car  le  bruit  s'en  e*tait  dejä  assez  repandu 
„pour  en  avoir  oui  parier.  Comme  je  ne  suis  poiot  myste- 
„rieux,  je  lui  communiquai  autant  quil  etait  possible  pour  le 
„peu  de  temps  que  ce  pere  resta  avec  nous  (peut-etre  plus 
„que  Mr.  de  ftiopital  ne  voulait).  Enfin  Reyneau  crtit  avoir 
„assez  appris  de  moi  pour  en  parier  en  maitre  comme  il  fit 
,dans  la  seconde  partie  d'un  gros  livre  sous  le  titre  d'Ana- 
Xyte  demontree  publie  Tan  1708.  II  est  vrai  que  dans  la 
,preface  il  parle  honorablement  de  mon  frere  et  de  'moi ;  mais 
„seulement  en  passant,  comme  s'il  ne  m'avait  jamais  vn  ni 
„connu.  Lorsqu'il  donne  des  Solutions  qui  sont  de  moi  et 
„qu'il  ne  comprenait  pas  bien,  ils  les  estropiait  miserable- 
„ment  en  voulant  les  de*biter  pour  les  siennes;  eu  un  mot  il 
„a  fait  voir  par  ses  paralogismes,  qu'il  a  voulu  voler  plus 
„haut  que  ses  ailes  ne  le  portaient.  —  Nous  retournames  ä 
„Parts;  jy  fis  de  nouvelles  connaisances  en  frequentant  assi- 
„dument  les  savants  academiciens ,  et  en  particuiier  ceux  qui 
„demeuraient  dans  l'observatoire ,  Mr.  Cassini  et  Mr.  De  la 
Hire,  treV  habiles  astronomes  et  observateurs ;  celui  avec 
,qui  je  .  fis  la  plus  etroite  liaison  c'e'tait  Mr.  Varignon  tres 
,bon  ge'ometre  et  analyste,  qui  m'hooora  ensuite  <run  com- 
merce de  lettres  jusqu'ä  a  sa  roort,  temoio  une  infinite'  de 
„lettres,  oü  il  me  marquait  souvent  combien  il  m'4tait  rede- 
„vable  de  ce  qu  il  avait  appris  de  moi  dans  la  sublime  geo- 
„mätrie,  dont  il  me  faisait  de  tres  sinceres  aveux." 

Nach  dem  Wunsche  der  Seinigen  kehrte  Bernoulli  im  Novem- 
ber 1692  nach  Basel  zurück,  graduirte  in  der  Medicin  und  nahm 
1695,  nachdem  er  mehrere  andere  Berufungen  ausgeschlagen  hatte, 
die  mathematische  Professur  in  Groningen  an.  Dort  lenrte  und 
schrieb  er  mit  immer  ^wachsendem  Rufe,  bis  er  1705,  als  eben 
Utrecht  und  Leyden  alles  anwandten  um  ihn  von  Groningen  weg- 
zuziehen, sich  zu  einem  Besuche  in  Basel  entschloss.  Auf  der 
Rei**e  traf  ihn  die  Nachricht  von  dem  Tode  seines  Bruders  Ja- 
kob, und  als  er  in  Basel  anlangte,  wurde  er  auf  die  ehrenvollste 
Weise  dazu  bestimmt,  dessen  Nachfolger  zu  werden. 

„Tout  le  senat  academique  vint  en  corps  se  presenter 
devant  moi  pour  m'offrir  la  cbatre  de  mathematiques  vacante 
par  le  deces  de  mon  /rere,  contre  la  pratique  ordinaire  qui 
„est  ici  en  usage  et  qui  veut  que  les  pretendants  ä  des  Char- 
les de  professeurs  soutiennent  pubhquement  des  theses  a 
„disputer.  Mais  ce  qui  acheva  de  me  determiner  en  faveur  de 
„notre  universite*  le  dit  senat  academique  interc£da  au p res  du 
„eonseil  souverain  pour  le  disposer  k  augmenter  l'appointe- 
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,ment  ordinaire  ce  qui  fut  accordä  saus  heVitation  par  une 
,addition  persoanelle ,  "dont  j'aurais  ä  jouir  pendant  que  je 
„serais  professeur  de  mathematiques.    Cette  gracieuse  de- 
„niarche  plus  que  L'utile  m'ayant  fait  abandonner  le  penchant 
„pour  Utrecht  et  Leyde,  je  le  Iis  savoir  par  une  lettre  äMr. 
„Burmann.   Mon  Inauguration  se  fit  le  17  novembre  1705  par 
„un  dtscours  De  Fatis  Novae  Analyseos  et  Geometriae  stioli- 
„mioris,  ou  il  y  eut  un  grand  concours  de  monde.   Dans  la 
„suite  j'ai  continue*  mes  Seeons  publique«  et  privees  avec  un 
„bon  succes,  ce  que  je  fais  encore.  J'ai  attne  des  etrangers 
„des  differeuts  pays  de  l'Europe  non  seulement  de  jeunes 
„etudiants,  mais  des  personnes  de  distinetion,  raeme  des  pro- 
„fesseurs,  des  docteurs,  des  academlciens,  qui  etaient  venu 
„de  loin,  de  Suede,  d'Angletterre,  de  France,  d'Italie,  de 
✓  „Suisse  et  du  fond  de  l'Allemagne,  chacun  souhaitant  de  pro- 
„fiter  de  mes  lumieres  pour  se  perfectionner  dans  les  subli- 
„mes  analyses ;  je  ne  sache  aueun  qui  ne  soit  reparti  de  Bäte 
„tres  content  de  nies  lecons." 

Spätere  Berufungen  nach  Leyden,  Padua  etc.  ablehnend, 
lebte  Bernoulli  mit  fast  ungeschwäcnter  Geistes-  uud  Korperkraft 
sofort  ruhig  in  Basel  seiner  Lieblingswissenschaft  bis  ins  hohe 
Alter.  Der  1  Januar  1748  war  sein  Todestag.  Bernoullis  Selbst* 
urtheil  über  seine  wissenschaftliche  Thätiglteit  mag  zum  Schlüsse 
nachfolgen: 

„Pour  en  revenir  maintenant  a  mes  travauz:  comrae  ja* 
„vais  des  mon  bas  Äge  une  violente  inclination  pour  les  Ma- 
thematiques et  pour  toutes  les  sciences  qui  en  ont  besoin, 
„mon  etude  favorite  ötait  toujours  de  les  perfectionner  et  de 
„faire  de  nouvelles  decouvertes.  Avec  cet  esprit  d'inventer 
,j'ai  produit  au  jour  quantite  de  pieces  et  de  petits  traites  sur 
„toutes  sortes  de  matiere  qui  dans  le  temps  de  leur  pro- 
„duetion  etaient  tout  autant  d'originaux:  comme  on  iniprime 
„actuellement  chez  Michel  Bousquet  a  Lausanne  touts  mes 
„ouvrages  ensemble  avec  grand  nombre  d'atfecdotes  qui  n'ont 
„pas  encore  vu  le  jpur,  je  n'en  dis  plus  rien  afin  d'en  laisser 
„ju^er  au  public.  Cetle  assiduite  d'ecrire  m'a  propure*  la  con- 
„naissance  de  plusieurs  savants  du  preniier  ordre,  qui  rn*ont 
„bien  voulu  hooorer  de  leur  correspondencc.  Ceux  avec  qui 
nj'ai  cemmerce*  le  plus  familierement  jusqu'ä  la  fin  de  leurs 
„jours,  c'etaient  Mr.  Je  Mq.  de  f  Hospital,  Mr.  Leibnitz,  Mr. 
„Variation,  Mr.  de  Montmort,  Mr.  le  chevalier  Üfcnati/Mr. 
„de  Tschirnhaus,  Mr.  Hermann,  Mss.  les  freres  Schcuchzer. 
„Mr.  Michelotti  et  plusieurs  autres,  dont  les  noms  ne  nie 
„reviennent  pas.  Ce  sont  principalenient  Mr.  de  rHospital, 
„Varignon,  de  Montmort,  Michelotti  qui  voulureut  bien  nie 
„consulter  comme  leur  oracle  quand  ils  avaient  des  difficultes 
„sur  la  sublime  geomätrie;  aussi  le  premier  de  ces  Messieurs 
„donna  rareraent  quelque  chose  au  public,  qu'il  ne  tut  passe 
„auparavant  par  mes  mains,  temoin  grand  nombre  de  se> 
'„lettre*  ecrites  ä  raoi.  Quant  aux  autres  qui  sont  encore  en 
„vie  et  connus  dans  le  monde  savant,  qui  m'ont  bien  voulu 
„lionorer  de  leurs  lettre«,  je  n'en  nommerais  que  quelques* 
„uns,  savoir  le  fameux  Mr.  Wolf,  Mr.  de  Meter»,  Mr.  Bur 
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„net,  Iiis  de  Mr.  l'Eveque  de  Salisbury,  Mr.  Grawe,  Mr. 
tCheynes,  Mr.  de  Fontenelle,  Mr.  de  Mairan,  Mr.  de  Mau- 
pertuis,  Mr.  Clairaut,  Mr.  Poleni,  Mr.  de  Crousaz,  Mr.  #>a- 
,mer,  Mr.  J£n/er,  Mr.  ßulffinguer,  etc.  Quelques  uns  de 
„ces  Messieurs  sont  encore  jusqu  apresent  en  correspondeuce 
„avec  moi.  Si  Mr.  Newton  eut  vecu  plus  longtemps,  je  ne 
„doute  fms  qu'il  n Cut  voulu  lier  avec  moi  une  correspondence 
„formelle.  Lorsaue  en  Angleterre  on  s'avisa  de  declarer  la 
„guerre  contre  Mr.  Leibnitz  au  sujet  de  l'honneur  de  la  pre- 
„miere  invention  du  calcul  nouveau  des  inhniment  petits,  j'y 
„fus  enveloppe*  malgre  moi ,  on  me  pressa  de  prendre  parti ; 
„apres  la  mort  de  Mr.  Leibnitz  on  s  en  prit  a  moi  seul ;  une 
„nuee  d'Antagonistes  anglais  me  tomberent  sur  le  corps;  il 
„me  fallait  soutenir  les  attaques  de  Mss.  Keil,  Taylor,  Pem- 
„berton ,  Robins  et  d'autres ;  enfin  moi  seul  comme  le  fameux 
„Codes,  je  soutenais  sur  lepont  toute  Farme'e  anglaise.  C'est 
„Mr.  de  Fontenelle,  qui  en  narlant  de  moi  fait  cette  plaisante 
„comparaison ;  v.  I'hist  de  i'Acad.  de  1719,  pag.  90.  —  Une 
„autre  querelle,  non  point  nationale,  mais  generale  me  fut 
„suscitee  sur  les  Forces  vives  des  corps,  ä  l'occassion  de  mon 
„discours  sur  le  mouvenient,  oü  je  prends  la  defense  de  la 
„force  ehe,  qu'on  pourrait  nommer  plus  pro  pr  erneut  le 
„pouvoir  d'un  corps  qui  est  en  mouvenient,  pour  la  d  istin  - 
„gjuer  de  la  force  movte  qu'il  peut  imprimer  succes- 
„sivement  a  des  obstacles  egaux  jusqu  ä  son  entiere  extinction, 
„par  ou  jai  demontre  que  le  nombre  de  ces  obstacles  sur- 
„montes  est  toujours  proportionne  au  quarrt  de  la  vitesse 
„acquisse  et  noh  pas  ä  la  simple  vitesse.  La  plupart  des 
„plus  grands  geometres ,  surtout  ccux  ä  qui  j'ai  eu  l'occassion 
„aexpliquer  de  vive  voix  mes  pensees,  sont  devenus  autant 
„de  Proselytes  en  adoptant  la  doctrine  des  forces  vives.  Ce 
„serait  en  vain  de  vouloir  convertir  les  autres  qui  sobstin- 
„rent  ä  les  reconnaitre  par  divers  raisons:  Quelques -uns  le 
„font  par  un  pur  aveuglement,  puisqu'ils  n'ont  point  d'idee  de 
„ce  qu'on  doit  entendre  par  les  forces  vives,  en  le  confon- 
,,dant  eternellement  avec  les  forces  mortes.  Je  compte  dans 
„ce  nombre  Mr.  I  Abbe  Deidier,  qui  donna  dans  cette  an  nee 
„1741  une  brocbure,  oü  il  pretend  refuter  les  forces  vives; 
„mais  il  y  raisonne  comme  un  aveugle  sur  les  couleurs.  Quel- 
ques autres  remplis  de  prejuges  aiment  mieux  perseverer 
„dans  l'erreur  populaire  que  de  se  donuer  la  peine  d'appro- 
„fondir,  ou  seulement  d'examiner  le  point  de  la  controverse. 
„II  y  en  a  encore  qui  seraient  peut-etre  en  e*tat  de  pen^trer •. 
„jusa'au  fond  de  la  verite,  mais  qui  s'etant  declare"  trop  töt 
"lement  par  preVipitation  pour  l'erreur  invetere,  sima- 
qu'il  y  va  ae  leur  repufation  de  chanter  la  palinodie. 


„publique in ent  par  preVipitation  pour  l'erreur  invetere,  slma 
„ginent  qu'il  y  va  ae  leur  repufation 

„Enfin  nous  savons  que  quelques -uns  particulierement  en 
„Angleterre,  preoccupes  de  passions  contre  tout  ce  qui  vient 
;,des  pays  etrangers,  haissent  mortellement  les  forces  vives 
„par  cela  seul  que  Mr.  Leibnitz  (leur  antagoniste  declare  et 
„condamne)  les  a  le  premier  produites  sur  la  scene.  Nous 
savons  pourtant  aussi  qu'il  y  a  en  Angleterre  des  partisans 
caches  de  la  mm  volle  doctrine,  mais  qui  n'aiment  pas  trop 
v„lever  la  tete,  sous  peine  d'Ostracisme.   On  ne  doute  pas 
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„que  Mr.  Newton  lui-merae  ne,l'eut  enabrassee,  si  dans  la 
„vigeur  de  son  age,  il  avait  ea  occassion  de  refleclur  mure- 
„ment  sur  l'etat  de  la  question :  mais  on  s'appercoit  nullement 
„q^u'il  y  ait  jamais  peitse,  quoiqu'on  trouve  quelques  proposi- 
,,tions  dans  les  pruicipes  de  la  philosophie  qui  conduisent 
*immediatement  a  rec-onnaitre   la  nature   des  forces  vives, 
„com  nie  p.  e.  la  prop.  39  du  premier  Ii  vre  qui  prouve  si  claire- 
„ment  qu'elles  soot  en  raison  doublee  des  vitesses  du  corps 
„successivements  acquises,  <|u*il  n'en  faudrait  plus  dautres 
„demonstrations  pour  ceux  qui  oe  veulent  pas  nodum  in  scirpo 
„quaerere  suivant  le  proverbe.  —  J'ai  eu  outre  cela  detemps 
en  temps  certains  petita  demeles  particuliers  doot  je  ine 
crois  £tre  toujours  uro  avec  honneur.   Tel  e*tait  eelui  qui 
„durait  pendant  quelque  temps  entre  Mr.  le  chevaller  Renan 
„tres  poli  adversaire  et  nioi  sur  un  point  de  la  raanoeuvre 
„de«  vaisseaux.    Un  autre  que  j'avais  avee  Mr.  Jurin  sur  un 
„principe  hydraulique.  Encore  un  autre  avec  Mr.  Brook-Tay- 
„lor  sur  une  formule  differentielle  de  Mr.  Cotes  ä  integrer 
„que  celui-lä  avait  propose*  en  den*  ä  tous  les  raatheraaticiens 
non  Anglais.   Item  avec  Mr.  Keil,  violent  agresseur,  sur 
differentes  matieres,  pretendaot  entre  au  tres  que  je  ne  «levais 
„pas  publier  les  fautes  qui  j'avais  deeouvertes  dans  les  ouvra- 
„ges  de  Mr.  Newton.    De  plus  un  anonyme  Anglais,  avec  le- 
„quel  j'eus  de  longues  contestations  sur  les  coiirbes  trajectoi- 
„res  reViproques;   mais  l'ayant  enlin  reduit  au  silence  j'ai  su 
„que  mon  inconnu  e'tait  Mr.  Pemberton*  editeur  de  la  troi- 
„sieme  edition  des  principes  de  Newton  avec  plusieurs  chan* 
„Jemens  ou  plutöt  falsiücations.   J'eus  aussi  a  eoutenir  les 
„Insultes  de  Mr.  le  C.  Ricatii  Italien,  sur  la  iigure  des  orbi- 
„tos  planetaires.   Enfin  Mr.  Herman  lui  roeme,  quoique  mon 
„compatriote,  se  crut  en  droit  de  me  barceler  quelque  fois, 
„et  le  plus  souvent  pendaot  qu'il  etait  professeur  a  Francfort 
„sur  1'Oder,  mais  tl  reconnut  son  tort  avant  que  de'  niourir." 


R.  Wolf,  Nachrichten  von  -der  Sternwarte  in  Bern  (Stern- 
schnuppen-Beobachtungen vom  8.  bis  11.  August.  1848.  —  Der 
'  Mercur-Durchgang  und  der  November -Sternschnuppenstrom).  (Nr. 
138.  und  139. 

Derselbe,  Bestimmung  mittlerer  Längen  und  Gewichte  (von 
80  Schälern  der  Realschule  in  Bern).   (Nr.  138.  und  139.). 

K.  v.  Erlach,  Meteorologische  Notizen  aus  Meyringen.  (Nr. 
140  und.  141.). 

C.  Brunner,  Sohn,  Bemerkungen  zu  vorstehenden  Mitthei 
lungen.  (Nr.  140.  und  141.). 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.  (Nr.  142.  und  143.). 

Derselbe,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.  (Son- 
nenfleckcnbeobachtungen  im  Jahre  1848.  —  Verschiedene  Beo- 
bachtungen im  Jahre  184&).  (Nr.  144.  und  145.). 
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M.  Perty,  üeber  vertikale  Verbreitung  mikroskopischer  Le 
.  (Nr.  146.-149.). 


(Ein  sehr  lesenswerter ,  Interessanter  Aufsatz). 

Lud.  Eman.  Schärer,  Lichenum  Europaeorum  Genera  ex 
utraque  raethodo,  artificiali  et  natural!,  digerit.  (Nr.  150.— 151.). 

In  diesen  Nummern  theilt  Herr  R.Wolf  auch  folgenden  inte- 
Brief  von  Fontana  an  Kästner  über  Lambert  mit: 


„Pavia.  IL  Nov.  1773.  Je  viens  de  recevoir  les  ouvages 
allem  and  s  de  Mr.  Lambert.  C'est  un  grand  genie,  on  ne  peut 
pas  le  nlerj  mais  il  se  traine,  il  s'appesentit  un  peu  trop  sur  tes 
matteres  qu'il  traite;  ü  Vebute  quelquefois  par  sa  prolixite;  il 
serable  ignorer  cet  art  plus  rare  encore  oue  les  talents,  cet  art 
le  plus  difficile  de  tous  les  arts,  —  Tart  deffacer.  Ne  lui  deplaise 
pas  la  parallele,  je  Tappelte  le  Dryden  des  geometres,  duquel  a 
Lien  dit  Pope: 

The  copious  Dryden  wanted,  or  forgot 
The  last,  and  greatest  art,  the  art  of  blot. 

Mais  quf)i  qu'il  soit  de  cela,  il  a  tant  de  vertus  que  j'ni  pres- 
qu'oublie  les  defauts,  et  oü  est  l'homme  qu'en  soit  exempt?  Op- 
timus  ille  est  qui  minimis  urgitur." 

B.  S  tu  der,  Ueber  den  Bohrversuch  auf  Steinsalz  oberhalb 
Windlisbäch.  (Nr.  152.  — 155.). 

L.  R.  v.  Fellenberg,  Analyse  der  Schwefelquellen  des 
Gurnigelbades.    (Nr.  152.— 155.). 

C.  Brunner,  Ueber  das  gediegene  Gold  von  S.  Francisco  In 
Caüfornien.   (Nr.  152.-155.). 

Ausserdem  hat  Herr  R.  Wolf  seine  werthvollen  Auszüge  aus 
den  Briefen  an  A.  v.  Hai ler  in  mehreren  Aufsätzen  wieder  fleis- 
sig  fortgesetzt;  welche  ungeheure  Correspondenz  muss  dieser  He- 
ros geführt  haben! 

Mögen  die  obigen  Auszüge  von  Neuem  auf  den  in  vielen  Be- 
ziehungen wichtigen  und  interessanten  Inhalt  der  Mittheilungen 
der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern,  denen  wir  einen  un- 
unterbrochenen und  schnellen  Fortgang  sehr  wünschen ,  die  Leser 
des  Archivs  aufmerksam  zu  machen  geeignet  sein,  welches  der 
Hauptzweck  ist,  den  wir  durch  dieselben  zu  erreichen  suchen. 


Digitized  by 


Bitte. 


Die  Kaiserliche  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien 
hat  auf  den  Antrag  ihres  berühmten  Präsidenten,  des  Frei- 
herrn v.  Hammer-Purgstall,  in  der  Sitzung  vom  13.  Mai 
1848  einstimmig  den  Beschluss  gefasst,  sich  aller  Titulatu- 
ren oder  sogenannten  Prädicate  bei  ihrer  Correspondeoz 
vOllig  zu  einschlagen.  Auch  dem  Herausgeber  des  Archivs 
sind  die  Hoch-,  Hochwohl-,  Wohl-,  Hochedel-  uud  wie  die 
Gebornen  alle  heissen,  ganz  besonders  aber  auch  die  Hochwur- 
den, Hochehrwürden,  Ehrwürden  u.  s.  w.  von  jeher  ein 
Greuel  gewesen,  und  derselbe  glaubt,  dass  es  jetzt  an  der 
Zeit  sei,  unter  vielen  andern  auch  diesen  schrecklich  lan- 
gen Zopf  dem  edlen  deutschen  Volke  endlich  einmal  ganz 
abzuschneiden.  Daher  ergeht  an  alle  Correspondenten  des 
Herausgebers  in  Sachen  des  Archivs,  so  wie  überhaupt  an 
alle  diejenigen,  welche  mit  ihm  Briefe  zu  wechseln  irgend 
Gelegenheit  haben  und  diese  Zeilen  zufällig  zu  Gesicht  be- 
kommen, die  ergebenste  Bitte,  ihn  fernerhin  mit  diesen 
nichts  sagenden  und  völlig  absurden  Floskeln  gefälligst  gänz- 
lich zu  verschonen,  wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass 
der  Herausgeber  Gleiches  mit  Gleichem  jederzeit  und  über- 
all vergelten  wird.  Nur  wenn  möglichst  vielseitig  solche 
gegenseitige  Contracte  geschlossen  werden,  wird  es  möglich, 
dergleichen  lange  Zöpfe  wie  den  betreffenden  nach  und  nach 
etwas  zu  kürzen,  bis  endlich  nur  ein  letzter  Stumpf,  der 
immer  noch  einzelnen  leicht  zu  errathenden  Leuten  zur 
besondern  Zierde  gereichen  wird,  übrig  bleibt.  G. 
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literarischer  Bericht. 
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A  r  1 1  b  in  c  1 1  iL*   

Die  allgemeine  Umkehrung  gegebener  Funktionen. 
Eine  Monographie  von  Dr.  Oskar  Schlömilch,  Profes- 
sor an  der  Universität  Jena.   Halle.  1849.  8. 

Diejenigen  unter  den  deutschen  Mathematikern,  welche  noch 
eine  vollständige  Kenntniss  der  im  Sinne  Hi  n  den  bürg' s  und 
seiner  Schüler  und  Freunde  bearbeiteteten  combinatorischen  Ana- 
lysis  besitzen,  —  gross  wird  ihre  Anzahl  schwerlich    sein ,  und 
in  Frankreich  und  England  hat  dieselbe  nie  den  geringsten  Eingang 
gefunden  — ,  werden  sich  noch  erinnern,  dass  einer  der  wichtig- 
sten Angelpunkte,  um  die  sieh  alle  diese  Untersuchungen  drehten, 
das  sogenannte  Reversionsproblem  war;  ja  man  kann  sagen,  dass 
die  Combinatoriker  die  vollständige  Auflösung  dieses  Problems 
(in  Ihrem  Sinne)  als  den  Gipfelpunkt  aller  ihrer  Bemühungen,  als 
das  eigentliche  non  plus  ultra,  was  sie  durch  dieselben  zu 
erreichen  hofften  und  hoffen  durften,  betrachteten,  indem  ja  durch 
die  Auflösung    dieses  Problems  natürlich   auch   die  alfgemeine 
analytische  Auflösung  der  Gleichungen  (im  Sinne  der  Combi  na  to- 
rik)  gegeben  war.   Wer,  wie  der  unterzeichnete  Herausgeber  die- 
ses Archivs,  der  in  J.  F.  Pfa ff*)  hauptsächlich  seinen  Lehrer 
verehrt,  recht  eigentlich  in  der  combinatorischen  Analysis  aufge- 
wachsen ist,  blickt  jetzt  mit  einem  gewissen  wehmüthigen  Ge- 
fühl auf  die  Zeit  jener  Studien  zurück,  Indem  man  sich  sagen 
müss ,  dass  man  von  allen  den  schönen  Sachen,  die  man  damals 
lernte ,  doch  niemals  einen  rechten  Gebrauch  hat  machen  können, 
ja  dass  man  fast  alles  damals  mit  einem  wahrlich  nicht  geringen 
Aufwände  von  Zeit  und  Mühe  und  grossem  Eifer  Erlernte,  ich 

.,*),  Aach  Thiba  tit't  Vorlesungen  über  die  allgemeine  Arithmetik 
>der  sogenannte  Analyst«  des  Endlichen,  die  der  Herausgeber  des  Ar- 
rtiivs  ebenfalls  gehört  hat,  waren  eigentlich  nur  comhinatorischer Natur. 
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will  nicht  gerade  sagen,  hat  wieder  vergessen,  aber  doch  hat  auf 
die  Seite  werfen  müssen,  um  in  gewisser  Rucksicht  wieder  von 
vorn  anzufangen.  Um  indess  auch  nicht  undankbar  zu  sein,  muss 
man  bekennen ,  dass  in  jenen  Beschäftigungen  doch  jedenfalls 
ein  sehr  bedeutendes  bildendes  Element  lag,  und  dass  auch  die 
meistens  sehr  grosse  analytische  Eleganz  der  erhaltenen  Resul- 
tate denselben  einen  ganz  eigenthümlichen  Reitz  verlieh,  wo- 
durch man,  nachdem  man  eine  Stufe  erstiegen  hatte,  immer  wieder 
neue  Kraft  gewann,  den  nicht  selten  dornenvollen  Pfad  weiter  zu 
verfolgen.  N 

Zu  den  schönsten  Sätzen  der  Analysis  gehört  nach  meiner 
Ueberzeugung  unstreitig  die  berühmte  sogenannte  Localformel 
zur  Reversion  der  Reihen,  mit  welcher  H.  A.  Rothe,  der 
zuletzt  Professor  in  Erlangen  war  und  seine  verdienstvolle 
literarische  Laufbahn  mit  der,  jetzt  auch  wohl  nur  von  sehr 
wenigen  —  aber  gewiss  mit  Unrecht  —  noch  gekannten  T  h  e  ori  e 
der  combin ator ischen  Integrale.  Nürnb erg.  1820.  geendigt 
hat,  in  der  mit  eigenthümlicher  Eleganz  verfassten  Schrift :  F  o  r  m  u  1  a  e 
de  serierum  reversione  demonstrati  o  universal  is  sig- 
nis  localibus  combinatorio-analyticorum  vicariisexhi- 
bita.  Lips.  1793.  die  Analysis  bereichert  hat.  Aber  ich  mochte 
wohl  wissen,  ob  diese  ganz  allgemeine  Formel  zu  Reihenum- 
kehrungen  öfters  wirklich  angewandt  worden  ist?  Und  ausserdem 
lassen  alle  diese  Untersuchungen  ein  Element  ganz  unberücksich- 
tigt, welches  dem  erhaltenen  Resultate  nur  erst  wahre  Berechti- 
gung zur  wirklichen  Anwendung  verleihet,  und  von  der  neueren 
Analysis  daher  auch  nie  ausser  Acht  gelassen  wird,  nämlich  — 
was  ich  kaum  wohl  erst  noch  zu  sagen  brauche  —  die  Coavergeoz 
oder  Divergenz  der  erhaltenen  Reihe.  Ob  aber  hierüber  Kriterien, 
die  für  die  Anwendung  hinreichende  Einfachheit  besitzen,  über- 
haupt aufgestellt  werden  können,  muss  ich  völlig  dahingestellt 
sein  lassen ,  da  weder  hinreichende  eigene  noch  fremde  Untersu- 
chungen mir  in  dieser  Beziehung  bis  jetzt  zur  Seite  stehen.  So 
viel  aber  dürfte  gewiss  sein,  dass  alle  jene  älteren  Untersuchun- 
gen über  die  Umkehrung  der  Reihen,  ungeachtet  ihrer  in  gewisser 
Rücksicht  ganz  unbestreitbaren  sehr  grossen  analytischen  Schön- 
heit und  Eleganz,  in  den  mathematischen  Raritätenkasten,  oder 
auf  den  mathematischen  Nipptisch  zu  verweisen  sind,  so  lange  der 
fragliche  Punkt  nicht  eine  einigermaassen  genügende  Erledigung 
gefunden  hat*). 

Alle  jene  älteren  Untersuchungen  über  die  Reversfon,  der 
Keinen  legen  nun  die  gewöhnliche  Keiheuform 

■'-.A  +  Bx  +  Ci*  +  Dx*\ Ejkfr ...  1 

.    j.  !•.•♦».*{  irillfn 

zum  Grunde.  Diesen  Siteren,  bisher  überhaupt  allein  eingeschla- 
genen Weg,  hat  aber  der  Herr  Vf.  der  vorliegenden  Schrift,  wahr- 
scheinlich veranlasst  durch  den  oben  angestellten  ähnliche  Be- 
trachtungen, ganz  verlassen,  und  seinen  ^Untersuchungen  über  die 

i f t>  nii  -a  Jnbnt  i\  il...       U;-*l»i*«    i»u  K.4  *         Ii«  , 

rt'v  t*M  111*3  IlM  l*jli3    i  «i    •'  •  *.'  bi:..«    .-.X     •  ' 

*)Dirksen'a  Organon  der  gesammten  transr.e  n  deuten 
\nul\His.  Till.  I.  Berlin.  1845.  wäre  ein  Werk,  in  dessen  weiterer 
Fortführimer  man  wohl  die  fragliche  Erledigung  zu  finden  hoffen  dürfte. 
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Umkehron^  der'Rclhen,  oderU  wie  er.ee  mit  Rech t  iifenot ,  über 
die  Umfeehrtiiig  de#  Functionen*  <k  h.  über  die  Bestimmung  der 
Function  ymitpfr)  aus  der  als  ..i  gegeben  ^ngesehebon  Function 

99fyfy)l  <£e  Reihchttfm  mt.i  u\  w  >    Ui  *llä,i<,b  l    .Kil  hd*m 

»•  tt\  tk    't-,\tX    ii.ili    ,*-t    M.iil,    (;«.   u  "'iV.    Hl.!«    »••'  "lUftl! 

•  .  i:*.;i   ,  .  i   .•<  .£l»*ii«    t  *•  «i  *t»ll  !'     1  '  »e.».  «iiill*iix*.«ii 

wo  e  eine  beliebige  positive  ton  -Null   verschiedene  Grösse  be» 
zeichnet  und-  die  (  oefiieienten  Jn.  An  A2i.,.  mittelst  der  Formel 
.-.»»      .i1    •  n';T*  •«!  ijii«  >•  .'*  '.  •  n-ido  1  .:i*>«i«iib  ni  it. Ii  Tuhh»  . 

•        -      »  i     .  iifim-»^  \  f*P.  .y  v       SJLÄA'X    '''   w      '  rl,>' 
«»•i.l  u|  ;\  il^t"vce/  •>■■         co?     Cf '  ■  ^  '  '""  "l     '«  *»   I'1'*  * 

j      1. 1      I*       ,  ,    ,i  jj»,  { i  .  f<  i  •  i  ,i     . ,{     /  »••■'£  .v»'.  ,*if 
bestimmt  werden,  zum  Grunde  gelegt.'  Die  besonderen  Vorth  eile« 
welche  diese  Reihenform  darbietet,  kennt  Jeder,   wer  mit  den 
neueren  Fortschritten  I  ider  Analysis  gehörig  bekannt  ist  >•  so  dass, 
dieselben  hier  noch  .besonders  aufzuzählen*  unnütze  Weitläufigkeit 
sein  würde;  und  der  Gedanke  des  Herrn KVIs.,  diese  Reibenform 
bei  dem  Reversionsproblem  in  Anwendung  m  bringen ,  ist  daher 
jedenfalls  ein  sehr  glücklicher  au  nennen.  >  Auch  glauben  wir, 
ohne  uns  hier  auf  eine  nähere  Angabe  der  gewonnenen  Resultate 
einlassen  zu  können,  dass  der  Herr; Verf.  innerhalb  der»-  sich 
selbst  gesteckten  G ranzen  Alles  geleistet  bat,  was  sieh  bei  dem 
gegenwärtigen  Zustande  der  neueren  Analysis  leisten  lasst,  sowie 
denn,  wie  die*  früheren^  au  eh  diese  Schrift  des  Herrn  Vfs.  ganz 
im  Geiste  dieser  neueren  Analysis  verfasst  ist,  und  ihrer  'Wich- 
tigkeit und  ihres-  grossen  -  wissenschaftlichen   Interesses  wegen 
zur  sorgfältigste»  iind  alhremeiiisten  6ench«uns  dringend  empfoh- 
len zu  werden  in  jeder.  Beziehung  verdient,  auch  ohne  Zweifel 
überhaupt  als  eine  wichtige  neuen-  Erscheinung  auf  dem  Gebiete 
der  mathematischen    Literatur  bezeichnet  werden  muss.  Dabei 
können  wir  aber  zum  Sehtuss  doch  immer  nicht  den  Wunsch 
unterdrücken,  dass  es  gelingen  möge,  die  von  den  älteren  Com» 
binatorikern  gewonnenen  Resultate  und  Sätze  über  die  Umkehnrojg  der 
Reihen  iauf  irgend  eine  Weise  zur  wirklichen' Anwendung  fruchtbar  zu 
machen,  indem  man  bei  ihnen  ;:  an  die  älteren  eleganten  Untersu- 
chungen sieh  möglichst  anschliessend,  noch  alle  diejenigen  For- 
derungen zu  befriedigen  sucht,  welche  die  neuere  Analysis  dem 
Charakter  ihrer  eigentümlichen  Strenge  nach  an  jede  in  ihr  Ge* 
biet  fallende  Untersuchung  nothwendi^ stellen  muss,  wenn  dieselbe 
auf  wahren  wissenschaftlichen  Werth  soll  Anspruch  machen  dürfen. 
.h.1".  •  ti^^'.#uJV.t*/  -liu/.    im'e..  ..... 

(Beiträge  zur  Theorie  der  algebraischen  Gleichüri- 
gett  von ^  (^rlFriedrich  Gäüss.  Güttin ge^n:  1840.  4. 15  £gr» 

M  Gaus  s  hat  bekanntlich  seine  literarische  Laufbahn  mit  einem 
Beweise  des  Fundamentalsatzes   der   Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen  begonnen,  den  er  in  der  Inaugural  -  Dissertation  :  D  e  - 
ii«.  nst  ratio  nova  theorematis,  omnem  fuoctionem  alge- 
-  raicam  rationalem  integram  uni us  variabüis  in  fac» 
fco  res  reajes  prirai.  vel  seeundi  jjradus  resolvi '  posse, 
iuam  pro  obtinendis  summis  in  PMIosophia  hoinoribue 
nelltft  Philospphorura  ordini  AcAderajSß  Julia«  Caro* 
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linae  exbibuit  C.ll  Gauss.  Hehns  t.  1799.  veröffentlicht, 
und  nachher  noch  mit  zwei  andern  in  den  Schriften  der  Gottinger 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  bekannt  gemachten  Beweisen  ver- 
mehrt hat.  Jedenfalls  ist  es  nicht  ohne  Absicht  geschehen ,  das« 
Gauss  in  dem  gegenwärtigen  Jahre  1849,  dem  Jahre  seines 
Doctoriubilännis ,  jene  für  die  Wissenschaft  höchst  wichtige  Ju- 
gendarbeit wieder  vorgenommen,  und  in  einer  neuen  in  vielen 
Beziehungen  sehr  vereinfachten  Bearbeitung  den  Mathematikern 
vorgelegt  hat.  Wäre  der  Herausgeber  des  Archivs  nicht  leider  im 
v  erwichen en  Sommer  von  dem  härtesten  Schlage  des  Schicksals, 
welcher  ihn  in  diesem  Lehen  überhaupt  treffen  konnte,  durch  den 
Verlust  seiner  ältesten,  ihm  über  Altes  theuren,  auch  geistig 
sehr  nahe  stehenden  Tochter,  in  deren  einundzwanziisteru  Lebens- 
jahre, getroffen  worden ,  durch  welches  harte,  noch  schwer  auf 
ihm  lastende  Geschick,  mit  dem  eine  vorhergegangene  Badereise 
zur  Wiederherstellung  der  Gesundheit  der  Verstorbenen  in  enger 
Verbindung  stand,  er  länger  als  ein  Vierteljahr  allen  anderen  Er- 
eignissen völlig  entfremdet  wurde,  und  so  nur  erst  jetzt  bei  Ge- 
legenheit der  vorliegenden  Schrift  auf  das  in  die  erwähnte  traurigste 
Zeit  seines  Lebens  gefallene  Doctorjubiläum  des  grössten  Mathe- 
mathematikers unsers  Jahrhunderts  aufmerksam  gemacht  und  hin 
gewiesen  wurde,  so  würde  gewiss  auch  das  Archiv  nicht  versäumt 
haben,  alle  seine  Leser  auf  dieses  höchst  erfreuliche  Ereignisse 
an  dem  jeder  Mathematiker  den  lebhaftesten  und  innigsten  An- 
theil  nehmen  muss ,  aufmerksam  zu  machen,  und  sich  hei  dem- 
selben in  irgend  einer  geeignet  scheinenden  Weise  auch  selbst- 
redend zu  betheiligen.  Sollten  aber  dem  hochverehrten  .Manne 
diese  Zeilen  jetzt  noch  zu  Gesicht  kommen,  so  möge  er  sich  ver- 
sichert halten ,  dass  der  Herausgeber  des  Archivs  jederzeit  vou 
der  innigsten  Freude  bewegt  worden  ist,  wenn  er  von  ihm  be- 
freundeten nahen  Verwandten  des  Gefeierten  die  öfters  wieder 
holte  Versicherung  erhalten  hat,  wie  sehr  derselbe  auch  noch  in 
seinem  hoben  Alter  durch  Kräftigkeit  und  Gesundheit  des  Kör- 
ners von  der  Vorsehung  beglückt  werde:  denn  die  fortwährende 
Kräftigkeit  und  Rüstigkeit  des  Geistes  „bedarf  keines  Be- 
weises" nach  den  immer  wieder  neu  vorliegenden  Proben. 
Möge  der  Himmel  ihm  zum  Heile  der  Wissenschaft  und  aller 
durch  die  Bande  des  Blutes  mit  ihm  verbundenen  Personen  noch 
viele  Jahre  schenken!  in  welchem  Wunsche  mit  dem  Heraosgeoer 
gewiss  alle  Leser  des  Archivs,  welche  auf  die  in  Bede  stehenoV 
am  16.  Julius  d.  J.  unter  lebhafter  Theil nähme  von  nah  und  fern 
stattgehabte  Feier  noch  nachträglich  hinzuweisen,  diese  wenigem 
theilnehmenden  Worte  vorzugsweise  bestimmt  sind,  übereinstim- 
men werden.  ,.    ,  ,  t, 

Die  von  Gauss  gegebenen  drei  Betveise  des  algebraischen 
Fundanientalsatzes  beruhen  alle  auf  verschiedenen  Grundlagen,  auer 
darin  kommen  sie,  sowie  auch  die  von  Cauchy  gegebenen  Be- 
weise, alle  iiberein,  dass  zunächst  nur  das  Vorhandensein  Eines. 
Factors  der  betreffenden  Function  nachgewiesen  wird.  Der  Strenir^ 
des  Beweises  thut  dies  allerdings  keinen  Eintrag:  denn  es  isvt 
klar,  d  ass  wenn  von  der  vorgegebenen  Function  dieser  eine  Fac- 
tor abgelöset  wird,  eine  ähnliche  Function  von  niederer  Ordnung*: 
zurückbleibt,  auf  welche  der  Lehrsatz  aufs  Neue  angewandt 
werden  kann,  und  dass  durch  Wiederholung  des  Verfahrens  zn»> 
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letzt  ein«  vollständige  Zerlegung  der  ursprünglichen  Function  in 
Factoren  der  bezeichneten  Art  hervorgehen  wird.  Indessen  ge- 
winnt ohne  Zweifel  Jede  Beweisführung  eine  höhere  Vollendung 
wenn  nachgewiesen  wird,,  dass  sie  geeignet  ist,  das  Vorhanden* 
sein  der  säm mtlichen  Factoren  unmittelbar  anschaulich  zu  machen. 
Dass  der  erste  Beweis  in  diesem  Falke  ist,  ist  in  der  gedachten 
Dissertation  (Art.  2.3.)  angedeutet,  ohne  es, dort  weiter  auszuführen: 
dies  zu  ergänzen,  ist  die  vorliegende  neue  Abhandlung  bestimmt, 
zugleich  aoer  sollen  die  Haupt niomente  des  ganzen  Beweises  in 
einer  neuen,  eine  vergrösserte  Klarheit  darbietenden  Gestalt  wie* 
derholt  werden.  Was  dabei  die  äussere  Einkleidung  des  Lehr- 
satzes selbst  betrifft ,  so  war  die  1799  gebrauchte,  dass  die  Func- 
tion m*  +  ÄJrtT7?-  +  Ba:ifc?+~<  «ich  in  reelle  Factoren  erster  oder 
zweiter  Ordnung,  zerlägen  Wisst,  damals  deshalb  gewählt,  weil 
alle  Einmischung  imaginärer  Grossen  vermieden  werden  sollte, 
Gegenwärtig,  wo  der  Begriff  der  complexen  Grössen  Jedermann 
geläutig  ist,  schien  es  angemessener,  jene  Form  fahren  zu  lassen, 
und  den  Satz  so  auszusprechen,  dass  jene  Function  sich  in  n 
einfache  Factoren  zerlegen  lasse,  wo  dann  die  constanten 
Theile  dieser  Factoren  nicht  eben  reelle  Grossen  zu  sein  brau- 
chen, sondern  für  dieselben  auch  jede  complexen  Werthe  zulässig 
sein  müssen.  Bei  dieser  Einkleidung  gewinnt  selbst  der  Satz 
noch  an  Allgeroeinheit,  weil  danu  die  Beschränkung  auf  reelle 
Werthe  auch  bei  den  Coefticienten  A,  B,  u.  s.  w.  nicht  vorausge- 
setzt zu  werden  braucht,  vielmehr  jedwede  Werthe  für  diesel- 
ben zulässig  bleiben,  - 

Die  zweite  Abtheilung  der  vorliegenden  Schrift  ist  den  alge- 
braischen Gleichungen  mit  drei  Gliedern  (a*»tn±ea:m±f=0)  ge- 
widmet. Diese  haben  das  Eigenthümliche,  dass  von  den  zur 
numerischen  Auflosung  der  Gleichungen  bestimmten  Methoden 
einige  bei  jenen  einer  Geschwindigkeit  und  Eleganz  fähig  werden,, 
von  der  ihre  Anwendung  auf  Gleichungen  von  weniger  einfacher 
Gestalt  sehr  weit  entfernt  bleibt.  Dies  gilt  namentlich  von  der 
Auflösung  durch  unendliche  Reihen,  und  von  der  indirecten  Me- 
thode. Es  scheint  daher  die  Entwicklung  dieser  Methoden  für  die 
Gleichungen  von  jener  Form  um  so  mehr  eine  besondere  Ausfuh- 
ran«  zü  verdienen,  da  das  Vorkommen  solcher  Gleichungen  in 
der  That  ein  sehr  häutiges  ist. 

Die  Auflösung  durch  unendliche  Reihen  hat  jedoch  der  Verf. 
voll'  seinem  gegenwärtigen  Zwecke  gänzlich  ausgeschlossen,  und 
nur.  bemerkt,  dass  für  jede  Wurzel  einer  solchen  Gleichung,  sei 
sie  reell  oder  imaginär,  eine  convergenre  und  nach  einem  leicht 
erkennbaren  Gesetze  fortschreitende  Reibe  gefunden  werden  kann. 
So  schön  aber  auch  diese  Auflosungsart  in  allgemein  theoretischer 
Beziehung  ist,  so  wird  man  doch;  wo  es  auf  wirkliche  praktische 
Anwendung  ankommt;  den  indirecten  Methoden  in  allen  den  Fäl- 
len  den  Vorzug  geben,  wo  jene  Convergenz  nicht  eine  sehr 
schnelle  ist.  b  • 

Diese  indirecten  Methoden  nun  sind  der  Gegenstand  der  zwei- 
ten Abtheilung.  Es  handelt  sich  hier  von  zwei  Methoden,  denn 
das  Verfahren,  welches  zur  Bestimmung  der  imaginären  Wurzeln 
erfordert  wird,  ist  ganz  verschieden  von  dem  für  die  reellen  Wur- 
zeln anzuwendenden.  Von  dem  letzteren  hat  der  Vf.  schon  bei  an- 
dern Gelegenheiten  ein  Paar  Proben  an  besonderen  Fällen  gege- 
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ben,  und  dabei»  tfcigteich  dio  allgemeine  Anwendbarkeit  des 
fahreng  angedeutet.  Obgleich  diese  General  isirung  durchaus  kerne 
Schwierigkeit  hat ,■  i so  bat  der  •  Vi',  doch  ge g I a 1 2 ! 1 I  ,  dass  man  gern 
die  gebrauchfertigen  Vorschriften  zusammengestellt  sehen  wü*de. 
zumal  weil  die  Anzahl  der  dahei  zu  unterscheidenden  und  einzeln 
zu  bohandeinden  Fülle  «icW  «Ubeträchlich  Ut.< -.Ii  -Mi  v.l. 

Die  Auffindung  der  ining««ÖreA  W*rze1»  aa£  iniUreetem  Wege 
ist  (insofern  nicht  schon  einigermaßen  angenäherte  Werthe  anders- 
woher bekannt  sind)  deswegen  viel  seh wieriger,  als  die  der  reellen, 
weil  jene  aus  einem  unendlichen  Gebiete  von  Dimensionen  heraus- 
gesucht wtM-den'  «wissen,  diese  rnW  -  an«  einem  unendlichen  von 
Einer  J)imeusion.  Diese  vSchtf  ieffekeit  rasst  sich  bei  Gleichun- 
gen  von! drei  Niedern  durch  «einew -e'mfaJcKen  sehr  nahe  liegenden^ 
aber  wie  'es"Bch«äW!',  sonst  bisher  noen  «nicht  bemalten  Hu nstgrrff 
um^hem  »i  Anfch"fur  diese  Aufgabe  sind  die«  zur  Aullösung  er- 
forderliche* Vorschriften  vollständig  hW*  in  gebrauchsfertiger 
stalt  mirgethetö;   ?     '  ;n:wito  .  -  >  u  »i1-  -©,i 

*,    «'  t!  •  *  •  '.i.*i:»t8'"      .  •*    «!■    »•  ,  ,!'tir»'i'!i'>"i  •'•  '»      »«   .\.        f  *i 
•    Theorie  generale  des  calculs  par  aproximation  par  J,  J.  Gttil- 
loud.  Paris,  <184ev- ^.ni>  le.'o  irr» 

.       .  »  •>  i«  iy.«,|.,ie  .  1  :»! -»j  ihiu,  i.m!.- •-.;!»  in;  .•  ■•.  . 
.1  <  —  .••    !  -.•!  -   1  uii '    ••  '4  •  "K  'Jv  J   |»i •■•.*!•   '*  «i  i- 

•  •  «    l!«  »Jiii'l  '  »♦•  •••    "H'     1   '«  •  ;  ,'  >.    .  j*  • 

»  |../  1      W    "  A      •      I*"  il»  >I*>J»*'  *    .'•   •'•    1      *»  • 

.!  .•    fi:   -i  •  •  V    •'»  1  ••    ii    .  f  jiinSW  .1'  •  ' 

e  o  m  ß  |  r  l  e.  s ' 

Das  ÄJalf  attische  Problem.  Beweis der  SteinerVcften 
Auflosung,  Von  Ä.  Q uiu  de,  (jj'b erlehrer.  (Programm 
des  Gymnasiums  zu  tferlord  von  Michaelis-  1849,) 
Herfoff  1849.  4.  ,  (  .  •  '  {{  %  ^  * 

Der  von  Adams  in  der  im  Litteilar;  Ber.  Nr.  XXX;  S. 
451.  angezeigten  Schrift  gegebene  Beweis  der  Steiner 'sehen 
Construetion  befriedigte  den  Herrn  Vf.  des  vorliegenden  lesens- 
werthen  Programms  insofern  nicht ,  als  dieselbe  nicht  reift  plani- 
metrisch  ist ,  sondern  auf  eine  Gleiobdng  des  zweiten  Grades 
sich  stützt.  Er  giebt  daher  in  der  Vorliegenden  Schrift  einen!  rein 
geometrischen  Beweis  der  gedachten  ete^anten  Construetion,  wel- 
chen wir  der3  Beaehtuwg  !  der  Leser  des  Archivs  recht  sebr  em- 
pfehlen. Ausserdem  sind  noch  verschiedene  elegante  analytische 
Betrachtungen  beigefögt,  die  das  Interesse  der  Loser  ebenfalls 
recht  sehr  in  Anspruch  zu  nehmen  geeignet  sind .  weshalb  wir 
auf  diese  Schulschrirt  wiederholt  aufmerksam  machen,  ohne  da- 
durch Herr»  Äsd am s  Beweis  der  mehr  erwähnten  Construetion 
irgend  in  Schatten  stellen  zu  VroHeVr,  der  in  analytischer  Rück- 
sicht eMfclfcrf  sehr  bemerkehswerth  ist,  wie  Wir  auch  schon*.  ». 
O.  des  Literar.  Ber.  gebührend  hervorgehoben  haben.    •  •'  itlnnl  ■ 

•I  >7is  v>b  bflUtvr*»! ?•)  **h  hn:«-  tw*  n  ,f!  n  •r>'uL:l  1  •.''! 

tinih  .  iieluidi-ifl  f  »ira'üiw  ■»  1!  »:^.  »f  -f  -  '  .!•.:••*!«  '  ?;  ■» 
ftloxri//  U'n'.fu.icjui  W>         o"1»''        •  . »;     ...   /  *• 

TifV/  n^l!*>;n   Ü»  :iVI  irr'»'«  m  :,\  -     '  •  •  i    -.:       i  * 

•111»  iim(  und'»-    »  t  im!«  \m'  .1  .*»•  l..'  *i  in        1  *.f  1  »s»il  •  "t.x  t  •» 

^Qjp%  ■»IhV'l  nar.-i|.      'mi    11    ,r  t  .  :  i        ;  e"     ,.,•*•»'!»■  ,1  ••• 
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•iirt»i»-u'»!i*i  iilfi.i  ->ligji  A'  A'  yi  Ü  W>§c^>nm!Ji:u"J  ii  »f»;'>//  b.iti 
tili  -  itl.i       .^'.Ud- rPinT  WAitT?*  n"1*  irw:l   wl»  'ilÄ 

'  Dl W^Kfi st'en .'veriH'feistf  ttitg Ünl<4'  Ihre  'T  er  t>i  n  d  uug,  mit 
der  Berti  ner  Iii  run  dlin  i  c.  1  Ausgeführt  von  der  trigono- 
raetriscnWAbthtfl^  I.Bäe-1 
yer.   B^rKh.  1849.  4.  rf  Ttilr.         1  ' 

-fh.'Es  genügt  hier  ,  das  Erscheinen  dieses  für  die  Geographie 
und  Topographie  Preußens  sehr,  wichtigen  Werkes  anzuzeigen, 
da  eine  besondere  Beurteilung  oder  auszugsweise  MUthellung 
des  Inhalts  bei  einem  Werke ,  weiches  wie  das  vorliegende  haupt- 
sächlich nur  die  Resultate  einer  grossen  geodätischen  Messung 
enthält,  naturlich  unstatthaft  ist.  Uebrigens  enthält  aber  auch  das 
Werk  eine  kurze  Darstellung  der  befolgten  Beobachtung^  -  und  Rech- 
nungsmethode,  welche  für  jeden  Geodäten  namentlich  in  prakti- 
scher Rücksicht  sehr  lehrreich  sein  wird  und  daher  zur  Beach- 
tung hier  empfohlen  werdrip  muss.  ? 


!»•.•:  .'..») 


I  '  .*  *      .  ...        .  t|     ,M      I   .  •! 

•  •  , .        -  .  :      .  .       •  .         .  •    I       • »        •    .  •  .      i    -Mit  . 

*     *  ■  i 

M  e  ch  a  n  i  k. 

•  .       ......  '  .      ••        • ! 

"  Leötthard  Euler's  Mechanik  oder  analytische  Dar^ 
st+IUHg  der  Wissenschaft  von  der  Bewegung 'mit  An- 
merkungen und  Erläut  erungen  herausgegeben  von  lrrVJ/ 


Pb,Wolfers.  Zweiter  Theil.  Greifswald.  1850.  8.2%  T  h  lr: 
jJWir  freuen  uns  sehr,  des  Erscheinen  des  zweiten  Theils  tlie- 


ausgezeichneten  Uebersetzung  von  Euler's  Mechanik  Jetzt  an- 
zeigen zu  können,  von  welcher  alles  dasjenige,  was  imLiterar. 
Bejr.  Nr.  XXXVllI.  S.  551.  bei  der  Anzeige  des  ersten 
Theils  zur  Empfehlung  dieses  Unterernehmens  gesagt  worden  ist, 
in  ganz  gleichem  Maasse  gilt.  Da  das  IMheil,  welches  Gauss 
über  diese  Uebersetzung  gefällt  hat,  uns  freundschaftlich  :  mit-., 
getheilt  worden  ist,  zugleich  mit  der  Autorisation  zur  i Veröf- 
fentlichung desselben,  so  nehmen  wir  keinen  Anstand»  dasselbe 
nachstehend  den  Lesern  des  Archivs  nicht  vorzuenthalten.  Ganz 
übereinstimmend  mit  unserem  eigenen  Urtheil  über  den  ersten  Thejl 
sagt  nämlich  der  genannte  grosse  Mathematiker:  (()ff  lljt 

JtDti  das  Studium  der  Eulerschen  Schriften  stets  dienest* 
S,;hule  für  mathematische  Ausbildung,  und  auch  selbst  da  wo  die 
spätere  Zeit  wesentliche  Vervollkommnungen  gebracht  hat,  doch 
jedem  Mathematiker  unerlässlich  bleiben  wird,  so  können  alle' 
Bemühungen,  solche  Schriften  leichter  zugänglich  zu  machen,  nur 
dankbar  anerkannt  werden.  Es  ist  daher  ein  erfreuliches  Zusam- 
mentreffen mit  Ihrer  (des  Uebersetzers)  Arbeit,  dass  die  Petersbur- 
ger Akademie  die  kleinern,  in  akademischen  Denkschriften'  zer- 
streuten Abhandlungen  zu  Sammeln  beschlössen  und  schon  'zwei 
Bände  Commentationes  Arithmeticae  neuerlich  veröffentlicht  hat." 

Die  Anmerkungen  und  Erläuterungen  »des  Herrn  Ueberseizers 
sind  iu  diesem  Theile  noch  reldiliche*  'wie  im  ersten  Theil*. 
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und  werden  Ungeübteren  das  Studium  des  Werks  sehr  erleichtern. 

Mit  der  freudigsten  Anerkennung  des  Verdienstes,  welches  der 
Herr  Uebersetzer  sich  durch  die  vollständige  Uebertragung  der 
Mechanica  sive  raotus  scientia  analytice  exposita  ins 
Deutsche  bereits  erworben  hat,  können  wir  nicht  den  Wunsch  unter- 
drücken, dass  es  demselben  gefallen  möge,  das  deutsche  mathema- 
tische Publicum  nun  auch  recht  bald  mit  einer  ebenso  gelungenen 
Uebersetzung  der  in  streng  wissenschaftlicher  Rücksicht  jedenfalls 
noch  weit  wichtigeren  Theoria  motus  corporum  rigidorum. 
Rostock  und  Greifswald.  1789.  4.  zu  beschenken. 

».•••••  •  •  « 

• 

.  •■  .1-         •  ■        ■  ■  ■    •.  »• 

*     .  .      !  •  i   •        ll  « 

Nautik. 

Traite  elementaire  de  navigation  ä  l'usage  des 
officiers  de  la  marine  militaire  et  de  la  marine  du  com- 
merce, par  V.  Caillet,  examinateur  de  la  marine  etc. 
Tome  1.  Texte.  Brest  1848.  Tomeil.  Tables.  Brest. 
1846.  5  Thlr.  26  Sgr. 

Dieses  Werk  enthalt  eine  sehr  wissenschaftlich  gehaltene, 
für  seinen  Zweck  hinreichend  vollständige  Darstellung  der  nauti- 
schen Astronomie  und  Schifffahrfokunde  überhaupt,  nebst  den  dazu 
gehörenden  Tafeln,  und  darf  von  Lehrern  der  Schifffahrtskunde 
nicht  unbeachtet^  gelassen  werden.  Die  auf  der  See  gebräuch- 
lichen Instrumente  sind  ziemlich  ausführlich  beschrieben,  und  ihr 
Gebrauch  und  ihre  Berichtigung  ist  gelehrt.  Alle  Aufgaben  sind 
durch  vollständig  ausgerechnete  Beispiele  hinreichend  erläutert 
Neue  Methoden,  die  besonders  hervorgehoben  zu  werden  verdienten, 
haben  wir  jedoch  in  diesem  Werke  nicht  gefunden,  ausser 
etwa  die  auf  »Seite  193.  mitgetheilte  Auflösung  der  Aufgabe: 
„Aus  den  beobachteten  Höhen  zweier  Sterne  und  der  Zwischen- 
zeit der  Beobachtungen  Zeit  und  Polhöhe  zu  bestimmen"  von  dem 
Vater  des  Verfassers,  und  die  approximative  Auflösung  desselben 
Problems  von  dem  Marineolficier  Pagel,  die  aber  wohl  der  be- 
kannten, auf  der  See  bisher  am  meisten  angewandten,  ebenfalls 
nur  approximativen  Methode  von  Douwes  (der  Vf.  schreibt 
falsch  Dowes)  nachstehen  dürfte.  Dass  der  Verf.  die  vollstän- 
dige Kenivtniss  der  Geometrie  und  der  beiden  Trigonometrien  vor- 
aussetzt, ohne  in  seinem  Werke  selbst,  wie  dies  oft;  in  Schiff- 
fahrtslehrbüchern geschieht,  einen  Abriss  dieser  Wissenschaften  zu 
liefern,  ist  ganz  recht  und  dem  wissenschaftlichen  Standpunkte 
seines  Werkes,  welches  wir  nochmals  allen  denen,  die  sich  fu 
diese  Studien  interessiren ,  empfehlen,  völlig  angemessen. 

J  ml       '  I  '  • 

Nautischer  Almanach  für  das  Jahr  1850.  Heraus- 
gegeben von  G.  F.  Ursin.   Kopenhagen.  1848.  8.  15.  Sgr. 

Dieser  auf  sehr  gutes  Papier  mit  deutlichen  und  schar- 
fen Lettern  (gedruckte  nautische  Almanach  ist  uns  jetzt  erst  be- 
kannt geworden;  ob  schon  frühere  Jahrgänge  von  demselben  exi- 


GooqIc 


-stiren,  ist  uns  nicht  mehr  mit  Bestimmtheit  erinnerlich.    Um  so 
mehr  halten  wkse*  für  unsere  »Pflicht,  auf  denselben  aufmerksam 
zu  machen,  weil  er  einen  nach  unserer  Ansicht  sehr  guten  für  den 
Seefahret  völlig  hinreichenden  Auszug  aus  dem  „ISautical  Al- 
manach  and  astron  omical  Enhemeris"  liefert ,  und  für  den 
(ireenwicher  Meridian  berechnet  ist;    Eine  deutliche  Auwei- 
surig    zu    seinem    Gebrauch    ist  der    eigentlichen  Ephenieride 
vorangestellt,  und  derselbe  ist  daher  gewiss  den  Seeleuten  in  je- 
der Beziehung  recht  sehr  zu  empfehlen;  :.       ru  -iv 
M»» *ii f. *  •    s   vm:j.  \t              •   y?h  •  •.  »     i  *ui')  itl   It.  /  r  '.' 
«Ii    ' •«  **!'•  i ' i " /  " *  •  ■  •  •  '*^rt!«-'-i  •                ».*:.•.'    «i::r*f  i*«.#f -  •*•■•  .'•. 
Allgemeines    nautisches    Wörterbuch    mit  Sacherklärungen: 
Deutsch,  Kuglisch;  Französisch,  Spanisch ,  Portugiesisch ,  italie- 
nisch, Schwedisch,  Dänisch,   Holländisch.   *  Von  Dr.  Eduard 
Bobrik.  Leipzig,  1850.8.  4  Thlr. 

•f:»i«.\    •         *  •  1  i   ,.)..■  :  :  ,  »•"»:     *•  ,  ..•» 

Dictionnaire  de  marine,  par  de  Bonnefous  et  Paris.  1848. 

Histoire  generale  de  la  manne,  par  Van  Tenac.  1848. 

I  i"  Nouveüe  Architecture  navale.  par  A.  Malziere.  1848,. 

i        Guide  pour  la  construction  de  bateaux  k  vapeur,  par  Mazau- 
diez  et  Lombard.  1848. 

Perfectionnements  dans  la  navigation  ä  vapeur.  Exposition 


d*un  nouveau  mode  de  navigation,  par  A.  Seguier,  de  la  Mori- 
niere  et  Durand.  1848. 

*.*n  •  • 

,  .  Navigation  rapide.   Notice  sur  uo  bateau  rouiant,  par  J.  B. 


Bonniot  1848. 

>,  Almanach  du  marin  et  de  la  France  maritime  pour  1850,  pu- 
blie>  avec  l'approbation  et  sous  le  patronage  du  ministre  de  la  ma- 
rine.   Treizieme  aone*e.   Paris.  1849. 

,.•  .  "-.'»/.        .       •  ■•  •  *  •  •  • 

j  •• .  •    •  «...      : -  .     .   ••   .     .  •  i       . .   •  r     I  • 

-     •  "    •   UL>  .  U"'  '.x\   Iii"»'      !  ..II 

zs  ■ 

m«   ■  m       •••••»•  :* 

Physik. 

Lehrbuch  der  Physik  für  Schule  und  Haus.  Von  Dr. 
Heinrich  Bolze  (Lehrer  der  Mathematik  und  Physik 
am  Gymnasium  zu  Cottbus).   Berlin.  1850.   28  Sgr. 

Dieses  mit  grosser  Deutlichkeit  in  einer  ansprechenden 
Sprache  verfasste  Lehrbuch  der  Physik  können  wir  aus 
Ueberzeugung  allen  denjenigen  empfehlen,  die  hei  nur  sehr 
geringen  mathematischen  Vorkenntnissen  und  ohne  zu  gros- 
sen Zeitaufwand  sich  eine  gründliche  Einsicht  fn  die  Hauptlehren 
der  Physik  verschaffen  wollen,  und  glauben,  dass  der  Herr  Vf. 
.  in  diesem  keinen  grossen  Umfang  habenden  Werke  gaoz  die  rich- 
tige Mitte  zwischen  einem  völlig  populären  und  einem  streng  wis- 
senschaftlichen Werke,  sowohl  rucksichtlich  des  Vortrags  als  auch 
rücksichtlich  des  aufgenommenen  Materials,  getroffen  hat.  Das 

• 
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Buch  wird'«  «daher  auch  öann  zwe^kmasslfe  betfni  physikalisch«^ 
Unterrichte  auf  Höheren  Lehranstalten,  seihst  in  den  oberen  Klas- 
sen, zum  Grunde  'gelegt  werden  können,  indem  es  einem  geschick- 
te!»'•  ILehfeY'  'laicht  'sein  wird  v  ^verschiedene  Partieen  nrtt  rlfilfe 
der  Lehren  der  Elementarmathematik ,  namentlich  (Jet  Trigono- 
metrie-' und  Alireh  ra,  weiter  auszuf^renv  Worfiber  sich  dann  die 
»Seh fil er  als  Ergänzung  des  zum  Grunde  gelegten  Lehrbuchs  eigne 
Helte  ausarbeiten  müssen,  was  vielfache  (Gelegenheit  zu  zweck- 
mässigen mathematischen  Hebungen  darbieten  wird.  Das s  der 
Herr  Verf.  in  einein  Buche  dieser  Tendenz  auch  dem  sogenannten 
thierischen  Magnetismus  und  den  Reichenbach'schen  Untersuchun- 

ten  (Iber  denselben  in  einer*  Fol arismus"  überschrlebenen 
esouderen  Kapitel  einige  Aufmerksamkeit  geschenkt  hat,  kann  nur 
gebilligt  werden.  Da  schob  früher  ein  anderer  competenter  Beur- 
t  heil  er,  Herr  Director  K  luden  in  Berlin,  seine  mit  unserem 
obigen  Urtheil  ganz  ubereinstimmende  Ansicht  über  dieses  Buch 
auf  einem  wahrscheinlich  von  dem  Verleger  dem  Buche  beigeleg- 
ten besonderen  Blatte  öffentlich  ausgesprochen  hat,  so  halten  wir 
es  für  zweckmässig  und  der  zu  wünschenden  weiteren,  Verbreitung 
des  Buches  fiir  forderlich,  wenn  wir  diese  Ben rtheilung  des  Herrn 
Director  Klüden,  mit  der  wir,  wie  gesagt,  im  Wesentlichen  über- 
einstimmen, nachste>emi  ^drii^fl  ^s«en ^  ,,  ..,  ,:       .  .,i,-ai,\ 

„Das  beifolgend  zurückgehende  Manuseript,  betitelt :  L  ehr  b  u eh 
der  Physik  für  Schule  und  Haus  von  Dr.U einrieb  Bolze , 
erscheint  |  mir  als  eine  recht  wackere  Arbeit  >  4*p  einer  weiteren 
Verbreitung  durch  den  Drück  wohl  werth  ist.    j$ie  empfiehlt  sich 
durch  eine  logische  übersichtliche  Anordnung,  durch  eine  lichtvolle, 
sehr  deutlioHC  Und  fafislfcfte  Ausdrucksweise  und  Darstellung,  ohne 
doch  der  Wissenschaft  etwas  zu  vergeben,  oder  eine  Seheiner- 
klärung  an  die  Stelle  der  wahren  zu  setzen,  und  durch  eine  ge- 
wisse Vollständigkeit,  soweit  diese  von  einer,  im.  edleren  Sinne 
populär  gehaltenen  Schrift  zu  verlangen  ist.    Was  der  eigentlichen 
Wissenschaft  anheim  fällt,  ist  mit  Recht  weggelassen ,  aa  es  dem 
Herrn  Verfasser  darauf  ankam,  nur  das  zu  geben,  was  der  Schule 
und  dem  Leben  angehört,  weshalb  er  auch  zur  Verständniss  sei- 
nes Buches  nur  ein  sehr  geringes  Maass  von  mathematischem 
Wissen  fordert,  und  die  notwendigsten  Sätze  der  Geometrie  an- 
hangsweise giebt.    Obgleich  das  Buch  vorzugsweise  für  das  Selbst- 
studium geschrieben  isty  so  Vvirtl  es  doch  in  Gymnasien  und  Bur- 
gerschulen auch  recht  wohl  dem  Unterricht  zum  Grunde  gelegt 
werden  können ,  indem  es  keinem  Lehrer  schwer  werden  kann, 
die  nach  dem  Bedürfnisse  Und  dem  Standpunkte  seiner  Klasse 
etwa  erforderlichen  mathematischen  Bewickelungen  und-  Formeln 
geeigneten  Qrtes  ergänzend  hinzuzufügen,   wozu  oft  schon  die 
blosse  Umwandlung  des   wirtlichen  Ausdrucks^  ,  in   den  ligurirten 
mathematischen  hinreicht.  Mit  den  Ergebnissen  der  neuesten  phy- 
sikalischen Forschungen  ist   der  Herr  Verfasser   wohl  vertraut, 

Spu  er  hat  sie,  so  weit  es  der  Zweck  und  die  Bestimmung  des 
luches  verlangten,  aufgenommen  und  meistens:  sehr  gut  unu  ge 
lungeu  dargestellt.    Aus  alle  dem  ergiebt  sich,'dass  das  Buch  eio 
lehrreichem  und  zweckmässiges  istYj,-./  rr)r;0  „        Kl  «'»den. 

Viele,  denen  andere  populäre  physikalische  Werke  liiit Hecht 
umfangreich  sind,  worden  gewiss  in  dem  vorliegenden  Buche 


Google 


befriedigt  lindert,  wenn  sie  mir  einer  Wissenschaft* 
Darstellung  ob '  folgen  i 


hin  Und  n  ie^ler  lind  enden  ganz 
tung  nicht  gleich -zurückstecken,  was  aber  fei  jefzi  WZeit  <iiberi 
haupt  gar  nicht  mehr  der  FM\  sein  seilte*  <.  - -Im  ft-*  i»1  ?"?ud 
-t.ioai-»  ■  ohitatniX  if»!»iH»  »»ii#V'm  ••••»!»  Jv»'V  »ab  •» 
•  r  Re^perteire  d'O ptique  m o d  er  ne  ou'  Äob-Iy  se'complete1 
des.  t  r  a  vi  y  aux  mo.de  rn  e  s  re  1  a  t  i  f  a .  a  u  x  pbeuomends;  de  da 
luittlere:  rpsc  M<U'^bbe  Moigne.  DeUxieta«*  Partie.  Pa- 
r  i  s.  I  <S4eL ;  |  .ii  tl-iinh  iNIi.*  In»**«'  .r»S  if*»*»i;  hau  ,  -»^hc 

t'mehr 

... 


sperrt  lairjif Schlich  rtnr  mit  reih  WhV^aliscl/eri  Dirtgen";'  w^i- 
rValW  wrt  «eine  Datstellun^  rr)  dreseni '  Theire  gehrlgefider^  und  be' 
friedigen  der  finden  als  im  ersteh' T  heim,  und  selbst  glauben,  dasS 
man1  'Schwr^rlicly  tiderswo  dre  neueren  optischen"  Entdeckungen  so 
vollständig,  wie  Met  bVrsammen1  finden  .  wird.  Der 1 1  luptinhalr, 
mit  dessen  Angäbe1,  otme  seih*  ins  Einzelne  eingefieVi  'iä  Können,' 
wtr  uns  Wer  M^m^cii  müssen,  ist  folgert   '  ^J^U*^% 

j:>  ^>^ctiö|i  V.  Solution  de  quelques  diflicu|tes. ,.  Kxplicarion 
•■!«' i  pertains  faits  rnysterieux  (Hier  auch  vom  Zodiakallicht ,  Sternf- 
schnuppen,  Nordlicht  u.  s.  w.,  also  auch  von  Dingen,  die  /nr  me- 
teorologischen Optik  gehören.)  —  Section  VI.  Des  couleurs  en 
elles-memes  et  dans  les  corps.  —  Section  VII.  Des  couleurs 
accidentelles  ou  subjectives.  De  la  persisfance  des  images.  Du 
efcntraste.  tte  nWadiMmti:  m  Daltönisme  ou  def  imjierfections 
fanees'  däns  'Hl  Sensation  des  couleurs.  ^-  S^Ctidh  V  III.  Do 
la  1  «miete  eenskle'ree  dahs  sön  action  sur  des  aßparef|s  autres  cfue 
l'oeil,  stfr  dfc4; Sübstanees  diffetcntes  de  la  retine.     De  la  nature 


plantes. 

deckung.)  ,  , 

Li  Grundsätze  der  Meteorologie  in  nähere  r  Beziehung 
au  f  Deutschlands  Klima  voft  fic.  G*  S  eh  uble.fi.  >•'  !Ve*>be>| 
arbeitet  von'Dr.,  G.  A.  Jahn,  frirecto*  der I  ästronoBtM 


regen  i 

eben  Darstellung  und  ihres  praktischen  Gehalts  mit  fteeht  gros- 
sen Beifall  namentlich  unter  den  wissenschaftlich  gebildeten  Land- 
wirthen  erworben».  Wie  Sehr  Seit  jener  7Utit\  durch  Gründung 
1  an dwirtli schalt lieber  Akademieen  und  höherer  landwirtschaftlicher 
tefiraustafte'n,  sö  wte  geWnhhlicher  ÄckerbaÜsclUden ,  dlrcfi  das 
Entstehen  einer  ungemein  grossen  Menge  landwirthsenaftnefrer 
Vereine  und  durch  landwirthschaftliebe  Schriften*  die  wissenschaft- 
liche Bearbeitung  der  Laudwirtbschaft  gelordert  worden  ist}-  weiss 
der  an  diese*!  wichtigsten  aller  Gewerbe 
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Gesellschaft  einige«  Interesse  nimmt  Wir  halten  daher  die  neue 
streng  wissenschaftlichere  Bearbeitung,  welche  Schüblers  Grund- 
sätzen! der  Meterorologie  in  dem  vorliegenden  Buche  durch  Herrn 
Doctor  G.  A.  Jah  n  in  Leipzig/ u  Theil  geworden  ist,  in  jeder  Bezie- 
hung für  sehr  zeitgem&ss,  und  sind  der  Meinung'-,  das«  der  Herr 
Bearbeiter  das  Werk  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Meteoro- 
ingie  unti  aen  i>eiiunni8sen  wisseiiscnwifiicn  j-euiiueier  i^aim»Hiuc:, 
für  welebe  das  Buch  ursprünglich  bestimmt  war,  nach  dem  heuti- 
gen Zustande  der  Land wirthschaft  mit  einem  sehr  richtigen  Takte 
angepasst,  und  auch  den  ursprünglich  durchaus  praktischen  Cha- 
kter  desselben  in  dieser  neuen  Bearbeitung  nirgends  verleugnet 
hat,  .indem  er  z.  11..  um  nur  eins  hervorzuheben,  auch  eine  sehr 
reiche  Sammlung  sogenannter  Wetterregeln  und  Wetterzeichen 
beigebracht  hat,  wozu  ihm  die  ebenfalls  recht  sehr  zu  empfehlende 
lchtfassliche  Darstellung  der  Meteorologie  von 
nzek.  Wien.  1847.  (Literar.  Ber.  Nr.  XL. S.  582.)  nament- 
ich  in  Bezug  auf  die  optischen  Lufterscheinungen  noch  einige 
gute  Beiträge  hätten  liefern  können.  Wir  wünschen  dem  nützli- 
chen Buche  des  Herrn  Jahn  seines  sehr  lehrreichen  Inhalts  und 
seiner  leicht  verständlichen  Darstelluns  wegen  eine  recht  weite  Ver- 
breitung unter  allen  denen,  welche  sich  (ur  die  Erscheinungen  in  unserra 
Luftkreise  entweder  aus  Neigung  oder  aus  Beruf  interessiren.  Die 
Ausstattung,  auch  der  Kupfertafeln,  ist  in  jeder  Beziehung  vor- 
züglich. 

•  •'»  "  i  •>.•   •   •   *.    .  t.i.'  .  .    :  ...  »|  .  «  in  • 

.  .  .  • 

„  Magnetische  und  ceographischeOrtsbestimnifUngea 
im  österreichischen  Kaiserstaate,  ausgeführt  von  Carl 
Kreil,  Director  der  k.  k,  Sternwarte  fug,  w. 
und  Carl  Fritsch,  k.  k.  Conceptsp racticante»  u.  s,  w. 
Erster  Jahrgang.  1846.  Oesterreich  ob  der  E  uns,  Tvrol 
und  Vorarlberg,  Lombardei.  Frag  1848.  4.  %  Tfclf. 
20.  Sgr.  ,.  \  > 

Mit  der  liberalsten  Unterstützung  von  Seiten  seiner  Regierung 
ist  Herr  Kreil  beschäftigt,  ein  magnetisches  und  zugleich  geogra- 
phisches Netz  über  den  ganzen  österreichischen  Kaiserstaat  zu 
fegen,  wobei  derselbe  in  vier  Districte  getbeilt  worden  ist,  nämlich: 

1.  Der  westliche  Alpen- Distriet,  der  die  Provinzen  Oester- 
reich ob  der  Enns,  Salzburg,  Tyrol,  Vorarlberg  und  die  Lombar- 
dei begreift.  »r 

2.  Der  östliche  Alpendistrict  mit  den  Provinzen  Oesterreich 
unter  der  Enns,  Steyerraark,  lllyrien ,  das  venetianische  Königreich 


u„a  i 

i  i  ä.  Der  Donaudistrict,  nämlich  das  mittlere  und  südliche  Un- 
garn, Slavonien,  Kroatien  und  die  Militärgränze. 

jjV  4  Der  Karpathendistrict,  nämlich  das  südliche  Ungarn,  Ga- 
lizien  und  Siebenbürgen. 

•fteiiMit-  dem  ersten  Districte  ist  Herr  Kreil    für  's   Erste  fertic 
und  theilt  die  Resultate  seiner  an  43  Punkten  gemachten  magne 
~  "then  und  geographischen  Bestimmungen  in  diesem  wichtigen 
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Werke  mit.  Sehr  zu  \viiTischen  ist,  dass  die  neueren  politischen 
Ereignisse  der  Fortsetzung  des  begonnenem; wichtigen  Unterneh- 
mens und  der  weite ren  Mutheilung  der  gewonnenen  Ergebnisse 
nicht  hindernd  in  den  Weg  treten.*'        -  »?•'»..  ■  . 

-»h'm  i       i    V."    nii'.iifiM.  i     i  i         •  1  ,;"rt.» 

'  ''Einleitung  in  die  Krystallographie  und»  fridie  kryi 
stälToeraphiscihe  Kenntniss  der  Wichtigeren  Sübstan- 
imr'  Von  Di;  Hefmann  KonpV'FroL  der  Physik  und 
Chemie  zu  t*  iessen.'  Mit  einem' Attas  von  21  Kupfer- 
tafeln  und  7  iithographi  rten  Tafeln,  Netze  zu  Kry- 
stallmodel  len  enthaltend.  Braunschweig.  1 849.  8.  3  T  hlr. 
20  2Sgr. 

Der  Herr  VT.  dieses  auch  namentlich  nicksichtlich  der  Figuren- 
tafeln trefflich  ausgestatteten  Werks  hat  in  demselben  Berech- 
nungen durch  die  sphiiri>ehe  Trigonometrie  oder  analytische  Geo- 
metrie gänzlich1  vermieden,  c'und  sich' bloss  geometrischer  Con- 
struetionen  oder  graphischer  Methoden  bedient,  was  wir  ganz 
zweckmassigünden,  namentlich  für  solche,  weiche  weiter' gehende  ma- 
thematische Kenntnisse  nicht  besitzen.  Jedoch  können  wir  gerade 
in  dieser  Beziehung  nicht  den  Wunsch  unterdrucken ,  dass  es 
einmal  einem  mit  den  Methoden  der  descriptiven  Geometrie'  und 
der  Perspective  vollständig  vertrauten  Mathematik  et ..  gefallen 
mochte,  eine  auf  die  Methoden  der  in  Rede  stehenden  Wissen- 
schaften gegründete  vollständige  Anweisung  zur  Zeichnung  der 
Krystalle  sowohl  im  Grundriss 'aus  gemessenen  Winkeln  und  Kan- 
ten, als  auch  zur  perspectiviscbeii  Darstellung  derselben  zu  be? 
arbeiten,  die  wir  sehr  gern  in  dem  Archive  abgedruckt  zu  sehen 
wünschen  würden.  Herrn  Kopp's  übrigens  recht  sehr  zu  empfeh- 
lendes Buch  leistet  in  dieser  Beziehung  Einiges,  aber  nacb  uns«? 
rer  Meinung  vom  mathematischen  Standpunkte  aus  nicht  Hinrei- 
chendes« wenn  auch  für  die  Leser,  für  welche  das  Buch  vor- 
zugsweise bestimmt  zu  sein  scheint,  genug.  Wir  wiederholen  aber, 
dass  wir  das  Buch  für  den  Kreis  von  Lesern ,  den  es  sich  selbst 
ausgewählt  zu  haben  scheint,  sehr  geeignet  und  empfehlenswert  Ii 

linden.  ....  ,  fr  f 

•  »  •  "  • .  i 

(Der  Herausgeber  des  Archivs  mochte  sich  hei  dieser  Gelegenheit 

erlauben,  eine  von  ihm  früher  in  seinen  Beiträgen  %  n  r  reinen  und 
angewandten  M  n  t  h  e  in  u  ti  k.  T  h  1.  1.  II  randenhu  r^.  I  H3H  S. 
149.  Nr.  VIII.  veröffentlichte  Abhandlung-:  J£ur  Krystnlln  graphte 
u  ml  an  al  j  ti  tvh  en  Geometrie.  Krater Bei  trag.,  ist;  Erinnerung 
tu  bringen,  da  dieselbe  nicht  sehr  bekannt  geworden  su  «eis  scheint, 
die  darin  entwickelten  Formeln  aher  eine  sehr  atl gemeine  und  ausgedehnte 
Anwendung  bei  krystnllngraphiscbon  Bestimmungen  wohl  gestatte^ 
möchten.  Eine  recht  deutliche  und  vollständige  Anweisung  zur  gra- 
phischen Darstellung  der  Krystalle  sowohl  im  Grundriss  als  auch  per-1 
spectlvisch  mittelst  der  Methoden  der  descriptiven  Geometrie  und  Per- 
spective hält  aber  auch  er  für  sehr  wünsch enswerth  und  wird  Arbeiten 
dieser  Art  gern  in's  Archiv  aufnehmen.  —  G.) 

•  ••:  t  "ri  .  -':  •  *         '  t  •  .  I  '...s  ..•)•)! 

Memoires  de  1*  h  v  s  i  q  u  e  m  e  c  a  ti  i  q  u  e  ,   par  Guillaume 
ertbeim.   Paris,  1848.  >.   3  Tblr. 

t.ilnhalt:  Memoire  sur  l'elasticite  et  sur  la  coheVmndes 
—  Memoire  sur  lelasticite   et  sur  la  cobesioa 


Memoire  sur  liidluence  du  courant  galvanique  et  de  rcleetromaj»- 
netisme  au*  l  ela-stii-ite  des  metaiix.  >. —  Memoire  sur  les  sons  pro- 
duits  par  |e  eouraiit  electrique.  —  Note  sur  lelasticite  et  sur  la 
cohesiou  des  dißerentes  especes  de  verre;  par  M.  M.  E.  Che- 
vandrier  et  G.  Werth  ei  id.  —  Memoire  sur  lequilibre  des 
corps  solide,^  l^pDiose^efi.  —  Memoire  sur  la  vitesse  du  son  dans 
!ffi  HWW18«  Memoire  sur  les  proprie^tes  mecaniques  du  bois; 
flaj^M»  M;.i^-  P.pP van.d«iier  et  0.  WertbejinV;!— M  Memoire 
sur  lelastiqtte  ei  sur  la  cohesron  des  principaux  tissus  du  corps 

humajn,  ^  H%i;t    ,1.1,1p,  :i  .  ..;<;.;,-■,,; j ; :  ;  Uuv 

.  j  Iii  l  !•        » **•  1     •••/•!  k  o  i  •. •.  Ii   '  .1  •»  i  ■'  i.  ri  i  n  -i  (i  ••  i  ;  Mti  i 


■  .   .  i  ■• 

•M*.i..v.'l  Tili  iNi«  •  i»  i  ,t.i  ••  •       .  ' 

»   :?  ;Vi Termischte  Schritten..-.!'!...' 


.  vtins  de  l'Academie  Royale  des  sciences,  de» 
lettre«  et  des  beaux-arts  de  Beleique.  Tome  XV.  Ihne 
^ajiie  1848.  Tome  XVI.  Ire  Partie.  1849.  (Vergl.  Li- 
te, *a.rnfte'r.  Nr-  XtVU.  S.  00p),  „;,,  ,;,  ' 

it''!|j.f  ome  XV.  Ilm«  Partie,  p.  IG.  Des  f>roportions  du  corps 
ttumain,  par  A.  C^uetelet.  Deuxieme  article  (Voir  le  1«  ar- 
ticel  T.  XV.  Ire  partie.  p.  580):  Proportions  de  Thomme  cbez 
les  Egyptiens.  Proportions  chez  les  Romains.  Proportions  des 
Indens.  —  p.  27.  De  i'ebullition  des  liquides  et  de  leur  adhe- 
rence  aux  vases  qui  les  contienneDt,  comme  cause  de  certains  phe- 
nömenes,  paT  M.  Louyet.  — *  p.  40.  Sixieme  et  septieme  me- 
moire sur  Unduction;  par  M.  Ehe  Wartmann.  —  pi  118.  Sht 
une  anomalie  apparente  dans  les  reactions  electrique«,  par  M. 
.1.  G.  Crahay.  ji.  '?82.  Sur  une  methode  donnee  dans  les 
Memoire«  de  l'Academie  Royale  de  HelgHjue,  pour  delerminer  la 
eollimation  d'une  lunette  meridicHne;  par  Ed.  Mailly.  — iip.  294, 
Procede  d'extraction  da  Dickel  et  du  robalt ,  suivi  dans  une  fa- 
brique  de  Birmingham,  par  M.  Louyet.  —  p.  305.  Table  des 
forecs  elastiques  de  la  vapeur  d'eau,  pour  les  temp erat u res  crois- 
saut  par  centieme  de  degre,  depuis  93°  jusqu'a  101°  de  Techeile 
centesimale;  par  ML  J.  G.  Crahay.  -  p.  378.  Note  sur  un  pbe- 
nomene  d'aeoustique ,  par  M.  Ch -  Montigny.  —  p.  381,  Le 
transport  meeaniqne  de  la  matiere  pouderable  est-il  toujours  di- 
rig£  du  pAle  positif  au  poie  negatiH  Par  M.  Maas.  —  p.  471. 
Sur  los  rorrections  de  la  lunette  meridienue,  notes  par  M.  M.  le 
capitaine  Liagre  et  Ed.  Mailly.  —  p.  470.  Sur  une  methode 
propre  a  faire  trouver  la  eollimation  d  une  lunette  meridienoe  au 
mo\  cn  dos  oliservations  astrqnomiques ;  pur  M.  le  capitaine  Lia- 
gre. —  p.  501.  Sur  la  reduetinn  d  une  integrale  multiple;  par  M. 
Schaar  (Die  bekannten  integrale  von  ,Di ricblet.)  —  p.  öw.  Sur 
le  developpement  de  la  fonetion  (l  —  -f  i2)~i,  suivant  les  puis- 
sanecs  de  2;  par  M.  Schaar.  —  p.  50^(|Resolution  dun,  pro- 
bl^mc  du  calcul  des  probabilites;  par  M.  Meyer,  (Une  urne  reo- 
ferme  m  boules  composees  de  a  blanche*»,  ß  noires,  etc.  X  bleues, 
de  v  couleurs  diverses;  quelle  et  la  probabilite  pour  qu'en  tirant 
k  boules  au  basard,  on  puisse  arranger  celles-ci  en  a,  6,  e,  etc 
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h,  l  groupes  respoctivement  de  ?/./>,  g,*..t,  u  boules,  sous  la 
condition:  t°que  \oa  boules  cl'un  rneme  '  gröupe  soient  d  une  meme 
coideur,  (Ufterente  reänmoins  dun  groupe  ä  lautre;  2°  que  les 
couleurs  des  boules  de  öhacune,  des  cornplexjons  a,  b,...l  different 
de  cellesUes  boronletio^  On  donne  en  outre, 

corame  condition  de  possibilitö,  les  reiations 

v=za  +  b  +  C+...+A+/,  } 

Tome  XVI.  Ire  Partie,  p.  8.  Sur  les  variations  brusques 
de  temperature  et  cfepression  atmoM)uerique ,  observes  du  lü  au 
13  Janvier  (1849),  \i  T/ouvain  par  MJCrahay,  et  ä  Bruxelles 
par  Bf.  (^uetelet.  —  p.9.  Recherches  nouvelles  sur  leveritablepoids 
atomiqueoüe*rbon.ef  parMJ  X.S>S>tas.^-p.  167,  Examen  critiquedu 
ßystemevde  ia  fluidite  electrique,  parM.  Maas.  —  p.  313.  Sur  l'appli- 
cation  du  telegraphe  eMectxique  ä  l'^stronomie ,  par  M.  Bache, 
directeur  cte"  !ä  trianfculatio'rt 1 1  ifes  cotei-  des!  Etats  -  Unis.  —  p. 
317.  Sur  les  variations  de  temperature  et  de  uression  atmosphe- 
rique  et  sur  quelques  phönomenes  mete*orologiques  observes 
pendant  les Anois  de  ianvier  et , d*  (evrier  1848 ;  par  A.  Quetelet. 
—  p>  329.  \)nservat,on®  j»eode^ques  et  riiagnetiques  f'aites  dans 
les  Etats  autrichiens,  pendant  les  annees  1847  et  1848;  par  M. 
Kdeil,  asfroiiome  de  Prag*  ^  p.  334.  IVote  mir  quelques  inte- 
grales dehm«s,pr  M.  Meyer.  Herr  Meyei 
satze  dir  folgen (1  on  Formeln  bewiesen,  in  den < 
der  Combinationen  för  q  Elemente  der  pten  K 

.         .   r   ■        .  ,  \(  -  •  .    i- mV    *"«•.  i   !:  •».    -'  fthilo.'l 

•  -»ldM.ll  H'ifi  K->|i 

. i.ir'.i  .••  •»      »<!i     •  -ii"-»  -«»•'..  I  tj,        'i.      J.  »Ii-  •'' >ii 
+ [ 2» 1 . 1] a*-* wsin (  ? n . arctang - ) 

.:  •  Ki.  .  il.  M<  .       >  ■  -  -.  »•■  /  *    ••  •  ,       „X      '     ,;  i 

—  [ 2»  —  1 . 2]  a«*-*M*  cos  i  2fi  .aretang  •  J 

■  »•  )  ilv:  .'•.'!.:!:•.•»  »:*...•  '  Ji*»Ä'  <:;  11  **  *'  l"  ' , 
.••ii  ii'^i'utMiioi» ...      ,.•••.!.!  -ii.f  k  ™.f  -ffr1  v  «»«  -i «   i»»"'//  -.iii-iii  ir-.i 

1  "  *  +(-l)»-1//i^-1sin(2».arctang^, 

^-[2ki2]^-^cos  ((2«+l)arc^  1 '  ' 

—  _u.  s.  w. 

+  (  - 1)» in*» cos  ((2n  +  l)arctang  , 


nen  l?,;?]  die  Anzahl 

Klasse  bezeichnet:  ( 
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fi(^  +  i/ia)«-*  =  a^l8iD(  2*.arctaiili£) 

-  »I  '»!•,»  !    .  v  ": 

■       *     »  » * 

-  [  2»  - 1 . 2  ]  a*—  ■  fitVm  (     .  arctang 

\  ( —  1  ^m1"-1  cos  C 2» .  arctang  j  J , 

»(a*  f  to*)^1*  =  a*»  sin  £(W +l)arctang*^  , 

i.i ✓    - ,  ■  mv 

..  •;•>>  — {^«.lla^-Jmcos  l(2n+l) arctang-) 

::';;~[2*.2]a^-*m*sin  ((2«  +  1) arctang  *J 


+  u.  s.  w. 

+  (— l)«ro*»sin(  (2m  +  l)arctang  V 

,,  ,  •  • 

—  p.  338.  Sur  les  fractions  continues  periodiques,  par  M.  Lt- 
francois.  —  p.  424.  Note  sur  une  nouvelle  application  curieusede 
la  persistance  des  impressions  de  la  retine,  par  M.  J.  Plate  an.  — 

f).  428; ,  Note  sur  la  preparation  de  l'oxyde  de  cobalt  pur  et  sur 
'aluminate  de  cobalt,  par  AI.  P.  Louyet.  —  p.  580.  Sur  les 
proprietes  dont  jouissent  les  produits  inlinis  qui  expriment  les  raci- 
nes  des  nomhres  entlers,  par  M.  Schaar.  —  p.  588.  Deuxieme 
note  sur  de  nouvelles  applications  curieuses  de  la  persistance  des 
impressions  de  la  retine,  p.  M.  Plateau.  —  p.  613.  Experien- 
ces  comparatives  sur  la  force  et  la  constance  du  courant  produit 
par  differentes  piles  voltaiques,  connues  sous  le  nom  de  Batterie* 
a  courant  constant,  par)  P.  Louyet.  — » 

Ausser  diesen  grosseren  Aufsätzen  enthalten  auch  diese  bei- 
den Bände  nieder  viele  interessante  kleinere  astronomische  uod 
raeterorologische  Notizen,  hauptsächlich  von  Herrn  Quetelet. 

Preisaufgabe  der  Königl.  Se'c.  der  Wissenschaften 
zu  Kopenhagen.  Einev  vollständigere  Untersuchung  als  bw 
jetzt  vom  mathematischen  Standpunkte  aus  geschehen  ist,  der  Lehre 
von  dem  Widerstände  einer  Flüssigkeit  gegen  einen  in  derse" 
sich  belegenden  festen  Körper.   Termin  Ende  August  1851. 


( 


\ 


! 
/ 


Digitized  by  Google 


MI. 

.  •  .       , . ,  ■ 

literarischer  Bericht. 


.  *  » 

Arithmetik. 

■  ■ 

Cour«  d'Aleebre  superieure,  professe  ä  la  Faculte 
des  sciences  de  Paris;  par  M.  J, — A.  Serret.  Paris.  8° 
1849,  avec  Planche.  7.  Fr.  50  C. 

Dieses  uns  leider  noch  nicht  zu  Gesicht  gekommene  Buch 
wird  aber  in  französischen  Zeitschriften  sehr  gerühmt,  und  ver- 
dient daher  den  Lesern  des  Archivs  empfonlen  zu  werden. 
Die  meisten  Erscheinungen  auf  dem  Felde  der  mathematischen 
Literatur  in  Frankreich  beschränken  sich  gegenwärtig  auf  neue 
Ausgaben  älterer  Werke  von  Monge,  Lagranpe,  Laplace, 
Lacroix,  u.  s.  w.;  desto  erfreulicher  ist  es,  hier  wieder  ein- 
mal einem  grösseren ,  der  allgemeinen  Beachtung  sehr  wertben 
Originalwerke  von  einem  auch  durch  andere  eigentümliche  Ar- 
beiten schon  längst  rühmlich  bekannten  Verfasser  zu  begegnen. 

Aufsuchung  der  reellen  und  imaginären  Wurzeln 
einer  Zahlengleichung  höheren  Grades  von  Simon 
Spitzer.  Mit  einem  Vorworte  von  Dr.  L.  C.  Schulz  v. 
S trassnitzki.  Aus  den  naturwissenschaftlichen  Ab- 
handlungen, gesammelt  und  durch  Subscriptioo  heraus- 
C  egeben  von  W.  Uaidinger.  III.  Band.  2.  Abth.  S.  109; 
krVien  1849.  4P.   1.  Thlr. 

Herr  Prof.  Schulz  von  Strassnitzki  hat  in  der  im  Lite- 
arischen  Ber.  Nr.  VI.  S.  90.  angezeigten  ausgezeichneten  Schrift 
lorner's  Methode  zur  Auflösung  der  numerischen  Gleichungen 
ehr  deutlich  erläutert,  damals  aber  sich  auf  die  reellen  Wurzeln 
er  Gleichungen  beschränkt.  In  der  vorliegenden  Abhandlung,  welche 
igentiich  aus  zwei  Theilen  besteht,  wird  dagegen  die  ge- 
sinnte Methode  auch  auf  die  imaginären  Wurzeln  der  Gleichun- 
e?ö  erweitert.   In  der  ersten  Abtheilung  giebt  Herr  Prof.  Schulz1 

and  XIII-  52 


718 


von  Strassnitzki  ein  Mittel  an,  um  den  Ort  der  imaginären 
Wurzeln  zu  linden,  oder  dieselben  zu  trennen,  weshalb  auch  der 
erste  Abschnitt  Trennung  der  imaginären  Wurzeln  über- 
schrieben ist.  Die  in  der  zweiten  Abtheilung  gelehrte  Aufsu- 
chung der  imaginären  Wurzeln  gehört  dagegen  ganz  Herrn 
Spitzer  an,  welcher  sich  bei  der  Division  der  imaginären  Coefficienten 
durch  einen  einfachenKunstgriff  half.  Wir  empfehlen  diese  Schrill, 
ebenso  wie  die  frühere  des  Herrn  Professor  Schu  Iz  vonStrass- 
nitzki  der  Aufmerksamkeit  der  Kenner  recht  sehr,  und  sind  der 
Meinung,  dass  wir  jetzt  in  den  beiden  Schriften  der  Herren 
Schulz  von  Strassnitzki  und  Spitzer  zusammen  eine  sehr 
vollständige  und  genügende  Anleitung  zur  Auflösung  der  nume- 
rischen Gleichungen,  sowohl  rücksichtlich  der  reellen,  als  auch 
rucksichtlich  der  imaginären  Wurzeln  besitzen,  die  zugleich  einen 
sehr  grossen  Reic!  thum  vollständig  ausgerechneter  Beispiele  ent- 
hält, welche  natürlich  bei  dem  vorliegenden  Gegenstande  von 
besonderer  Wichtigkeit  und  um  so  verdienstlicher  sind,  weil  die 
genaue  und  sorgfältige  Ausrechnung  derselben  nothwendig  einen 
grossen  Zeitaufwand  in  Anspruch  nehmen  musste. 

Sammlung  mathematischer  Tafeln.  Als  neue  völlig 
umgearbeitete  Auflage  von  Georgs  Freiherrn  von 
Ve^a  grösseren  1  ogarithniiseh -}  rjoj n  om  etr i sch e  n  Ta- 
feln, neraus  gegeben  von  Dr.  J.  A.  Hüls  sc.  Stereotyp- 
Ausgabe.  ZweiterAbdruck.  Vermehrt  mit  den  Z  e  ch' sehen 
Tafeln  für  Addition  u nd  S ub tracti on  der  Logarithmen. 
Leipzig.  1849.  8.  3  Thlr.  15  Sgr. 

Der  erste  Adruck  dieses  sowohl  seinem  Inhalte  als  seiner 
äusseren,  dem  deutseben  ßuchbandel  und  der  deutschen  Typogra- 
phie wahrhaft  Ehre  machenden  Ausstattung  nach  ausgezeichneten 
Werks  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  1.  S.  4  angezeigt  worden.  Die 
Einrichtung  der  Tafeln  1  —  XI  ist  ganz  unverändert  geblieben  und 
aus  unserer  früheren  Anzeige  hinreichend  bekannt,  wobei  wir  je- 
doch auch  jetzt  nicht  den  Wunsch  unterdrücken  können,  dass  es 
dem  Herausgeber  gefallen  haben  möchte,  in  der  trigonometrischen 
Tafel  wie  bei  Ca  II  et  und  in  mehreren  englischen  Tafeln  die  Win- 
kel von  10  zu  10  Secunden  fortschreiten  zu  lassen,  was  bei  den 
meisten  Rechnungen  doch  eine  sehr  grosse  Erleichterung  gewährt, 
und  die  Sicherheit  der  Rechnung  wesentlich  fördert,  wenn  auch 
auf  der  andern  Seite  nicht  zu  leugnen  ist,  dass  man  namentlich 
hei  manchen  astronomischen  Rechnungen  in  neuerer  Zeit  den  Ge- 
hrauch kleinerer,  selbst  nur  bis  auf  eine  geringere  Anzahl  von 
fteeimftl'stellen  berechneter  Tafeln  mit  Recht  empfohlen  hat;  solche 
kleinere  Tafeln  besitzen  wir  aber  schon  eine  grosse  Anzahl,  in- 
dem im  Gegentheil  eine  grossere  von  K)  zu  10  Secunden  fort- 
schreitende Tafel,  deren  die  französische  und  englische  Literatur 
mehrere  sehr  treffliche  besitzt,  in  einer  neuen,  auch  äusserlich 
schön  ausgestatteten  Ausgabe  uns  wohl  noch  ganz  fehlt,  weshalb 
Herr  Hüls  sc  sich  gewiss  ein  besonderes  Verdienst  erworben  bä- 
hen würde,  wenn  er  seiner  Tafel  die  erwähnte  Ausdehnung  ge- 
geben hatte  oder  späterhin  noch  zu  geben  sich  gefallen  Ii  esse.  Dann 
wurde  freilich  das  buch  bis  auf  zwei  Bände  angewachsen  sein,  was 
wir  aber  für  ganz  zweckmässig  gehalten  haben  würden ,  wenn  die 
logarithmischen  und  trigonometrischen  Tafeln  in  den  ersten»  alle 
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übrigeo!  Tafeln  in  den  zweiten  Band  gebracht  worden  :w#ren, 
welche  beide  Bände  daun  auch  hätten  einzeln  verkäuflich  «ein 
müssen*  i  daroi*  Vi»  Jeder  sich  nach  seinen  Bedürfnissen 
bloss  in  den  Besitz  des  einen  oder  des  andern  Bandes,  hätte 
setzen  können»  indem  jedenfalls  die  logarithmisch  -  trigonometri- 
sche Tafel  auch  bei.  Weitem  am  meisten  gebraucht  wird,  die  übri- 
gen Tafeln  dagegen1  hur  So  einzelnen  Fallen  Anwendung  finden, 
und  bloss  zum  Nachschlagen  mehr  Vereinzelter  Resultate  dienen. 
Die  Tafel  XII.,  welche  die  sogenannten  Gaussischen  oder  Additions- 
und Subtractions -Logarithmen  enthält,  hat  in  dem  neuen  Abdruck 
eine  ganz  veränderte,  und  in  der  That  sehr  vervollkommnete  und 
erweiterte  Einrichtung  erhalten.  Dieselbe  ist  von  Herrn  Zech  in 
Tubingen  berechnet,  und  sehr  zweckmässig  ist  es,  dasfr l^se 
Tafelauch  einzeln  unter  dem  besonderen  Titel:  ,;  •  .    r  ; 

Tafeln  der  Addition*-  und  Subtractions  Logarith- 
men für  sieben  Stellen  berechnet  von  J.Zech.  Aus  der 
Vega«-Hülsse' sehen  Sammlung  besonders  abgedruckt. 
Leipzig.  4849.  8.  1.  Thlr.  15.  Sgr.  .11. 

abgedruckt  worden  und  1  abgesondert  von  den  übrigen  Tafeln  ver- 
käuflich ist.  Die  Einrichtung  dieser  Tafel  scheint  uns  zweckmäs- 
sig zu  sein ,  und  sie  hat  jedenfalls  Vorzüge  vor  den  bisherigen 
Tafeln  dieser  Art,  namentlich  auch  vor  der  Matthiesen'chen  Ta- 
fei,  «eiche  bisher  die  vollständigste  war. 

. » SVir  wünschen!  dem  verdienstlichen  Werke  recht  weite  Verfcr ei* 
(ting  und  eifrigen  Gehrauch.  '  <!  T  ..V  U\  .\\  >  • '  s 

-  •»  ff.    •»  * 1  IC»  .  •  *  i.  1''.     H.    .  I  .1  ■:■')      y»  i  •in  • 


•  O  e  o  m  e  t  r  i«.    'tl[>  ™ 

Lehrbuch  der  Geometrie  zum  Gebrauche  auf  öffent- 
lichen Schnlen  und  für  Individuen,  die  sich  dem  Forst- 
fache, der  Mess-  und  Baukunst  widme)  .  so  wie  zum 
Selbstunterricht  für  jeden  Liehhaber  dieser  Wissen- 
schaft.   Enthaltend  die  theoretische  Geometrie,  die 

Seradlinige  Trigonometrie  und  Po  lygonometrie,  nebst 
en  Anfangsgründen  der  Di  ff  erenzial  -  und  Integral- 
Rechnung.  Verfasst  von  Georg  Winkler,  Edlen  v. 
Bröckenfirand.  Vierte  Auflagre.   Wien.  1849.  8.  %  Thlr. 

"'Jj  Dieses.  gänf5  elementare ,  überall  besonders,  für  den  praktischen 
Gebrauch  ^berechnete  Lehrbuch  der  Geometrie  u.  s.  w.,  welches 
;iuvh  Einiges  aus  der  Differential-  und  Integralrechnung,  beson- 
ders mit  Rücksicht  auf  die  allereinfacbsten  Anwendungen  dieser 
Wissenschaften  enthält,  ist  aus  seinen  früheren  Auflagen  hin  rei- 
chend bekannt,  kann  aber  Praktikern,  namentlich  Forstleuten,  die 
nur  das  fär  ihren  praktischen  Beruf  Allernothwendigste  kennen 
I. 
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Elemente  der  analytischen  Geometrie'  im  Räume 
am  schiefwinkligen  Koordinatensysteme  von  Dr.  6. 
«.  Ohm,  Rector  der  polytechnischen  Schule  in  Nürn- 
berg, Professor  der  Physik  und  Mathematik  an  der 
gleichen  Anstalt.   Nürnberg.  1849.  4°.  4.  Thlr. 

,  .  Das  voiiegende  Werk  bildet  den  ersten  Band  eines  aus  meh- 
reren Bänden  bestehenden  Werks,  welches  der  Herr  Vf.  unter 
folgendem  Titel  herauszugeben  beabsichtigt: 

Beiträge  zur  Molecular-Physik  von  Dr  G.  S.  Ohm. 
Nürnberg.  1849.  4°.  « 

Der  bis  jetzt  erschienene  erste  Band  ist  aber  durchaus  rein 
mathematischen  Inhalts  und  bildet  ein  für  sich  bestehendes  Gan- 
zes. Um  es  kurz  zu  sagen ,  so  enthält  dieser  Band  ein  sehr  voll- 
ständiges System  der  analytischen  Geometrie  für  das  allgemeine 
schietwinklige  Coordinatensystern.  Wie  wichtig  die  Ausführung 
der  analytischen  Geometrie  in  dieser  vollständigen  Allgemeinheit 
für  die  allgemeine  Molecular-Physik  ist,  sieht  Jeder  sogleich  ein, 
wer  mit  diesen  Gegenständen  nur  einigermassen  bekannt  ist,  und 
Niemand  mehr  kann  rücksichtlich  dieser  grossen  Wichtigkeit  mit 
dem  Herrn  Vf.  ganz  einerlei  Ansicht  sein  wie  der  Herausgeber 
des  Archivs,  der  selbst  früher  schon  einige  Versuche  von  ganz 
ähnlicher  Tendenz  gemacht  hat,  wie  z.  B.  in  der  Abhandlung: 
Zur  Kry  stall ographi  e  und  an al yt is chen  Geonie trie.  Er- 
ster Bettrag  (Beiträge  zur  reinen  und  angewandten 
Mathematik.  Tbl.  I.  Brandenburg.  1838.  4°.  S.  149.  Nr. 
V  III.)  und  in  seinen  Elementen  der  analytischen  Geome- 
trie. Thl.  I.  Leipzig,  wo  die  Theorie  der  geraden  Li- 
nie in  der  Ebene  und  im  Räume  und  die  Theorie  der  Ebene  sich 
auch  ganz  allgemein  für  jedes  beliebige  schiefwinklige  Koordina- 
tensystem durchgeführt  findet.  Er  hat  sich  daher  ungemein  ge- 
freu't  über  die  in  dem  vorliegenden  grossen,  Wichtigen  und  scho- 
nen Werke  gewonnene  grosse  Menge  merkwürdiger  Resultate 
und  die  in  demselben  durchgehen ds  sich  kund  gebende  grosse 
Eleganz  der  analytischen  Entwickelung  und  Darstellung.  Dieses 
Wer^k  ist  daher  die  erste  vollständige  analytische  Geometrie  in 
grrüsster  Allgemeinheit,  d.  h.  für  jedes  beliebige  schiefwinklige 
Coordinatensystern,  und  jedenfalls  eine  der  bedeutendsten  neuern 
Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der  mathematischen  Literatur, 
welche  von  allen  Mathematikern  und  Naturforschern  sorgfältigst 
beachtet  zu  werden  sehr  verdient,  und  auch  jüngeren  Mathemati- 
kern, die  bereits  einen  Cursus  über  analytische  Geometrie  gehört 
haben,  Behufs  ihrer  weiteren  Ausbildung,  sehr,  zum  sorgfältigen 
Studium  empfohlen  werden  muss.  Die  Ueberschriften  der  einzelnen 
Abschnitte  sind  folgende:  I.  Darstellung  der  Punkte  und  Richtun- 
gen im  beliebigen  Coordinatensysteme.  (Projectionssysteme.  Coor- 
dinatensystern e.  Doppelsysteme.  Besondere  Lagen  der  Rich- 
tungen oder  Punkte.  Besondere  Coordinatensysteme.  Projectio- 
nen  durch  Coordinaten.  Verstellung  der  Coordinatensysteme 
Centralcoordinaten.  Reduction  der  Protections  zahlen.)  fl.  Von 
der  Ebene  und  Geraden  im  beliebigen  Coordinatensysteme.  Iii. 
Die  Curve  und  Fläche  im  beliebigen  Coordinatensysteme  (Ebene 
Curven.  Krumme  Flächen.  Doppelt  gekrümmte  Curven.).  IV.  Von 
den  verschiedenen  Gestalten  der  Gleichungen ,  in  denen  die  krum- 
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men  Linien  oder  Flächen  der  zweiten  Ordnung  an  verschiedenen 


roordinaten Systemen  sich  darstellen  lassen  (Ebene  Curven  der 
zweiten  Ordnung.  Krumme  Flächen  der  zweiten  Ordnung.  Ein- 
fachste Gleichungen  der  Flächen  zweiter  Ordnung.)  t  , 

Wir  wünschen  sehr,  dass  dem  von  uns  hochgeachteten  Herrn 
Vf.  recht  bald  die  nüthige  Müsse  zur  Herausgabe  des  zweiten 
Bandes  seines  ausgezeichneten  und  an  neuen  Resultaten  reichen 
Werkes  zu  Theil  werden  möge,  welcher  die  analytische  Mechanik 
einer  gleich  allgemeinen  Behandlung  wie  im  vorliegenden  Bande 
die  analytische  Geometrie  unterwerfen  wird.  Der  dritte  Band 
wird  den  eigentlichen  Untersuchungen  über  verschiedene  Gegen- 
stände der  Mnlecular- Physik  gewidmet  sein. 

Es  gewährt  eine  grosse  Freude,  namentlich  in  jetziger  Zeit, 
ein  mit  so  grossem  Fleisse  und  so  grosser  Kraft  und  Mühe  aus- 
gearbeitetes Werk  wie  das  hier  besprochene  vor  sich  liegen  zu 
sehen,  zu  dessen  Vollendung  wenigstens  in  einem,  und  zwar  sehr 
wichtigen  Theile,  wir  dem  Herrn  Vf.  von  Herzen  Glück  wünschen, 
j ..  G*-- 1 

Quelques  Theorem  es  generaux  d'un  grand  usage 
dans  les  haut  es  Math ematiques;  par  M.  Breton  (de 
Champ).  Paris  1849.  4°.  (Extrait  du  Journal  de  Ma- 
th<*mati<|ue«.  T.  XIII.  1848.) 

Mehrere  Mathematiker  haben  sich  in  neuerer  Zeit  mit  den 
Theoremen  von  Stewart  beschäftigt,  die  sich,  64  an  der  Zatij, 
in  der  seltenen  Schrift:  Some  general  theorems  of  consi- 
derable  use  in  the  higher  parts  of  mathematics 
by  Mattew  Stewart*).  Edinburgh.  1746.  beschäftigt, 
da  Stewart  nur  fünf  dieser  Theoreme  bewiesen  hat,  und 
sich  unter  denselben  auch  einige  falsche  oder  einer  Einschrän- 
kung bedürfende  befinden.  Diesen  Theoremen  von  Stewart  ist 
auch  die  vorliegende,  aus  Liouville's  Journal  de  Mathe'ma- 
tiques.  T.  XIII.  besonders  abgedruckte  Abhandlung  gewidmet, 
und  es  ist  zu  wünschen,  dass  auch  deutsche  Mathematiker  diesen 
Sätzen  von  Stewart  ihre  Aufmerksamkeit  schenken,  und  diesel- 
ben einer  grundlichen  Untersuchung  unterwerfen  möchten.  Das 
Archiv  würde  dergleichen  Untersuchungen,  welche  die  mehr  er- 
wähnten Sätze  gewiss  sehr  verdienen,  gern  aufnehmen.  Die  Ab- 
handlung des  Herrn  Breton  de  Champ  hat  zunächst  nur  den 
Zweck,  die  Falschheit  der  drei  Fundameotalsätze  Stewarts  nach- 
zuweisen, und  zu  zeigen,  dass  dieselben  nur  in  den  in  ihren  .Co- 
ro Haren  ausgesprochenen  besonderen  Fällen  richtig  sind  Uns 
scheint  eine  weitere  Untersuchung  auch  nach  der  vorliegenden 
Arbeit  noch  ganz  zeitgemäss  zu  sein.  ,  ,   '  ,  ,„1, 

-  »    .  •'  '  i  »•♦•!.  Ii 

.        I  IM.        -  •  ■  '  .  '     .        .        '     .  .    Ii. rill 


»    r  •   1  .  •  ":  . 


•  ••  .  .  •         ..."        .  .  .»•  mI* 

*)  Stewart  *ar  1TI7  zu  Kothsay  iu  Schottland  gebaren .  und 
«itarti  tu  Kdinburg  den  23  Januar  1785.  ' 
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Trigonometrie. 

.  i    .  r.   •  •      :  .■    ••I'*«     •  ' 

Elements  de  Trigonometrie  rectilique  et  spherique  par  M.  De  • 
WvU  et  M.  Geren*.   Secoiidö  Edition.  ParVs  1848.  3  Fr.  60  C 

■  IV  .'tf#.\     *      >    ')  .     '"MBIT  '!-.-•..»      »•,     .-!  .    Ii"  Ii      •  •.  ••.    .*  # 
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Praktische  Geometrie.  >i  »i.  - 

Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie.  Ver£as*t 
von  Dr.ilgnaz  Leiuoch,  Prof.  zu  Lemberg.  ErsterBänd. 
Enthaltend:  Messung  der  Linien,  Theorie,  Beschrei- 
bung, Ree  tilie  ;t  tio  n  u  n  d  G  ebra  u  ch  id  et  \Y  i  n  k  e  I  i  n  s  t  r  u  - 
mente.  Mit  5  Kupfertafeln.  —  Zweiter  Band.  Enthal- 
tend: Die  Landesvermessung.  Theorie  des  Hühen- 
messens.  Nivellireri.  Mit  5  Kup ferta/e In.  Wien.  & 
—  2  Tblr.  20.  Sgr.  V;*?  "  '  ri 

Ein  recht  deutlich  verfasstes  Lehrbuch,  in  dem  sich  nament- 
lich auch  die  Beschreibung  mancher  weniger  bekannter  kleinerer 
Instrumente  befindet,  von  denen  man  öfters  zweckmässige  Anwen- 
dungen machen  können  wird.  ' 

•        •  «  ■  t  t 

»  *  *   '  .       «:         ..!»..•  •  • 


i«    '  •  • ..  .  '.'  .  ....•..•.;«' 

91  e  eh  a  n  i  k;     ,  " 

Lehrbuch  der  Mechanik.  Von  Dr.  J.  I'.  Uro  cli.  Erste 
Abtheilung.  Mechanik  der  . festen  Körper.  Berlin  und 
QhristiauU.  1849.  &  I  Thlr.  20  Sgr.  .. 

^  Dieses  neue  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik  enthalt  in 
seiner  bis  jetzt  vorliegenden  ersten  Abtheilang  auf  einem  verhält- 
ntWsmässi g  nüt  ktemen  Räume  eine^  sich  durch  Eigenthumlich- 
kek  anzeichnende  Darstellung  der  Hauptlehreti  der  Mechanik 
fester  Körper,  'und  Verdient  zur  Beachtung  recht  seht  emnfohfen 
zu  werden,  da  es  auch  viele  mit  besonderer  analytischer  Eleganz 
durchgeführte  Beispiele  für  die  allgemeinen  Lehren  und  Anwen- 
dungen derselben,  namentlich  beim  Schwerpunkte,  den  Trägheits- 
momenten, u.  s.  w.  enthält.  Leider  müssen  wir  uns  ausser  dieser 
allgemeinen  Empfehlung  des  verdienstlichen  Werkes,  bei  dem 
noch  besonders  hervorzuheben  ist,  dass.es  von  einem  jüngeren 
sehr  ausgezeichneten  norwegischen  Mathematiker  in  sehr  fliessen- 
der  deutscher  Sprache  verfasst  worden  ist,  und  das  um  so  ver- 
dienstlicher ist,  weil  die  deutsche  mathematische  Literatur  nur 
sehr  wenige  Werke  über  analytische  Mechanik  besitzt,  begnügen, 
den  Inhalt  desselben  Im  Nachstehenden  .vollständig  anzugeben; 
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Ertter  Abschnitt,  tfesetze  des  Gleichgewicht«  ufVfl  der 
Bewegung.  Cap.  1.  Wirkungsweise  und  Maass  der  Kräfte.  Cap. 
II.  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  auf  einen  Punkt  wir 
kenden  Kräfte.  Cap.  III.  Statik.  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
eines  Systems  mit  einander  verbundener  Punkte,  deren  Verbin- 
dungen durch  von  der  Zeit  unabhängige  Gleichungen  zwischen 
ihren  Coordinaten  ausgedrückt  werden  können.  Cap.  IV.  Anwen- 
dungen, a)  Gleichgewicht  eines  Punktes,  b)  Gleichgewicht  eines 
festen  Körpers,  c)  Gleichgewicht  biegsamer  Systeme.  (Hier  auch 
von  den  Kettenbrücken).  Ca«.  V.  Reduction  der  Kräfte.  Cap.  VI. 
Centraipunkt,  Centrailinie  und  Centraiebene  der  Kräfte.  Cap.  VII. 
Anwendung  der  Theorie  des  Mittelpunktes  paralleler  Kräfte  auf 
schwere  Körper.  Cap.  VIII.  Anwendung  der  Theorie  der  Cen- 
trallinie  aef  schwere  magnetische  Körper.  Cap.  IX.  Dynamik. 
Gesetze  der  Bewegung  eines  Systems  mit  einander  verbunde- 
ner Punkte,  deren  Verbindungen  durch  von  der  Zeit  unabhängige 
Gleichungen  ausgedrückt  werden  können.  Cap.  X.  Gesetze  der 
Bewegung  eines  Testen  Körpers,  a)  Bewegung  des  Schwerpunkts 
eines  freien  festen  Körpers  oder  eines  materiellen  Punktes.  6) 
Trägheitsmomente  und  Hauptaxen  der  Körper,  c)  Gesetze  der 
relativen  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  Bezug  auf  seinen 
Schwerpunkt  —  Man  sieht  hieraus,  wie  viel  Lehrreiches  in  diesem 
besonders  auch ,  wie  schon  erinnert  worden,  durch  Originalität  der 
Darstellung  sich  auezeichnenden  Buche,  dessen  Fortsetzung  wir 
mit  Verlangen  entgegen  sehen,  enthalten  ist.  Besonders  auch 
für  die  Anwendung  in  der  mathematischen  Physik  ist  dieses  Buch 
von  Wichtigkeit ;  weniger  scheint  auf  die  Anwendung  in  der  phy- 
sischen Astronomie  oder  Mechanik  des  Himmels  bei  Abfassung 
desselben  Rücksicht  genommen  zu  sein.  hn»- 


Praktische  Mchanik. 

Theorie  der  Dampfmaschinen  vom  Grafen  F.  M. 
G«  von  Pamhour.  Aus  dem  Französischen  übersetzt 
und  mit  Anmerkungen  und  einem  Anhange  begleitet 
von  Dr.  A.  L.  Crelle.   Berlin.  1849.  4.   6  Thlr. 

Durch  Uebersetzung  dieses  wichtigen  Werkes,  welches  im 
Original  50  Francs,  also  in  Deutschiana  16  bis  17  Thaler  kostet, 
hat  sich  der  Herr  Uebersetzer  jedenfalls  ein  grosses  Verdienst, 
namentlich  um  die  Besitzer  seines  Baujouruals,  in  dem  die, hier 
aU  besonderes  Werk  vorliegende  Uebersetzung  zuerst  erschienen 
ist,  erworben.  Aber  auch  wer  das  Baujournal  nicht  besitzt,  er- 
hält die  Uebersetzung  nun  zu  dem  höchst  massigen  Preise  von 
6  Thlr.  Die  Berichtigunsen,  Anmerkungen  und  Zusätze,  welche 
der  Uebersetzung  der  Herr  Uebersetzerj  beigefügt  hat,  verlei- 
hen derselben  noch  einen  besondern  Vorzug  vor  dem  Originale, 
und  empfehlen  wir  daher  diese  Uebersetzung  allen  denen,  welche 
«ich  ftir  das  Dampfmaschinenwesen  interessiren ,  angelegentlichst. 
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Rapport  et  Memoire  sur  le  nouveau  Systeme  d'ecluse  a  flot- 
teur  de  M.  D.  Girard;  par  M.  PoDcelet.  Paris.  1845.  4°. 
G  Fr. 


Astronomie. 

• 

Das  8o  eben  erschienene 
Ergänzung« lief  t  zu  den  astro  nomischenNachrichten. 
VomHerausgebe  r  der  astronomischen  Nachrichten.  Al- 
tona. 1849.  4.   3  Tblr  10  Sgr.  . 

enthält  unter  vielen  anderen  werthvollen  Aufsätzen  einen  Aufsati, 
auf  den  wir  der  grossen  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  und  des 
allgemeinen  Interesses  wegen,  welches  derselbe  nothwendig  in 
Anspruch  nehmen  muss,  die  Leser  des  Archivs  besonders  auf- 
merksam machen  müssen.   Dies  ist  der  Aufsatz: 

Beitrag  zur  Geschichte  der  Neptuns  -  Entdeckung 
von  Bernhard  von  Lindenau.    S.  1—31. 

In  diesem  Aufsätze  wird  mit  ungemeiner  Klarheit  und  der 
gTössten  Sachkenntniss  die  Geschichte  der  Neptuns- Entdeckung 
von  ihren  ersten  Anfängen  an  erzählt,  und  mit  grosser  Deutlich- 
keit der  Weg  vollständig  nachgewiesen,  weicher  zu  derselben 
führte  und  consequenter  Weise  nothwendig  führen  musste,  insbe- 
sondere auch  u.  A.  erwähnt,  dass  ß esset  während  seiner  An- 
wesenheit in  England,  bei  einer  Unterredung  mit  Herschel  (12. 
Juli.  1842.)  auf  den  Grund  eigner  Untersuchungen  versicherte, 
dass  die  Gesammtheit  der  Uranusbeobachtungen  durch  die  Stö- 
rungen der  ältern  Planeten  allein  nicht  dargestellt  werden  konnten 
und  Herschel's  vermuthete  Einwirkung  eines  annoch  unbekann- 
ten Planeten  bejahend  mit  dem  Hinzufügen  erwiderte:  „dass  er 
diese  Untersuchung  noch  nicht  Vorgenommen  habe,  allein  vorzu- 
nehmen gedenke"  auch  unterm  12.  November  1842.  an  Herschel 
schrieb:  „en  souveuir  de  notre  conversation  de  Collin&^ood 
je  voüs  annonce,  que  je  n'oublie  pas  Uranus."*)  Ausser  der  all- 
gemeinen Erzählung  der  Entdeckung  des  Neptun  sind  aber  auch 
in  diesem  höchst  lehrreichen  Aufsatze  die  Ansprüche,  welche 
Frankreich  (Leverrier**)),  England  (Adams)  und  Deutschland 
(Galle)  an  dieser  Entdeckung  zu  machen  haben,  mit  der  grOss- 
ten  Umsicht  und  tiefsten  Sachkenntniss  gewürdigt,  so  dass  wir 
den  hochverehrten  Vf.  dieses  Aufsatzes  nur  bewundern  können, 
wie  es  ihm  möglich  gewesen  ist,  in  seinem  hohen  Alter,  und 
nachdem  er  eine  lange  Reihe  von  Jahren  durch  die  wichtigsten 


*)  M.  vcrrl.  Archiv.  TM.  XIII.  Heft  2.  S.  146. 

**)  Da»,  in  mathematischer  Ruck  sich  t  hauptsächlich  die  Um  - 
kehrang  des  S tö rangt? roblems,  die  wohl  Leverrier  allein  g« 
huren  dürfte,  oder  wenigstens  von  ihm  zuerst  versucht  worden  ist, 
Wichtigkeit  ist.  wird  mit  Recht  * 


Google 


725 

Staatsarater  dem  Studium  der  Astronomie  wohl  grösstenteils  ent- 
fremdet  gewesen  ist,  und-  zu  demselben  nur  ,  erst  seit  wenigen 
Jahren  wieder  die  nöthige  Ruhe  gefunden  hat,  alle  neueren.  Ar- 
beiten auf  dem  Felde  dieser  Wissenschaft  in  einer  solchen  Aus- 
dehnung und  mit  einer  so  tiefen  Erfassung  4au  verfolgen.  Wir 
machen  deshalb  nochmals  die  Leser  des  Archivs,  die  sich  -  für 
die  genannte  wichtige  Entdeckung  interessiren  —  und  wer  sollte 
dies  nicht!  —  auf  die,  vorliegende  Abhandlung  dringend  aufmerk- 
sam ;  denn  nirgends  werden  sie  sich  eine  so  gründliche  Kenntniss" 
und  so  richtige  Einsicht  in  die  Lage  der  Sache  verschaffen  kön- 
nen wie  hier. 


i 


P  h  y  e  i  k. 


Repertorium  der  Physik,  Eine  Zusammenstellung  der  neu- 
eren Fortschritte  dieser  Wissenschaft.  Band  VIII.  Enthält:  Gal- 
vanisraus,  von  W.  Beetz.  —  Akustik;  von  A.  Seebeck.  — 
Mit  zwei  Figurentafeln.   Berlin.  1849.  8.   3  Thtr. 

A  Treatise  on  Heat.  Part  I.  The  Thermometer;  Dilatation: 
Change  of  State;  and  Laws  of  Vapours.  By  the  Rev.  Robert 
V.  Dixon,  A.  M.,  Fellow  and  Tutor  of  Trinity  College,  Dublin, 
and  Erasmus  Smith's  Professor  of  Natural  and  Experiments!  Phi- 
losoph?. (So  eben  erst  erschienen.  Price  12s.  6d.) 

&ud  es  sur  l'Aerostation,  par  M.  Edmond  IVfarey- Monge. 
Paris.  1847.  8*.    10  Fr. 


Vermischte  Schriften. 

".  ~  '  »  •*.**%«  'i .  * 

Ans  den  Abhandlungen  der  mathematisch -physischen  Klasse 
der  Königlich  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Leipzig  hegen  uns  besonders  abgedruckt  vor : 

A.  Seebeck:  Ueber  die  Querscb wingungen  gespann- 
ter .  ,und  nicht  gespannter  elastischer  Stahe.  Leipzig. 
1849.  10  Sgr. 

G.  F.  Naumann:  Ueber  die  cycl ocentriscbe  Con- 
chöspirale  und  über  das  Windungsgesetz,  von  Planor- 
bis corneus.   Leipzig.  1849.   10  Sgr. 

P.  A.  Hansen:  1.  Allgemeine  Aullosung  eines  beliebt- 
en Systems  von  linearischen  Gleichungen.  II.  Ueber 
ie  Entwickelung  der  Grösse 

(1— 2<*#-f  a*)H 
nach  den  Potenzen  von  ct.  Leipzig.  1849.    12  Sgr. 
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•  «  A.  'F.  Möbius?  Ue^er  die  Grundformen  der  Linien 
der  dritten  Ordnung.  Leipzig.  1849.    24  Sgr 

'|t/pas  erste  Heft  der  Sitzungsberichte  Ton  1849  enthält: 

W.  Weber?  Bemerku ngen  an  Neuro an  ns  Theorie  in- 

dueirter  Ströme. 

,  » 

Lehman  n  :  U  eher  einige  quantitative  Verhältnisse, 
diesen  Ve^dauungsprocess  betreffen.   .   (  ..  .... 

•  Fechner:  Ueber  die  mathematische  Behandlung 
organischer  Gestalten  und  Processe.  (Ein  sehr  lehrrei- 
cher und  lese  ns  wert  her  Aufsatz,  den  wir  solchen,  welche  in  der 
ansegebenen  Richtung  die  Mathematik  anwenden  wollen,  sehr  zur  Be- 
achtung empfehlen.  i)er  Herr  Vf.  redet,  wie  sich  von  einem  solchen 
Manne  erwarten  Hess,  im  Allgemeinen  der  Mathematik  sehr  das 
Wort.  Auf  8.  57.  findet  sich  in  einer  Note  die  folgende  interes- 
sante Bemerkung,  die  wir  den  Lesern  des  Archivs  vollständig 
mittheileu : 

„  Da  vielleicht  Jemand  Veranlassung  nehmen  könnte  ,  die  Eier 
ausführlicheren  Untersuchungen  in  Beziehung  auf  ihre  Gestalt  zu 
unterwerfen,  so  fhejle  ich  die  von  Steiner  aufgefundene  Formel 
nach  seinen  mir  mundlich  gegebenen  Notizen  gelegentlich  mit 
Seien  tt  und  v  die  Radii  vectores  einer  Ellipse,  c  eine  constante 
Grösse,  so  ist  die  Gleichung  der  Ellipse  bekanntlich  u-\-v=i*; 
die  de?  E'rcurve  aber  ist  ti -f  m»  =  c,  wo  m  auch  eine  Constante 
ist.    Die  Eicurve   unterscheidet  sich  also  bloss  darin  von  der 
Ellipse,  dass  statt  der  Summe  der  beiden  Radii  vectores  die 
Summe  des  einen  und  eines  bestimmten  Verbaltnisstheiles  vom 
andern  eine  constante  Grösse  ist.    Jenachdem  m  und  c  und  der 
Abstand  der  Brennpunkte  verschieden  gewählt  werden,  entstehen 
verschiedene  Eicurven,  und  nach  diesen  verschiedenen  constanten 
Werthen  wurden  sich  dann  möglicherweise  die  Vogeleier  unter  ver- 
schiedene Klassen  stellen.    Steiner  sagte  mir,  dass  er  durch 
Tatonnement  die  Coiucidenz  eines   Eies  (wenn  ich  nicht  irre, 
Truthahneies)  mit  einer  unter  diese  Formel  gehörigen  Curve  (wie 
ich  mich  zu  erinnern  glaube,  für  den  Werth  m  =  2)  bewährt  habe. 
Umfassendere  und  methodisch  angestellte  Versuche  würden  aber 
sehr  erwünscht  sein.    Trausformirt  man  die  obige  Gleichung  für 
rechtwinklige  Coordinaten,  so  stellt  sich  der  vierte  Grad  der  Glei- 
chung leicht  heraus." 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  M.  A.  F.  R.  S.  £J  Vier  gl.  Lite- 
rar.  Bericht.  Nr.  XLIX.  S.  688. 

No.  XXI«  On  Attractions,  and  on  CLairaut's  Theorem.  Bv 
G.  G.  Stokes.  Continued.  '  Notes  on *  Hydrodynamics..  VI. 
—  On  Waves.  By  G.  G.  St ok  es.  — i  Cfn  tbe  Problem  to  Deterimne 
in  Magnitude,  Position,  and  Figurc,  the  Surface  of  the  Second 
Order  with  passes  troughl^ine  "iveo  Points.  By  Richard  Towo- 
send.  —  OntheTripleTangentPlaoestoaSiirfaceoftheThird  Order, 
By  theRev.  George  Salmon.  —  On  tbe  Symbolical  Value  of  the 
Integral  fx-^dx.  By  the  R  ev.  William  C enter.  —  Singular 
Application  ofGeometry  of  Three  Dimensions  to  a^  Plan*  Pro- 
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■ 

b\em.  By  V.  W,  He  arm  ^  Note  on  the  Motion  of  Rotation  ol 
a  Solid  of  Revolution.  By  Arthur  Cayley*  -  On  a  Systeme 
of  Equations  connected  with  MaKattrs  Problem,  arid  on  anothec 
Algebraical  System.  By  Arthur  Cayley.  (Diese  Abhandlung 
her«ekslehtigt  Herrn  0.  Adams  Schrift:  Das  Malfatti'sche 
V  r  o  b !  er»  n  eü  g  e  I  3  s  t  von  C.  Adams.  W  i  nte  r  t  h  u  r.  1846. 
4.  M.  a.  4/iter«r.  Ber.  Nr.  XXX.  S.  45L):  ^On  the  Mathematik 
calTheory  of  Etectricity  in  Equilibrium.  V.  Effect*  of  Electrica» 
mfloence  on  Internal  Spherical,  and  On1  Plane,  Condücting  Surfe* 
ces:  By  WHfram  Thomson.  ±-  Mathematical  Notes:  On  the 
different  Published  Demonslrations  of  Paseal's  Hexagramme.  By 
T'hnmWs  AVeddle.  önmparison  of  Expression« "for:  CS rcrrtar 
and  Elliptic  Fun«;tions  in  Continued  Fractions.  By  <\  J.  Main*» 
st'eti."^»  Sur  rintaeration  des  Equations  Differentielles  Lineaires. 
Pttr'Ö.  J.  MalmdMtii*  1        -»  v».«  n: 

'i!  ^fo.^  XXil.  Will  be  publisfied  on  the  Ist  of  February,  1860.) 

S  i  t  7,  u  n  ftsh  im-  ich  t  o  de  r   ka  i  s  e  rl  i  (  Ii  e  n  Akademie  der 
Wissenschaften  »u  Wien.  (S.  LiteTar.  Ber.  tyr.  XL1X. 

Sl';6'87*>.  "    \'\  .         ..;    /  .;  ».     .'.  >.t.: 

_"[;!j;a1hrgan^  1849.  Februar-Heft.  S.  57.  Hauer,  Bericht 
tfbfif  4*>«  von  den  Regierungen  verschiedener  Staaten  unternomme- 
nen Arbeiten  zur  geologischen  Durchforschung  des  Landes  (Eng- 
land).—  S.  98.  Fortsetzung  des  vorhergehenden  Berichts,  Kuss- 
!an4  und  Frankreich  betreffend.  Wenn  auch  weniger  in  den 
Kreis,  unserer  Zeitschrift ,  gehörend ,  fuhren  wir  die  beiden 
vörfiereeheiiden  Berichte  ihres  allgemein  interessanten  Inhalts 
wegen  hier  doch  an.  -  S.  155.  Ettingshausen,  Beitrag  zum 
Beweise  des  Lehrsatzes  vom  Parallelogramme  der  Kräfte.  —  Wir 
halten  diesen  Beitrag  zu  den  Beweisen  des  Satzes  vom  Parallelo- 
gramme der  Kräfte  für  so  bemerkenswert ,  dass  wir  das  Wesent- 
liche daraus  den  Lesern  des  Archivs  im  Folgenden  mittheilen  wollen. 

•  •#     :•  «l  i     \  .  •  \  \x  i  ».    ;•:<.  .<! 

Professor  v.  E  tti  n  gshause  n  überreicht  nachstehenden  Bei* 
t  rag  zum  Beweise  des  Lehrsatzes  v#ra  Parallelogramme 
der  KräVftec  .  .  -  '  {■  .      •«•.:•  r-.Wtf 

Die  Zusammenstellung  der  Materialien  zu  einem  Lehrvortrage 
der  analytischen  Mechanik  lenkte  meine  Aufmerksamkeit  kürzlich 
wieder  auf  die  Beweisführung  für  den  Lehrsatz  vom5  Parallelo- 
gramme der  Kräfte.  Offenbar  verdienen  strenge  urtd  direkte  beweise 
vor  solchen  den  Vorzug,  worin  willkührliche  Voraussetzungen  oder 
fremdartige  Hilfsmittel  angewendet  werden.  Darum  halte  ich  es, 
wenigstens  in  einem  strengt ts^enschaftlichen  Lehrgebäude,  nicht 
ur  angemessen,  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  auf  die  Zusam- 
mensetzung der  Bewegungen  zu  gründen,  denn  dieser  Vorgang 
lüthiget  zu  einer  Annahme,  deren  man  auf  dem  rein  statischen 
?elde  nicht  bedarf.  Eben  so  haben  in  meinen  Augen  die  Be- 
veise  einen  geringeren  Werth ,  in ■  welchen  die-  Zusammensetzung 
ler  an  einem  gemeinschaftlichen  Angriffspunkte  angebrachten 
trfifte  aus  ihrer  Wirkungsweise  an  einem  Hebel  oder  an  einem 
Systeme  unveränderlich  mit  einander  verbundener  Punkte,  aef  die 
nan  -die  ursprünglich  gegebenen  Kräfte  versetzen  kann,  erschien* 
en  wird,  weil  die  Resultirende  zweier  auf  einen  Punct  wirkender 
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Kräfte  schon  gegeben  ist,  wenn  auch  nur  dieser  einzige  Punkt 
existirt;  daher  die  Vorstellung  anderer  mit  ihm  verknüpfter  Punkte 
durchaus  nicht  von  der  Natur  der  Sache  geboten  erscheint. 

■  **  i  .  '  .•• 

Wir  besitzen  mehrere  durch  die  scharfsinnigsten  Wendungen 
sich  auszeichnende  Beweise  für  den  Satz  vom  Kräftenparallelo- 
gramm, gegen  welche  die  so  eben  ausgesprochenen  Vorwürfe 
nicht  geltend  gemacht  werden  können,  welche  Beweise  daher  als 
genügend  scharf  betrachtet  werden  müssen.  Meines  Erachtens 
führen  diejenigen  am  kürzesten  zum  Ziele,  welche  mit  der 
Zusammensetzung  zweier  unter  einem  rechten  Winkel  auf 
einen  Punkt  wirkender  Kräfte  beginnen.  Die  Grosse  der  Resul- 
tirenden  ergibt  sich  sogleich  durch  eine  höchst  einfache  schon 
vor  langer  Zeit  von  Lambert  erdachte  Betrachtung,  deren  sich 
auch  La  place  in  der  Mecanique  Celeste  bedient  Zur  Nachwei- 
sung  der  Richtung  der  Resultirenden  aber  betreten  die  zwei  ge- 
nannten grossen  Mathematiker  gänzlich  verschiedene  Wege,  und 
dabei  -nimmt  der  Erstgenannte  bloss  die  Elemente  der  Mathema- 
tik in  Anspruch ,  während  der  Andere  den  höheren  Calcul  ge- 
braucht. Ich  habe  in  meinen  Anfangsgründen  der  Physik  versucht 
dem  Lam bert'schen  Beweise  durch  eine  eigentümliche  Ein- 
kleidung eine  noch  grossere  Einfachheit  zu  geben;  mittelst  der 
von  mir  gewählten  Construction  lässt  sich  aber,  wenn  die  Zuhilfe- 
nahme des  hohem  Calculs  gestattet  ist,  eine  Deduction  zu  Stande 
bringen,  die  mir  besonders  geeignet  scheint  in  einen  Lehrcurs 
der  Mechanik  aufgenommen  zu  werden,  dem  der  Vortrag  der  Dif- 
ferenzial-  und  Integralrechnung  vorangeht.  Diese  Deduction  will 
ich  nun  auseinander  setzen. 

Es  bandelt  sich  hier,  wie  gesagt,  bloss  um  die  Angabe  der 
Richtung  der  Resultirenden  zweier  unter  einem  rechten  Winkel 
auf  einen  Punkt  wirkender  Kräfte. 

Da  bei  gleichmässiger  Vervielfältigung  der  Kräfte  die  Re- 
sultircnde  sich  ohne  Aenderung  ihrer  Richtung  in  demselben  Masse 
vervielfältigt,  so  wird  die  Lage  der  Geraden,  längs*  welcher  die 
Resultirende  wirkt,  lediglich  durch  das  Verhältniss  der  Kräfte  be- 
stimmt. Sind  also  P,  Q  die  Grössen  der  beiden  Kräfte  und  be- 
zeichnet «  den  Winkel,  den  die  Richtung  ihrer  Resultirenden  R 
mit  der  Richtung  von  P  bildet,  so  ist  a  eine  gewisse  Function 

Q 

des  Quotienten  p  und  man  kann  daher 


setzen. 


Man  denke  sich  an  dem  gegebenen  Angriffspunkte,  senkrecht 
gegen  die  Richtung  von  Ä  und  oach  der  fceite  hin,  auf  welchei 
die  Richtung  von  Q  liegt,  irgend  eine  neue  Kraft  5  angebracht 
und  bezeichne  den  Winkel  zwischen. der  Richtung  der  ResuÜprcn 
den.;  U  der  zwei  Kräfte  #  und  Ä  und  der  Richtung  von  R  mit  ß 
so  ist  auch  .  . .    i  ,n- 


■ 
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Die  Kraft  5  kann  als  die  Resultirende  zweier  Kräfte  betrach- 
tet werden,  wovon  die  eine  Q'  nach  der  Richtangvon  Q  und  die 
zweite/*'  der  Richtung  von  P gerade  entgegengesetzt  wirkt  Nach 
Obigem  erscheint  U  als  die  Kesultirende  von  P,  Q  und  Äf  mit- 
hin auch  als  die  Resultirende  der  auf  den  vorhandenen  Angriffs- 
punkt  unter  einem'  rechten  Winkel  wirkenden  Kräfte  P — Pt  und 
Q  +  C,  und  es  macht  die  Richtung  dieser  Resultirenden  mit  der 
Richtung  der  ersten  Kraft  den  Winkel  a-fß:  demnach  besteht 
die  Gleichung  .  i 

Die  Richtungen  der  Kräfte  S9  Q'9  P*  bilden  genau  dieselben 
Winkel  wie  die  Richtungen  von  Ä,  P,  0,  mithin  stehen  erstere 
Kräfte  in  denselben  Verhältnissen  wie  letztere,  d.  b.  es  ist 

P:Q=&:P=zS:R 
woraus  N 

/>=  2*  und  Q<=  ^ 


folgt   Diesa  gibt 

n^PS      o     *  \ 
Q+Q'        +  R       P+  R 

R.  P'R 

Es  sei  nun  zur  Abkürzung  p=x  und  -fc—y>  «o  wird  nach 
obigen  Gleichungen 

«=/<*).  ß=f(y)  und  «+<}=^-±y  , 

mitbin 


Diese  Gleichung  führt  zur  Kenntniss  der  Form  der  Function 
/!  Zu  diesem  Zwecke  differenzire  man  die  Gleichung,  indem  man 
einmal  die  eine,  das  zweite  Mal  die  andere  der  beiden  von  ein- 
ander unabhängigen  Grössen  x,y  als  veränderlich  behandelt;  man 

erhalt,     ^     =/  (*)  gesetzt,  „„ 


flSO 

Hiernach  ist  ' 

•  *,•'-.  . 

•  *      "•*#.».*.     **  ■■•  t 

-Da  «wischen  :r  tjnd  y  kein  Zusammenhang  obwaltet,  so  kann 

diese  Gleichung  nicht  bestehen,  wofern  nicht  jede  Seite  jdersel 
ben  sich  auf  eine  und  dieselbe  beständige  Grosse  reducirt.  Es 
sei  A  diese  Constante  y  so  ist 


mit  hin 

/*  r»  ==J^~^  —  J  „arx.  tang.  x  +  Const. 

Denkt  man  sich  die  Kraft  Q  hinweggenommen,  so  fällt 
mit      zusammen  und  «  geht  in  0  über,    bür  x±=?Q  hat  man  also 
f{z)=zO,  daher  verschwindet  die  durch  die  Integration  eingeführte 
Constante  und  es  bleibt 

:  /,(^)  =  .4.arc.tang.<x. 

Lässt  man  aber  P=zO  seiri,  wodurch  Ä  mit  Q  zusammenfällt, 
so  wird  c=%7>  mithin  geht  bei- der  hier    gemachten  Annahme 

?r 

ar=<30  die  Function  f(x)  in  ^  über.   Diess  gibt  .  ■  - 

\  ,  ,     2"==^.arc.  tarig.ao  ^A.  ^  »• 
woraus  .4  =  1  folgt.   Hiedurcb  erhält  man  endlich 


9  ■ 


O  Q 

i  d.i.  cf==are.  tang.  73  oder  tang.oss«» 


welches  Resultat  auf  die  mit  der  Darstellung  des  KräftenparaJIeio- 
▼erknünfte  (Instruction  der  Richtung  der  Resultirendeo 
Kräfte  führt. 
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Bti  dieser  Deduction  i«t,  »ie  mau  sieht,  zur  Bestimmung 
der  Richtung  der  Resultirenden  der  gegebene«  Kräfte  die  Keimt- 
oiss  der  Grosse  dieser  Resultirenden  nkbt  erforderlich.  Es  ist 
also  gleichgiltig,  ob  der  Vortrag  mit  der  Bestimmung  »der*  Gross« 
oder  der  Richtung  der  Resultirenden  beginnt 

.  Jahrgang  1840,  März-Heft.  S.  159.  StampUr:  Ueber 
den  Gebranch  der  Nivellirt Instrumente  aus  der  Werkstätte  des 

k.  k.  polytechnischen  Instituts  auf  wissenschaftlichen  Reisen.  — 
S.  179.  Schrotter:  Commissionsbericht  (d.  H.  Baumgartner,  Et- 
tingshausen, Kunzek,  Stampfer  und  Schrötter)  über  die  in  der 
Csterr.  Monarchie  von  Seite  der  k.  Akademie  zu  veranlassenden 
meteorologischen  Beobachtungen.  —  S.  208.  Stampfer's  Me- 
thode der  Visirüng  der  Fässer  vom  k.  k.  Ministerium  für  Handel 
etc.  der  Akademie  zur  Begutachtung  zugewiesen.  —  S.221.  Stamp- 
fet Vorschlag  eines  Barometers,  welches  den  mittlere  Barome- 
terstand für  beliebige  Zeitperioden  angibt. 

•  Jahrgang  1849.  April-Heft.  S.  227.  Stampfer:  Dar- 
stellung einer  möglichst  brauchbaren  geometrischen  Visirmethode 
für  Fässer.  — ,  S.  247.  Bosuslawski:  Schreiben  an  die  Akade- 
mie (die  vorläufige  angenäherte  Parallaxenbestimmung  der  Sonne 
betreffend).  —  S.  249.  Doppler:  Ueber  eine  bisher  noch  unbe- 
nutzte Quelle  magnetischer  Declinationsbeobachtungen.  —  S.  261. 
Columbus:  Magnetisches  Observatorium  zu  Linz  und  Kirch- 
schlag. —  S.  267.  Pierre:  Ueber  das  Spannkraft- Maximum  der 
Dämpfe  in  der  Luft.  —  S.  273.  Prechtl:  Ueber  sein  Werk: 
„Untersuchung  über  den  Flug  der  Vögel."  —  S.  276.  Prettner: 
Meteorologische  Beobachtungen  zu  Klagenfurt,  —  S.  276.  Stein- 
heil: Ueber  seine  neueren  Arbeiten  zur  Erzielting  genauer  Nor- 
malgewichte.   Ueber  das  Centrifugal- Wurfgeschoss. 

Jahrgang  1849.  Mai-Heft.  S.  291.  Stampfer:  Ueber 
die  in  Preussen  übliche  Visir-  Methode  für  Fässer.  —  S.  295. 
Baumgartner:  Ueber  die  Leitkraft  der  Erde  für  Electricität.  — 
S.  312.  v.  Ettingshausen:  Bericht  über  Peche's  Abhandlung 
über  Integration  irrationaler  Differentialformeln.  —  S.  322.  Dopp- 
ler: Ueber  ein  Mittel  die  Brechung  der  Schallstrahlen  experimen- 
tell nachzuweisen  und  numerisch  zu  bestimmen.  —  S.  347.  Kreil: 
Abhandlung  über  den  Einfluss  der  Alpen  auf  die  Aeusserungeu 
der  magnetischen  Erdkraft  » . 

••Auszug  aus  den  Sitzung  Protokollen  des  Natur- 
wissenschaftlichen Vereins  in  Hai  le.  (Erstes  Jahr  vom 
Juni  1848  —  Juni  1849.)  Mit  einer  lithogr.  Tafel.  Halle. 

Diese  Sitzungsberichte  einer  naturwissenschaftlichen  Privat- 
gesellschaft, welche  neben  der  älteren  naturforschenden  Geseif- 
schaft in  Halle  sich  gebildet  hat,  geben  ein  sehr  erfreuliches  Bild 
von  dem  Wirken  dieser  Gesellschaft  und  verdienen  allgemein  beachtet 
zu  werden.  Es  istin  diesen  Berichten  ausser  vielen  interessanten  klei- 
neren Notizen  auf  S.  1  — S.  14.  und  S.  15— S.  21.  auch  eine  grössere  Ab- 
handlung des  Lehrers  Herrn  Hellwig  über  die  Gesetze  der 
Blattstellung  abgedruckt,  welche  auch  in  mathematischer  Rück- 
sicht vieles  Interessante  darbietet,  und  Jedem  empfohlen  werden 
kann,  wer  sich  in  möglichster  Kürze  eine  genügende  Kenntniss 


732 


der  in  dieser  Abhandlung  besprochenen  mathematischen  Gesetze 
der  Blattsteltun?,  eine  Lehre,  zu  der  bekanntlich  C.  Schimper, 
A.  Braun,  C.  F.  Naumann  u.  A.  den  Grund  gelegt  haben,  ver- 
schaffen will.  »i  < 


The  American  Journal  of  Science  and  Arts.  Con- 
ducted  by  Professors  B.  Silliman  and  B.  Silliman,  Ir.. 
and  James  D.Dana.  Second  Serie«.  Vol.  VI.  November. 
1848.  New  Heaven.  8. 

• 

III.  On  the  Orbits  of  the  Asteroids;  by  B.  A.  Gould.  —  V 
Objections  to  the  Theories  severally  of  Franklin,  Dufay  and  Am- 
pere, with  an  Effect  to  Explain  Electrical  Phenomena  by  Stati- 
cal  or  Undulatory  Polarization ;  by  Prof.  Robert  Hare.  —  XIX. 
On  a  Neu  empirical  Formula  for  ascertaining  the  Tension  of  Va- 
por  of  Water  at  any  Temperature;  by  J.  H.  Alexander.  — 
XXII.  Kesults  of  Analytical  Researches  in  the  Neptunian  Theory 
of  Uranus;  by  En  och  F.  Burr.  —  XXIX.  (Fortsetzung  von  Nr. 
XIX  ).  -  XXX.  Considerations  on  the  Divisibility  of  Magnitude; 
by  J.  H.  Alexander. 

ff  ■  ■  ■ 

Die  übrigen  Abhandlungen  sind  grösstenteils  chemischen 
und  geologischen  Inhalts  und  gehören  daher  nicht  in  den  Kreis 
des  Archivs. 


Institut  national  de  France. 

Grand  prix  de  Mathemaliquei  a  decerner  en  1850. 

Les  travaux  recents  de  plusieurs  geometres  ayant  ramene 
I' attention  sur  le  dernier  theo  renn;  de  Format,  et  avance  notable- 
ment  la  question,  meme  pour  le  cas  general,  l'Academie  propose 
de  lever  les  dernieres  dilocultes  qui  restent  sur  ce  sujet.  Elle 
met  donc  au  concours  pour  le  grand  prix  de  Mathematiques,  k 
decerner  en  1850,  le  prob  leine  suivant: 

Tr ouv er  pour  un  exposant  entier  quelconque  n  les 
Solutions  en  nombres  entiers  et  inegaux  de  l'equation 
a:n-f yn  =  zn,  ou  prouver  qu  elle  n'en  a  pas. 

Le  prix  consistera  en  une  medaille  d'or  de  la  valeur  de  trois 
mille  francs.  Les  Memoire»  devront  etre  arrives  au  Sekretariat 
de  l'Academie  avatit  le  ler  octobre  1850.  Ce  terme  est  de  ri- 
gueur.  Les  nomt»  des  auteurs  seront  contenus  dans  un  billet 
cachete,  qui  ne  sera  ouvert  que  si  la  piece  est  couronnee. 


.    r    •      I  •  •■ 
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.  Im  Verlage  der  Unterzeichneten,  ist  erschienen  und  in  allen 
Buchhandlungen  zu  erhalten  jSiK* 

Xehrhueh  der  Chemie 

für  Universitäten,  Gynüiasien,  Real-  und  Gewerbe- 
schulen, sowie,  fiir  den  Selbstunterricht 

:    •»-•»  von  »  i  i  x'  ...  ni. i 

iErWi 


:'i  Mitglied  der  4  cadeinie g  oer  Wifisenschaf ten.  •  j  *  *  ;^   £  ^  jj  g  $ 

-lili-ji  ,.,  *  ??5l  Uebersetet  von  t,vc  -^Vl 

-Ufililil^  r^Äle^^Eief.  ft^^l^ 
1^.5  I.  Abtheilung;  Metalloide.  MTt  280 ftf  den  Tfckt  ein- 
gedruckten Holzschnitten  der  pariser  Originalausgabe;  '2  Rthlr. 
Lief.  6—10.  II.  Abtheilung:  Metalle.    Mit  159  in  -den  Text 
eingedr.  Holzschnitten.  2  Rthlr.     :  1  •,"*        W  •  W 
Nach  tfertV  Urtheit* namhafter  Männer  von  Fach  wird  dies 
Werk  nicht  bloss  dem  schon  weiter   vorgerückten  Studirenden, 
der  durch  Selbststudium  tiefer  in  die  Wissenschaft  eindringen  will, 
sbtidern  überhaupt  jedem?  Chemiker,  namentlich  jedem  Lehrer  der 
Chemie  und  auch  dem  Gewerbetreibenden,  schon  durch  i die uYP*- 
t refflichen  Abbildungen  einer  grossen  Anzahl  von  Apparaten,  durch 
die  klare  Darstellung der  physikalischen  und  krystalloei^  Verhält- 
nisse etc.   von  Interesse  und  Nutzen  sein.    Es  ist  das  neueste 
chemische  Werk  und  hat  daher  jedenfalls  den  Vorzug,  jetzt  das 
vollständigste  und  dem  zeitigen  Standpunkte  der  Wissenschaft 
entsprechendste  zu  sein  ,  wie  auch  der  Name  des  berühmten,  Ver- 

fät  den  Werth  des  Werkes  überhaupt  J 
Dunker  und  Humblot  in  B< 

r  J  v  \  »  V 


durch  dle'ßuchandlun»»n  zu  haben: 


höheren  Analysis 


I»r  H .  Burhenne. 

<jrr.  8.  1849.  &rofcA.  7%/r.  1.    10  Sgr. 

  'ufjL  C  Kriegersche  Buchh.  in  Castel. 

ii  i<    .Ii  -  v » <•  .    .    '».    '•  .     V    . i*. i i'.i-."  it) 

.'iliw»  uff".    ■        ,'i'r :      n  !  Mi»!  ./  .n;u  *//.*<  n. 
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Im  Verlage  des.  Hilerzeichneten  ist  so  eben  erschienet]  und 
in  allen  Buchh^dlnngen  ato  haben  t ;    '!  . ' 

Die  '   

Irj^mente  und  Wte¥«Se 

?;       der  ... 

höheren  und  niedern  Messkunst 


sowie 


der  geometrischen  Zeichnenkunst, 

ihre  Theorie,  (Tonatniction ,  Gebrauch  und  Prüfung. 
Zum  Unterricht  und  Selbststudium 

:» »•«••  in  •  «  '  »•  bearbeitet  I    ■»       » •*  » 


von  C.  F. 
*!-  Cfril-lnjrenienr. 
Ein  Band  von  17  Bogen  in  er.  8.  mit  213  in  den  Text  eingedruck- 
ten Holzschnitten.    Preis  elegant  geheftet  1  Thlr.  15  Ngr.  oder 
2  fl.  15  kr.  C.  M.  oder  2  fl.  42  kr.  rheio. 
Ein  ausführlicher  Prospectus  dieses  für 

Ingenieure,  Topograph en,  Officiere9S2eld- 
messer,  Markscheider  nnd  Mechaniker, 
für  Hau-,  Berg»-,  Forst-  und  landwirt- 
schaftliche Akademien  wie  für  Jlilitair- 
und  Gewerb  -  Schalen  ;  v 

«leich  wichtigen  Werkes  ist  in  allen  Buchhandlungen  unentgeltlich 
au  haben.  „,  .  ..  .*'  JJ  j       ■ .  , . 

Leipzig,  im  September  1849.  ,    U  ' 

U.  «.  Tcubiier 

•!;'.        ::•  "*!;if    •   v         i  t:!.;.  ,,,,7 

'  Bei  Vandenhoccfc  und  Ruprecht  in  Gottiogen  ist  er- 
schienen:  ...  .  : 

Ijistin|&r,  «f.  B.,  Vorstudien  zur  Topologie.  gr.  8.  10  gGr. 

Studien,  txott  innrer,  1847.  1.  Abtb.  mathemaU  und 
.  natnrwissenschaftl.  Abhandle  *  Lief,  *r.'  8.  3  Thlr. 

Bei  Flammer  und  Hoffmann  in  Pforzheim  ist  so 
erschienen  und  In  allen  Buchhandlungen1 
angrenzenden  Länder  au  haben:  >h  jup; 

Tafeln 
zur  Erleichterung  und  Ersparung  der  auf 

Maschinenbau 

bezüglichen  und  ähnlicher  Rechnungen 

r\    :  zunächst  rtir 

Mechaniker,  Ingenieure,  Berg1;-  nnd 

MuUenlente  etc. 

 \ 

Carl  Holtzuiann, 

Grosstrereogl.  badi  scher  Ilüttenvcrwalter. 
Gross  8.   Geheftet.    Thlr.  1.  20  Ngr.  oder  2  fl.  30  kr. 
Dem  Geschäftsmanne  zeitraubende  Rechnungen  zu  ersparen, 
ist  ein  Gewinn,  welcher  nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden 
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kann,  der  sich  noch  steigert,  wenn  zugleich  grössere  Sicherheit 
gegen  Fehler  geboten  wird.  Eine  solche  Ersparnis«  gewinnt  feiner 
grossen  Zahl  thätiger  Männer  Zeit,  ihre  Kräfte  nützlicher  zw  ver- 
wenden; sie  ist  eine  Bereicherung  der  Nation.  Der  Wunseti,  hiezu 
einen  Beitrag  zu  liefern,  war  die  Veranlassung  (üe^e^^^r^e^ns. 


Bei  Job.  IVB     recke  in  Eise  nach  ist  soeben  erschienen 

Grundzüge 

einer  'wissenschaftlich«!  Darstellung 

• '  i  '    i?  2    .  ••  •.  j  r  .1  v  der 

Geometrie  des  Maasses. 

„;  Sin  Lehrbuch  . . 

▼  OD  " 

Mi«  , .  „'   •  „    »r.  Oskar  Schlömilcli 
•  •  Erster  Theil. 


•i  « 


Geometrie    der  Ebene.- 

'  gr.  8.   1.  Thl    ■      '-.y-ru  ...  ;,.y<;4 

.  .  ;  v  """""  '  :  -  *■   -    •  nrfi"ip 

,.;-'..'|n  Baumgartners  Buchhandlung  zu  Leipzig  ist  wo* 
eben  erschienen  und  an  alle  solide  Buchhandlungen  Versendet 

worden:  ,„  i        ,,Ur.  ,  . ,  r,  .  .  - 

Grundsätze  der  Meteorologie 

in  näherer  Beziehung  auf  Deutschlands  Klima  • 

*nh       Von  Dr.  G.  Schübler,  Professor  an  der 

Universität  Tübingen.  M£  1  ;;"d 

Neu  bearbeitet  von  !  / 

Dr.  43.  A.   Jahn,  "\*>U 
Diroctor  der  astronomischen  Gesellschaft  in  Leipzig,  ordentl.  Mitglied« 
der  naturforschenden  Societät  ebendaselbst,  der  mathematischen  Gesell- 
schaft und  des  naturwissenschaftlichen  Vereins  in  Hamburg,  sowie7  der 
amerikanischen  philosophischen  Societat  in  Philadelphia«  . 

Mit  9  Stahl-  ünd  Kupferstichen,  einer  vergleichenden  Ther- 
mometerscala ,  mehreren  Tabellen  und  Holzschnitten, 
gr.  &   broch.   Preis  1  Thir.  15  Ngr. 


*?  -  •    •    K    •       "    »  i  r       •»    -    •      .        •  C 

Im  Verlage  der  Ko  II  man  n  sehen  Buchhandlung  In  Augsburg 
ist  soeben  erschienen : 

Bnders,  Prof.  G.  M.,  Lehrbuch  der  Elementar  -  Geometrie  för 
techn.  Schulen,  ls.  2s  Buch  (Planimetrie  —  Stereome- 
trie) gr.  8°  geh.  I  fl.  36  kr.  oder  1  Thlr. 

Einste,  Leon.,  Sehnen  -  Tafeln  für  den  Radius  oder  r= 1000. 
Lex.- 8<>  brosch.  48  kr.  oder  15  Ngr. 


Im  Verlage  des  Unterzeichneten  ist  soeben  erschienen- und 
durch  ^lle  Buchhandlungen 'in  belieben  t  ,. Ji 

Expcrimeii&al  -  Physik. 

Dargestellt 
in 


29  lithographlrtCH  Tafeln 


I. 


begleitet  von  einem  erläuternden  Texte 

Director  der  Provinzml^Gntrci herhole  in  Hagen. 
rPre  j  «  3  Thajer. 
Das  vorliegende  Werk  durfte  sowohf  für  den  Lehrer  wie  den 
Schiller  und  das  grosse  Publikum  eine  sehr  willkommene  Erschei- 
nung sein.  Der  Verfasser  bat; sich  bemüht ,  das  Wesentliche  der 
Physik  in  ungefähr  150  Sätzen -kurs  darzustellen,  aus  denen  die 
für  das  Studium  nothige  Uebersicht  mit  der  geringsten  Mühe  ge- 
wonnen wird.  Diese  Sätze  sind  selbst  da,  wo  es  thunlich  war, 
nicht  auf  mathematischem  Wese«  bewiesen,  sondern  durch  man- 
cherlei,. Versuche  vermittelst'  physikalischer  Apjparäte;  und  ^urch 
Naturerscheinungen,  die  ohne  unser  Zuthun  erlol^en;-  begrändet. 
Die  auf  den  Kupfertafeln  dargestellten  Apparate  sind  meist 'nach 
der  Natur  aufgenommen  und  von  dem  Zeichner  mit  einer  solchen 
Genauigkeit  und  Eleganz  ausgeführt,  dass  alles  seither  Erscbie- 


vollständigen  physikalischen  Apparat  zur  Disposition  hat;  es  wird 
dem  Schüler  zum  Nachstudircn  dienen  und  ihn  stets  an  die  ge- 


lagen 


Im  Verlage  der  Unterzeichneten,  ist  erschienen: 

Die 

^iehre  von  den  Transversalen 

tffl  «>it»-io  ^Anwendung  auf  die  Plariini^trieVV  fll'1<,u*  u: 
••"w^  Ei„e  Erweiterung;!  :  :  > 

",L  1  !"        Euklidischen  (Zometa*«*  .  mc.j  .:>;,.  ,,  . 

€.  Adam« 

Mit  12  Kupfertafeln. 
gr.  80.  geh.  Preis  1  Thlr.  15  Ngr. 
Recensionen  darüber  finden  sich  in  Romberg  s  Zeitschrift 
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by  Googlj: 


für  praktische  Baukunst;  "ifc  &e't&ofPs  Repertoriuro ,  in  Ma- 

Philologie  und  höhere  Pädagogik. 

Professor  M  M«  Wu  ggftr  tÄ^'iJarüberb  f  >*S  g> 
„Vorliegende  Schrift  setzt  die  Elemente  Euklid'?  voraus  und  be- 
ginnt mit  der  Deduktion  rein  synthetisch  entwickelter  und  streng 
logisch  geordneter  Sätze,  welche  sich  aus  der  Verbindung  von 
Transversalen  mit  den  Dreiecken  herleiten  lassen.  Dieses  System 
von  Lehrsätzen  verbindet  in  Wahrheit  mit  der  Euklidischen  Strenge 
der  Beweisführung  die  Reicht j$Mt  4er  analytischen  Entwicke- 

Und  in  einer  später  folgende*)  Stelle : 
„Wir  feipl  Weit  däpo^  entfernt^  'dufeh  Aufzählung  j  der  Quellen, 
welcner  der  Herr  Verfasser  benutzt,  und  die  er  in  seiner  Vorrede 
selbst  genannt  hat,  die  Verdienste  dieses1  vortrefflichen  Werkes 
zu  schmälern,  inWegentheil  mache*;  wir  ,die  Leser  dess wegen  dar- 
auf aufmerkgahi ,  idass sie  die  angeffhr^ett  «chriften}  lesen  und  mit 
der  des  Herrn  Adams  vergleichen,  und  wir  sind  überzeugt,  dass 
sie  nicht  nur  mit  uns  die  Vorzüge  dieses  letztern  zugestehen,  son- 
dern auch  den  Herrn  Verfasser  einstimmig  als  denjenigen  aner- 
kennen müssen ,  welcher  zuerst  jene,  sehynen  neuen  geometrischen 
Theorien,  der  auf  den  U ebergang  von  den  Elementen  ins  weitere 
Gebidt^jlei  geometrischen  Forschen*  begriffenen  Jugend  zugäng- 
lich gemacht,  und  ihrer  "geistigen  Ertt\vickelun£  anpassend  aarge- 
stellt  hat."  Wü*  I 

harmoniscnen  Verhältnisse 

Ein  Beitrag 

Mit  4  Kupfertafeln.      ,  ,ni 

gr.  8°;  geh.  .Preis:. 2  fhlr.  ß  Ngr.  oder  4  fl.30  Kr.  rheirft. 
9"IPro*;>©rwiert  SJUtf  darüber  in  seinem  Ax&\\>  YiUto$4sQ\$f 

!?fvM  dass  die  ^j^^V^ 


um 

betretetfetf 'Wege  Histig 

Und  zum  Schlüsse:  ,M" 
,,Wir  glauben  daher  ,  dass  diese'  Schrift  Ini  jeder  Beziehung  den 
Liebhabern  der  feinem  Geometrie  empfohlen  zu  werden  verdient, 
und  auch  wegen  i hrer  gross e n  Deutlichkeit  von'  gründlich ,  vorbe- 
reiteten  Schülern  zu ihrer  weitern  geometrischen  Ausbildung' *mit 
grossem  VortbeH  benutzt  werden  kann ,  eben  Isb  W4e  des  Herrn 
Verfassers  früher  erschienene  Lehre  von  den  Transversalen/'  — 
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Xfte  raerkwürmgsten;  Eigenschaften 

des  .  i, 

gradlinigen  Dreiecks.  ... 

1  *  :       •  Mit  2  Kupfertafeln.    '«  ■.! 

gr.  8°,  geh.  Preis  1  Thlr.  1%  Ngr.  od.  2  «.15  Kr.  rfa. 

•  /    'TT     .n,l  ■«?  ,  .  ..  j'T  .  °  ,  ()- 

~\'x\     ''"         ,;    1        *   )•     i.  : 

•    !•»'.     ••  »IH*«'  \  »'»  •   .    ,   \.  .... 


./Iii!.:  -.^j  AflillltS 
1  Das 


• 


3  PROBLEM 

neu  gelost 


•    Mit  einer  lithographirten  Tafel, 
gr.  4°  gell.  Preis:  15  Ngr.  oder  54  Kr 

'tt  »•    .:•»  ;•     s«|  '(•  ;•.     r  ■       ■  ,  ,  ,  .  • 

«  Adam«. : 

Geometrische  A 

mit  besonderer  Rucksicht 

auf 

geometrische  Construktion. 

Mit  11  Kupiertafeln, 
gr.  8°.  geh.  Preis :  3  Thlr.  oder  *  fl.  15  Kr.  rheinl. 

v  .    :  Wiut^rthur,  Stein  er  sehe  Buchhandlung. 
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Im  Verlage  des  Unterzeichneten  ist  erschienen: 

Das  Buch  der  Natur, 

die  Lehren  der  Physik,  Astronomie,  Chemie,  Mine- 
ralogie, Geologie,  Physiologie,  Botanik  und  Zoologie 

TT,      '.         ^  umfassend. 
Allen  Freunden  der  Naturwissenschaft,  insbesondere  den 
Gymnasien,  Realschulen  und  höheren  ßürgershcjden 

gewidmet  von    .  .■•.». 

«•*  r  ßr.  Friedrich  8d|ödler<  ■.. 

.i-.^'h  . .     '•^^t^\Ter|)'e*serte^Atffl'a^.1,  -n  :  'i- 

Mit  350  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten ,  Sternkarten 

„  ,,;,  „.  ,  und  einer  illuminbten  seognostischen  Tafel.  - 
•  ,       .. ,  ff.      .yclinpap.  gen.  Preist  1%  TMr.       - ^ 


iQitiz&Q  uy  Vj< 


' '  M  cfrüt  e  v:cileiiii^ 

Erster  ünterrtöht  in  tlet  Chemie, 
,      i\u^  .  *ers4no|kh> 

durch   einfache  Experimente. 
Zum  Schulgebraach  and  zur  Selbstbelehrung, 

insbesondere 

' "      f?r  ^gehende' Apotheker,  Landwirthe^  ».„ 
.  V  {     Gewerbtrefbende  etc.  :  1  1  * 

Ä  Dr.  JU.  A.  §tlcfhardt, 

*  FrnfeJsoriftti  d*r  Könitfl.  icaderoie  für  Forst-  und  Lan*wirt|ie  fc|. 
Tharand  and  König!.  Sächsischer  Apothekenrevisor. 

Vierte  verbesserte  Auflage, 
Mit  zahlreichen  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten. 
.       Velinpap.  geh.  Preis:  2  Thlf. 

Elertientar  -  Natur  lehre. 

Dreizehnte  Auflage. 

Nach  dem  Tode  des  Verfassers  zum  sechsten  Male  bearbeitet 

von 

J.  Gr.  Fischer, 

Lehrer  am  Schullehrer-  Seminar  in  Neuzelle. 
Mit  267  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten, 
gr  &  Vetinp«.  geh.  Preis  :  1  W^i  ,     .  . ; 
Aui  ;  6  Exemplare  ein  Freiexemplar. 
Welcher  Gebildete,  welche  Lehranstalt,  kann  eich  heute  noch 
der  Cultur  der  Natuftylsseascnaften ,  und.  vorzugsweise  der  Physik 
und  Chemie  entziehen*  Ufe  oben  angezeigten  drei  Werke  neh- 
men einen  ausgezeichneten  Rang  für  den  Unterricht  und  das 
Selbststudiuni  ein»  und  nfeie  Auflagen  derselben  sind  sich  von 
Jahr  zu  Jahr  gefolgt.   Wir  empfehlen  sie  dringend  der  Beachtung 
der  Schulmänner  und  Derer,  welche  Selbstbelehrung  suchen. 
Braunschweig,  hu  August  1$4£. 

Friedr.  Fieweg  und  Sohn. 
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Im  Verlage  dies  UnteMeichnetea  ist  erschienen : 

Lehrbuch 

Geblogie  ttM^^efactenkunde. 

Theilweise  nach  Elie  de  Beaumont's  Vorlesungen 

an  der  Ecole  des  mines 

von 

»r.  €.  Toft-t. 

Zwei  Bände.   Mit  16  Kupfertafeln  und  900  Illustrationen  in 


Holzstich, 
linpap.  gel 

Auf  diese  Arbeit  zweier  der  geistreichsten  Naturforscher  raa- 


gr.  8°.  Fein  Velinpap.  geh.  Preis:  5  Thlr. 

de 


Google 


eben  wir  die  Männer  der  WUeienpeliaft/  wfe*  We^äyerT/w 

Friedr.  Viewes.  und  Sohn. 

Bei  Friedrich  £4 rieb  und  S^hn  kin.a  ,(^t  erschU 
und  durch  alle  Buchhan^hwS£R(#eü^^^ beziehen: 

lieber 

dt ^  Jfaliirlelir 

auf1  lieue  Prindjrien  derselben 

und  den 

Doppeldruck  des  Barometers  riebst  Wiederlegung  der 
•  )  'jPf^^f  ^l^f J  ^Jeweise  des  Nichtdjrucjc.es  biejraqfj 

*  Friedrich  Xierter« 

y  f  i; i ,    :  üf #  e*w er  Zeichnung$tafel\ 

Preis  15  Neugr. 

.. 

So  eben      t*  inserm  Verlage  vpllstäDdig  erschienen 

MecbAllTk 

'        r  :    oder'  .... 

\^y/'&$yffatihe  Darstellung  d^r  Wissenschaft 

von  (J^r .BeV^QDg.^ 

.„  ,2  Bände.  ^  • 

Mit  Anmerkungen  und  Erläuterungen 


nyt  U)  F%.  •  Tafeln. 


gr.  80.    In  .Umschlag  niit  10 
Preis  5y3  Kthlr. 
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